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　系 の 状態 変数 が各時刻 に お い て Glauber−Lachs分布 に 従 っ て 確 率 的 な 値 を と り 、 そ の 値 が 更 に

次 の 時刻 の 分布 の 平均値を 決め る よ う に フ ィ
ー ド バ

ッ ク さ れ る 「状 態 に 依 存 した 確率 的 フ ィ
ー

ドバ
ッ ク 」 を受 け る 力学系 を考 え る 。 こ の 系 の 状態変数は 、 フ ィ

ー ドバ
ッ ク の 強 さ を 制御す る

パ ラ メ ータ の 適当 な 値 の 下 で 間欠 的振 舞 い を し、 こ の 間欠 性 に お け る ラ ミ ナ ー長 n の 分 布 は

（1＋n ／C）
一【2 ＋ S ）

に 比 例す る 。 こ こ で 、δ は コ ン トロ ー ル パ ラ メ ータ の 値 に よ っ て 決 ま る正数 で

Cは定数で あ る 。 δ を 0に近 づ け る と 、 平 均 ラ ミ ナ ー長 は 発 散 す る が 、 こ の と き状態変数 の パ ワ

ー ス ペ ク ト ル 密度 （PSD）は 低 振 動 数 側 で 1／f型 に な る 。

　確 率的な 力学模型 が 示 す 間欠性 と し て は 、 結 合 カ オ ス 系 を モ デ ル 化 し た 相乗確率模型 が示 す

オ ン オ フ 間欠性が 知 ら れ て い る が 、 オ ン オ フ 間欠性 で は ラ ミ ナ ー
長分布 は 指数一3／2の べ き乗則

に従 い 、PSD も低振動数側で 1／fl ／ 2
に な る 。 我 々 の 力学 系 が 示す間欠性 は ラ ミ ナ ー長分布、　 PSD

と もオ ン オ フ 間欠 性 と は異な っ て お り、確 率模型 が 示す新 しい タ イ プ の 間欠性 と考 え られ る 。

　
一

方 、我 々 の 力学系 に お け る バ ー ス ト長分布は 、 相加雑 音を受 け た オ ン オ フ 間欠 性 に お け る

ラ ミ ナ ー長分布 と同 じ機構で 決 ま る こ とが示 され、実際、数値 シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン に よ っ て得 ら

れ た バ ース ト長分布 は バ ース ト長が 短 い 領域 で は指 数一3／2の べ き乗則 に 従 い 、 バ ー
ス ト長 の 長

い 領域 で は 指数関数 的に 減衰す る 。

§ 1 ．は じめ に

　我 々 は以 前に 、 本来時間相関 を も た な い Poisson 過 程 を 時間相関 を も っ よ う に 拡 張 した 力 学

系 と し て 、 次 の よ う な 確 率過程を 考え 、 そ の 性質を調 べ た ［1］。

　離 散 時刻 t・n τ （n ； O，1．2，… ）に お け る 系の 状態が 0ま た は 正 の 整 数 値を と る状態変数 x （t）で 表

さ れ 、x （t）の 値 は Poisson分 布

P ｛x （t）＝mlB （t＞｝≡ ｛B（t）｝
mexp

［
−B（t）］／m ！ （1）
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に 従 っ て 確 率 的 に 決 ま るが 、 こ の 分布 の 平均値 B（t）は 1 つ 前 の 時刻 の 系の 状態 （出力）

x （t− 1）の フ ィ
ー ド バ

ッ ク を受 け 、 次の よ う に 時々 刻 々 変 化 して い く とす る 。

B（t）＝ B日＋β x （t− 1）｛Q−x （t−1＞｝ for　x（t− 1）≦ Q

（2＞

＝Be for 　x （t
−1）＞ Q

こ こ で 、Be，β ，Qは 系 の コ ン ト ロ ール パ ラ メ ー
タ で 正の 定数 で あ る 。 β．Qは 系 の フ ィ

ー ド バ
ッ ク

の 強 さ を、Beは 系が
”

基底状態
”

x （t）・ Oを と り続 け る確率 を制御 して い る。 こ の 系で は、あ る

時刻 に お け る 状態 x （t）は 次 の 時 刻 の 状 態変 数 の 平 均 値 の み を決 め る よ う に フ ィ
ー ド バ

ッ ク され

て い る 。 従 っ て 、 こ の 系 は 相乗 確 率過 程 と同 様 な 「状 態 に 依 存 し た ゆ ら ぎを も っ 確 率 的 フ ィ
ー

ド バ
ッ ク 」 機構 を もっ 力 学 系 と言 う こ とが で き る 。 相乗確 率過 程 は オ ン オ フ 間欠 性 と呼ばれ る

間欠性 を示 す こ と が 知 ら れ て い る が ［2］、我 々 の 力学系 も制御変数 の 変化に と もな い 、間欠 的振

舞 い を す る。

　間欠性の 議論で 用い られ る ラ ミナ ー状態 と パ ー ス ト状 態 は今 の 場合x （t）・Oと x （t）＞0で 定 義 す

る の が 自然 で あ る 。 こ の 力学 系 は Qを 固定 し た と き、
”

写像
”

（2）か ら予想 さ れ る よ う に 、

fi　c
〜1／Q近 傍 で ラ ミ ナ ー優勢 の 状態 か ら バ ー ス ト優勢 の 状態 へ 相転移的変化 をす る こ と が期 待

さ れ る 。 実 際 、
コ ン ピ ュ

ータ に よ る 数 値 シ ミ ＝ レ ー シ ョ ン の 結果 、 B（t）の 長時間平均 くB＞は β の

値 と共 に シ グ モ イ ド関数 的 な変化 を す る こ とが わか っ た 。 こ の
”

相転移
”

で は 明確な 転移点 は

存在 せ ず 、 Q・30 の 場合O．04 ＜ β 。
＜ O．06の 範囲で 緩 や か に ラ ミ ナ ー優勢 の 状態 くB＞＝ 0か ら バ ー

ス ト優勢の 状 態 〈B＞ ≧ 1へ 移行す る 。

　 こ の β の 転 移領域 で 、x （t＞の 時間変化 は ラ ミナ ーと バ ー
ス トを繰 り返 す 間欠 的変 化 を 見 せ る

が、こ の 間欠 的変化 で は 、 ラ ミ ナ ー長分布 は以 下 に 述 べ る よ うに 指数関数 型 に な る ： い ま、あ

る時刻tで ラ ミ ナ ー状態 が 実現 す る と、（2）よ り B（t＋1）・ Be とな り、次 の 時刻 t＋1で ラ ミ ナ ー状態

が実現す る確 率 は exp ［−Be］とな る 。 従 っ て 、一旦 ラ ミ ナ ー状態が実現す る と、　 n 離散時間 ラ ミナ

ー状 態が継 続 す る 確 率 は exp ［
−nBa ］と な る 。

一方 、
バ ー

ス ト長 分 布 は 皿 が 小 さ い 領 域 で は 指 数

一3／2の べ き乗的振舞 い が 見 られ 、n が大 き くな る に っ れ て
”
shoulde ビ が 現れ 、 そ の 後指数関数的

に 減少 す る 。

　 こ の 模型 で は ラ ミ ナ ー状態 で は フ ィ
ー ドバ

ッ ク が 0と な る為 、 ラ ミ ナ ー状 態の 継続 は 純粋 な

Poisson 過程 とな る。そ の 結 果、 バ ース ト と バ ー ス トの 問 に 時間相 関 が な く、 x （t）の パ ワ ース ペ

ク ト ル 密度 （PSD）も低振動数側 で 平 坦 に な る 。 対照 的 に 、相 乗確 率模型 が示す オ ン オ フ 間欠 性で

は、 ラ ミ ナ ー長 分 布 は 指数 一3／2の べ き乗則 に 従 い 、そ の PSD も 低振動数領域で 〜f
冒1！2

、 そ れ よ

り 大 き な振動数領域 で は 〜f
−1

の 振 舞 い をす る 【2］。

　 我 々 は 今回 （1＞，（2＞で 与え られ る 模 型 （模 型 D を 拡 張 し、状 態 変数 x （t）が 長 時間相関 を も ち 、
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ー

ドバ ッ クを受 け る 力学 系 に おけ る 間欠的振舞と 1〆fゆ ら ぎ

PSDが 1／f型 に な る よ うな モ デ ル 力学系 （模型 H ）を っ くる こ とを 試 み る 。 具体 的 に は 、（1）に お

け る Poisson分 布 を P。isson分布 を拡張 した Glauber−・Lachs（G−・L）分布 ［3］で 置 き換 え 、 新 た に 導入

され る 自由度 に 過 去 の バ ース ト状 態 を
”

記憶
”

さ せ 、そ の
”

記憶
”

を ラ ミ ナ ー状 態 の 継続 に 反

映 させ る 。 そ の 結 果、バ ー
ス ト と バ ー

ス トの 間 に相関 が生 じ 、 1／f型 の PSDが得 られ る はず で あ

る。
”
1／fゆ ら ぎ

”
は 自然界 に 幅広 く存在 し ［4｝、そ の 発生 メ カ ニ ズ ム を巡 っ て 、多 くの 研究者 の

関心 を引 き付 け て い る 。 様 々 な 学 問分 野 で 普 遍 的 に 用 い られ る Poisson分布 や 、そ れ を 拡張 し た

G−L分布 に 基づ い て 气／fゆ ら ぎ
H
を調 べ る こ と は 、我 々 の 世 界に 幅広 く存在す る

”
1／fゆ ら ぎ

”
を理

解す る上で 意 味 の あ る こ と と思 わ れ る。

§ 2 ．　 モ デ ル

　前節 で 述 べ た よ う に 、 離散 時 刻 tに お い て 状 態 変数 x （t）が従 う分布 （1）を次 の Glauber−Lachs分

布で 置 き換 え る 。

　　 P｛x （t）＝rn　 l　 A（t＞．B（t）｝＝［A（t）m
／｛1＋A（t）｝n ＋ 1

］exp ［−B（t）／｛1＋A（t）｝］

× Ln［−B（t）／｛A（t）｛1＋A（t）｝｝］ （3＞

こ こ で 、 A（t），B（t）は平均値 を 与え る パ ラ メ ータ で くm＞・ A（t）＋B（t）で あ り 、 A（t）・0 （B（t）＝O） と

お くと （3）は Poisson （幾何 ）分布 に な る 。
　 Lm （z）は m 次の ラ ゲール 多項 式 で あ る 。

　模 型 1の 場 合 と同 様 に、A （t），B（t＞は 1 っ 前 の 時刻 の 状態 （出力） の フ ィ
ー ドバ

ッ ク を受 け て 、

x （t−−1）lcよ っ て 以 下 の よ う に決 め られ る とす る 。 まず 、
　 B（t）に対 して は （2）で Be；O とお い た 式を

仮定す る 。 A（t）に 対 して は過去 の バ ー ス ト状 態を
”

記憶
”

す るよ う に 次式を仮 定す る 。

A（t＋ 1）＝A（t）＋ γ x （t）A（t）一α A（t＞2
（4）

こ こ で 、 α と 7 は 正 の定数 とす る 。 （4）は連 続時間 の 極限で は dA （t）／dtを与 え る式 に な り 、 系の

状態 が A（t）の 時間 変 化 に
”

記 憶
”

さ れ る こ と に な る。

（i）ラ ミ ナ ー長分 布

　（4）を仮定 す る と 以 下 に 示 す よ う に 、ラ ミ ナ ー長 n の 分布 は n →大 で べ き乗 則 に 従 う こ と に な る 。

模型 1の 場合 と同様に 、 ラ ミ ナ ー状 態 とバ ー
ス ト状 態は そ れ ぞれ x （t）・0とx （の＞Oで 定義 す る 。

時刻 te に ラ ミ ナ ー状態 が 実現す る と 、
　 x （te ）・0で あ り B（tm ＋1＞・Oと な る の で 、時刻 te＋1に ラ ミ ナ

ー状態 が 出現 す る確 率 は （3）よ り

P〔x （t臼＋1）睾 O　IA（t日
＋1）．O｝＝1／｛ユ＋A （te＋1）｝
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　・exp ［
− ln｛1＋A （ta＋1）｝］ Y 　exp ［

−A（t日＋1＞］　 　 　 　
’
（5＞

　　　　 　を得 る 。 但 し、A （ta＋ 1）＜＜1を仮定 し た 。 従 っ て 、　 n離散時間 ラ ミナ ーが継続す る 確 率 A ， は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

　　　　 　　　An 　詈　il　exp ［−A （te＋k）］＝exp ［一Σ A （te ＋ k＞］　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 k＝ 1

　　　　 　とな る 。

一
方、（4）に お い て x （t）＝ Oとお く と漸化式

　　　　 　　　1／A（t日十k十 1）−1／A（te十k）＝ α ／｛1一α A（t日十k）｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

　　　　　b｛
’
得 られ 、 こ の 式 か ら α A（te ＋ k）＜＜1に 対 して A （te＋ k） ； 1／｛α k＋1／A （te ＞｝力藍得 られ る の で 、 結局

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

　　　　 　　　 An 窪 exp ［
一Σ ｛1／α （k＋ C）｝］　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （8）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k＝1

　　　　 　と な る 。 但 し、1／｛α A（tg）｝≡ Cとお い た 。

　　　　 　　An の n → 大 に お け る 振舞 い を 評価す る ため 、 （8）の 中 の 総和 を積分で 置 き換え て 計算す る と 、

　　　　 　　　 An 窒 exp ［− ln［1＋n／C］／α ］ ・ 1／（1＋n ／C）11a 「

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （9）

　　　　 　 を 得 る 。 こ の 式 か ら規格 化 さ れ た ラ ミ ナ ー長 分 布 は α 〈1の 場合

　　　　　　　fL （n ）　≡　（1／α 一1＞／｛C（1＋ n ／C）
t ！ eC

｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （10）

　 　 　 　 　 と な る 。

　　　　 　　 平 均 ラ ミ ナ
ー

長 ＜nL ＞は α ≧ 1／2≡ α 。 で は発散す る が 、 α くα c で は 有 限 な値を と り

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　　 　　 〈nL ＞ ＝ ∫dnnfL （n ） ＝ α C／｛2（α o
一

α ）｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （11）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 0

　 　 　 　 　 で 与 え られ る 。 以 下 の 議 論 で は α の 値 は （11）が成 り立 っ α くα 。 に 限 る こ と に す る 。

　　　　 　　 （10）よ り模型 llに おけ る ラ ミ ナ ー長 分布 fし（n）は n → 大 と共 に 指tw　−1／α の べ き乗 則 に 漸 近 す る

　　　　 　 こ と が わか る 。 従 っ て 、 Iiは単 純な指数関数型で あ る 1の 分布 とは明確 に異 な る ラ ミ ナ ー長分 布

　　　　 　 を 持 つ こ と に な る 。但 し、 Cの 値 は A（te）に 依 存 し て お り、A（t）は 確 率 変 数 x （t）を 含 む方 程 式

　　　　 　 （4）に よ っ て 時間発展 す る の で 、A（t巳 ）は tg の 値 に よ っ て 様 々 な値 を と り うる 。 従 っ て 、 （10）の

　　　　 　 中 の Cは 1／｛α A （t日 ）｝の 値 の ゆ らぎ を 平 均化 し た
”
effective

”
な 定数 と 見 な さ な け れ ば な ら な い 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
− 92−

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

確率的フ ィ
ー

ドバ ッ ク を受け る 力学系 に お け る 間欠的振舞と 1／f ゆらぎ

（10）を実際 の 数値 シ ミ ュ レ ー シ ョ ン に よ っ て 得 られ る ラ ミ ナ ー長 分 布 の デ ー
タ と 比 較す る と き

は 、Cは
’
adjustable 　 parameter

”
と し て 扱 う 。

　以 上 の こ と か ら 、 模 型 IIで は α → α 。 で 平 均 ラ ミ ナ ー長 が 無 限 大に な り 、 こ の と き ラ ミ ナ ー長

分布 は n 大 の 領 域 で 指数 一2の べ き乗 則 に 従 う こ と に な る 。 又、A（te）の 値 は te以前 の 系 の 状態変

化 を
”

記憶
”

して い る こ とか ら 、 特 に t巴直 前 の バ ー ス ト状態 とteか ら始 ま る ラ ミナ ー状態 の 継

続時間 の 間 に は 明確 な 相関 が生 じる と思 わ れ る 。 模型 liで は 、 こ の
”

記憶
”

効果 と α → α 。 で 平

均 ラ ミ ナ ー長が発 散 す る結果 、 模型 ［に は存在 しなか っ た よ うな長時 間 に 及 ぶ 状態変 数問 の 相関

が生 じ、PSDが低振動数側で 1／fの 振舞 い をす る こ とが 期待 され る 。

〈ii）バ ー ス ト長分布

　 我 々 が仮定 す る コ ン ト ロ ール パ ラ メ ータ の 領域 で は 、バ ー ス ト状 態 に お い て は 殆 ど の 区 間 で

A（t）＜＜B（t＞が 成 り立 っ て お り 、 （3）は く1）の Poisson分 布 で 近似 す る こ と が で き る 。 つ ま り、バ ー

ス ト 長 分布 に 対 して は 、模型 IIは Bl＜＜1の 場合 の 模 型 1と ほ ぼ 同 じ結 果 を 与え る と考 え られ る 。

そ こ で 、（1）と Be・Oとお い た （2）に 基 づ い て バ ー ス ト 長 分布 を求 め て み る 。

　 まず、時 刻 tに お け る 状 態 変 数 x （t）は 平 均 値 B（t）の Poisson分布 に 従 う確率変数 と定義 さ れ て

い る の で 、x （t）−B（t）≡ f（t）を考 え る とf（t）は平均値 Oの 周 り に分散 B（t＞で 分布 す る確 率 変 数 と

い う こ と に な る 。
バ ー

ス トの 開始時 と終 了時 の 短 い 区間を除 い て B（t）＞1が成 り立 つ と考 え られ

る の で 、P。 tsson 分布 を Gauss分 布 で 置 き換 え 、
　 x （t）を 連 続 変 数 と み な す 近 似 を す る と 、

　 f（t）は

平均値0、分 散 B（t）の Gauss分布 に 従 う 確 率 変数 と見 なす こ とが で き る 。 更 に 、　 f（t）／  豆

r （t）で 新 しい 確 率変数 r （t）を導 入す る と、r （t）は平均値 0、 分 散 1の Gauss分布 に従 う確 率変数 に

な る 。 x （t）； B（t＞＋，
「ii

’
rfJ　r （t）を （2）に 代入 して x （t）を消去す る と 、

　 B（t）に 対す る時 間発 展方程式

B（い 1）−B（t）冨［β ｛Q−r （t）
2
｝−1＋G｛B（t）｝r （t＞］B（t）一βB（t）2 （12）

を得 る 。 た だ し、 G｛B（t）｝≡ β ｛Q／” RV −2rm ｝とお い た 。
　 r （t＞は 〈r （t）r （t

’

）〉・ δ t ♂を満 た

すGaussian　 white 　noise で あ る 。 （2）はま た、　 x （t＞≧ 1とな る バ ース ト期 の 大 部 分 に お い て 、

B （⇔ の 値 が

Bs ≡ β （Q−1） ≦ B（t） ≦ Bre ≡ β Q2／4 （13）

の 範 囲 に あ る こ と を示 し て い る の で 、B（t ）は 変 動範 囲 が （13＞に な る よ う な 境界 条件 の 下 で （12）

に 従 っ て 時 間発展す る こ と に な る 。
バ ー ス ト の 開始時 と終 了直後 は B（t）・Oな の で 、 こ の 模型 に

お い て バ ー
ス ト長 を求 め る問 題 は、B・ Bsか ら出発 し て B軸 上で 相乗性 の noise を 受け な が ら ラ ン

ダ 厶 な 運動 を し、 B＝Bthf ：B5 に達す る と吸収 さ れ る 仮想的な 粒子 の 寿命 を 求 め る 問題 と ほ ぼ 等価

に な る 。
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　（12）は 連 続時間極限 で 相 乗 型 の noise を受 け た

Langevin 方 程 式 に な る が 、非線形項を 含み 、 解析

的 な 解 を求 め る の は 困難で あ る 。 こ こ で の 議 論は 、

バ ー
ス ト長 分 布 の 大 問か な 形を 求 め る の が 第 一の

目的 な の で 、 こ の 目的を 損 な わ な い 範 囲で 解 析解

が 得 られ る よ うに 、 （ユ2）に お い て 次 の よ うな簡単

化を行 う。 まず 、 Qの 値は Q＞＞＜r （t）2＞・1を想定 し て

い る の で （1D の 中 の β ｛Q−r （t）
2
｝は β Qで 近 似 す る 。

次 に 、 G｛B（t）｝は B（t＞の 関数 と して Bth　 ：1≦ B（t）≦

BreC＝ 10 に 対 し て 図 1の よ う に 変化す る が 、 こ れを

図中 に 点 線 で 示 した B〈t）の 1次関数 F ｛B〈t＞｝・ a−bB （t＞

G （B）

2

1

0

5
B10

図1 ：β ＝ 0，045 、 Q＝30 の 場合 の G （B） vs ，　 B。

　　点線 はF（B＞＝O．6−−O，045B 。

で 近 似 す る （Q・ 3e．β・O．045 の 場合agO ．6，　b： O．e45 ） 。 F（B＞はBの 値が Bt　hの 近 く で G（B）か らず れ

が 目 だ つ が 、3≦Bで は ほ ぼ G（B）の 変化 を再現す る 。 次節 で 述 べ る数 値 シ ミ ュ レ ー ン ヨ ン の 結 果 で

は 、極端 に 短 い バ ー
ス ト 状態を 除 け ば バ ー ス ト期 で は ほ ぼ 3≦B （t）で あ り、G ｛B（t）｝を 1次関数

F ｛B（t）｝で 置き換 え る 近似 を して も、 バ ー
ス ト長分布 の 定 性 的な形は そ れ ほ ど大 き くは変わ らな

い も の と思わ れ る 。 そ うす る と （12）は

B（t＋1）−B（t）＝｛β Q−1＋ ar （の ｝B（t）一｛β ＋br （し）｝B（t）2
（14）

とな り、a は相 乗性 の ゆ らぎ の 大 き さ を 与 え る こ とが わ か る 。

　B（t＞2 の 項は 大部分 の 時間 に お い て B（t）の 増加 を抑 え る役割を 果た し て い るが 、β とbの 値 が

β Q− 1及 び a に 比 べ て 1桁小 さ い た め 、 こ の 項 の 効 果が効 き始め る の は Br。≦B（t）の 領 域 で あ る 。 我

々 は （12）の 制 限と こ の 項 の 効果 を ま とめ て B（t）・B， 。 に おけ る完 全反射 の 境 界条件 で 置 き換え る。

以上 の こ と か ら、B（t＞に 対す る 時間発 展方程式 と し て 結局

B（t＋D −B（t）＝ ｛β Q−1＋ar （t）｝B （t） （15）

境 界条件 ： B （t）＝ Breで 完全反射

　 　　　　B（t）＝Bthで 完全吸収

を得 る 。 （i5）の 長時 間の 振舞 い は微分 方 程 式

dB（t）／dt ＝｛β Q−1＋ar （t）｝B （t） （正6＞
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ー

ドバ ッ ク を受け る力学系 に お け る 間欠的振舞 と 1／fゆ ら ぎ

で 表 さ れ る が 、 こ こ で 新 し い 変 数 y（t）・ln［B（t）］を導入 し、相乗型 か ら相加型 の Langevin方程式

dy（t）／dt＝β Q−1＋ar （t） （17）

境界条件 ： y （t）＝yr 。
≡ 1n［Br。 ］で 完全反射

　　　　 　y （t）＝ yth ≡ ln［Bth］で 完全 吸収

へ 移 る 。 （11＞を満 たす y〈t）の 確 率分布関数 を f〈t，y）とす る と 、
　 f（t，y）は 次 の Fokker−Planck 方程

式を 満た す ［5］。

∂f（t，y＞／δt＝ −v〜）f（t，y ）／〜｝y＋ （D／2））2　f （t，y＞／∂y2

　　　 境 界条件 ： J （t ，Yre ）＝ O

　　　 　　　　　 f（t，yth ）＝0

（18）

こ こ で 、 v ≡ β Q−1、　 D≡ a2 で あ り 、　 J（t，y）・vf （t、y）一（D／2）bf（t，y ）／
「
bYは確 率 密 度流 を表す 。

　結局 バ ー ス ト長分布を求 め る 問題 は 、y軸上 で y＝ys滞 yth か ら出発 し 、
　 Gaussian　white

noise を受 けな が ら ラ ン ダ ム 運 動を す る粒 子が y・yth で 完全 吸収 され て しま うま で の 時 間
”
first

passage 　time
”
tpの 分布 を求 め る問題 に 帰着 さ れ た こ と に な る 。 こ の

”
first　passage 　 time

”
の 分

布は 吸収 境 界に お け る 確 率密度流一J（tp，yth ）に 比 例す る と考え られ る の で ［6］、 （18）を初 期 条件

f（0，y）・ δ （y−ys）の も と で 解 い た解 を用い て 表す こ とが で き る 。 （18）の 解は対応 す る固有値方程

式を 与え ら れ た 境界条件 の も と で 解 く こ とに よ り得 ら れ るが 、 こ の 解 は v ・ oの 場合以外は 解 析 的

に 表す こ と が で き な い ［5］。 し か し、我 々 の 模型 で は 元 々 β Q〜1の 近傍 を問題 に す る の で 、 パ ー

ス ト長分布 の 定 性 的 な形 を 議 論 す るた め に は v ・Oの 解 を用 い れ ば 十分 と考え られ る 。

　 v ・0の 場合の 解は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 co

　　f（t・y）・ （2〈厂丁π 〉： ・i・ ［rc・］（Y。

−Yth ］si ・ ［r・　1 （y−y，，）・xp ［一・A．　rt ］，　 　 　 （19）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1＝O

　　κ 1＝（1＋1／2）・ ノ（D τ ・ ＞
112

， λ 1＝（21＋1）2 π
2
／（8 ・ 、）， ・ 、

・ （y ， 6
−Yth ）

・
／D

と書 け る ［5］。 こ れ よ り ys　 ＝ yth に 対 して

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　
fB （t）〜’J（t・” h ＞＝（π

2
η ／‘τ ・＞

IE。
（21’1’2e

・p
．
［
一

λ ・t］ 　 　 　 　 （・。）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
− 95 −
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た だ し 、 η ≡ （ye
−
yth ＞／（y ． e

−−yth ）＜＜1で あ る 。 （20）は t＜＜ τ d 、
　 t＞＞ τ d の 場合 そ れ ぞ れ べ き乗 的及

び 指 数 関数 的 振舞 い をす る ：

fB（t）〜 η （τ d／2 π ＞
1！ 2t 冒3 ！ 2

（tくくτ d）

（Zl）

〜
η ｛π

2
／（4 τ d）｝exp ［

一
π

2t
／（8 τ d ）］ （t＞〉τ d ）

（21）よ り我 々 の 模型 の バ ー ス ト長分布 は t小 の 領域 で 指 数一3／2の べ き乗則 、 t大 の 領域 で 指数則

に従 う こ と が わ か る 。 以 上 の 議論 は A．Cenys　 et　 aL ［5］が noisy オ ン オ フ 間欠 性 ［7］と呼ば れ る

相加 雑音を加 え られ た オ ン オ フ 間欠性 の ラ ミ ナ ー長分布を 説明す る為 に 用 い た 議 論 と本 質的 に

同 じで あ り 、 こ こ で の 完全反射 境界及 び完全吸収境 界は彼 ら の 議 論の
“
noise 　 floor

”
と
”
1ami−

nar 　 threshold
”
llそ れ ぞ れ対応 して い る 。 そ の 結果 、我 々 の 模型 にお け る バ ー

ス ト長分布 は

noisy オ ン オ フ 間欠性 の ラ ミ ナ ー長分布 と同 じ構造 を もち、（21）で 表 さ れ る 特 徴 的 な 形 を も っ こ

と に な る ［8］。

§ 3 ．数値 シ ミ ュ レ ー シ ョ ン

　我 々 は コ ン ビ ＝
一

タ に よ っ て 、 時間発展が 〈2），（4）で 与 え られ る G−L分布 （3）に従 い 、0及 び 正

の 整数値 を と る乱 数 を各 時刻 で 発 生 さ せ 、模型 II に お け る 状態変数 x （t）の 時間変化 を数値 的 に

調 べ て み た 。

　 コ ン ト ロ ール パ ラ メ ータ の 値 は 以下 の よ う に 選 ん だ 。 まず 、（2）に お い て は 1の 場 合 と比較す

る た め に 、 Bg＝Oと お く他 は 1で 用 い た 値 Q＝30，β ・ 0．045を そ の ま ま用 い た 。 （4）に お け る α の 値 は

長時 間相関 を与え る α 駕 α
。

・ 1／2を考 え て い る の で α ・0．48 と と り 、 γ の 値を 変化 さ せ て x （t）を

計算 し、 そ の PSDを FFTを用 い て 求 め て み た 。 但 し、　 PSDは区 間t冨O〜21「
に お い て 、異 な る 初期値

及 び異な る 乱数系列か ら計算 さ れ た x （t）の 時 系列 デ ータ を 100セ ッ ト 用 意 し、そ れ ぞ れ の デ ータ

セ ッ トか ら得 られ るPSDを平均す る こ と に よ り求め た 。 そ の 結果 、 0．02 ≦ γ ≦ 0，04の 範 囲で

x（t＞の PSDが低振動数側で 1／f型 に な る こ とが わか っ た 。 以下 で は γ
・ 0．032に 固定す る。

　 以 上 の よ う に パ ラ メ ータ の 値 を 選ん だ と き の 計算結果を以下 に 示す。 図 2に x （t），B（t），A（t）の

典型 的 な 時 間変化 を示す 。 こ の 図 か ら、 x （t）と B （t）は ほ ぼ 同 期 し て ラ ミ ナ ー状態 と バ ー ス ト 状

態 を交 互 に 繰 り返 す 間欠 的 変化 を して い る の が わ か る 。

一方 、 A（t）は （4＞か ら予想 さ れ る 様 に 、
』

x （t）の バ ー ス ト期 に は平均 と して 増加 し、 ラ ミ ナ ー期 に は ほ ぼ ラ ミ ナ
ー継続時間の 逆数 に 比 例

して 減少 して い る の が見 て とれ る 。 図 3は区 間t・O〜2ユ9
に お け る平均 ラ ミナ ー長 を α c

一
α の 関数

と し て 表 し た も の で 、実線 は 理 論式 （11）の 結 果 を表 す 。 （11）式 に お い て Cは弱 い α 依 存 性 を も っ

て い る と考 え られ る が 、 簡 単の た め に こ こ で は 定数 と見な し、後 で 述 べ る α ・ O．48 に おけ る

一 96 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

確率的フ ィ
ー

ドバ ッ クを受ける力学系にお ける間欠的振舞と 1ffゆらぎ

x （t）

20

0

t

B（t）

20

Io

o

t

A （t）

2

0
　 7，1，IO　　　　　7．11．LO　　　　　　　　7，　 L2●to　　　　　　　　7．13．10

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t

　　　　　　図 2；X（t），B（t），A（t＞の時 間変化 。

7．14・LO　　　　　7．15疊上0

301

＞

Ln
く

102

101

100

　10
’2

十

十
十

　 十

　　、

4

α

O
，

C

−

α

図 3：平均 ラ ミ ナ
ー長 〈nL ＞ vs ，

実線 は 理論式 （11）を表 す 。

10e

（α c
一α ）。

S（ω 〉

104

103

102

10

　100

ω 〆△ω

105

・図 4：x （t）の PSD 　 S（ω ） vs ，ω ／ △ ω 。 但 し、

△ ω
・2π ／21τ

で 、点線 は S（ω 〉〜 ω
一1を表 す 。
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S（ω）

106

104

102

10

　100

ω ！△ω

lO5

S（ω）

106

104

102

10D

1σ
2

　100
ω ／△ω

105

図4 ：x （t）の PsD　s（ω ） vs ． ω ／ △ ω 。 但 し、△ ω
・2π ／21Tで 、点線 はs（ω ）〜 co　

’1
を表す 。

（IO＞と ラ ミ ナ ー長分布 の 数値 デ ータ と の 比較か ら得 ら れ た 値 C・8を用 い た 。 α ザ α が大 き くな る

に つ れ て 理 論式 と デ ータ と の 不一致 が 目立 っ よ う に な る が 、 こ れ は Cの α 依存性 を 無視 し た た め

と考 え られ る 。 図 4は α
・0．1，0．3，0．48に 対す る PSDで あ る 。 （11）か ら予想 され る よ う に 、 α が

α 。 に 近 づ くに っ れ て 平均 ラ ミ ナ ー長が 発 散 し、そ れ に 応 じ て PSDの 低 振 動数 成 分 が 増 大 し て

1／f型 に な る様 子が わ か る 。

　模 型 IIの α NN α c に お け る エ／f型 の PSDは A（t）の
”

記 憶
”

効果 と ラ ミ ナ ー長 が 〜 1／n2 の べ き乗 分

布 に な る こ と に よ っ て 、1に は 存在 し な か っ た バ ー
ス ト 状 態 と ラ ミ ナ ー状態 間 の 長 時問相関が 生

じ た た め と考 え られ る。そ こ で 我 々 は 、模型 1と II両 方 の 場合 に つ い て 、バ ー ス ト の 継 続 時 間

nB と そ の 直後 の ラ ミ ナ ーの 継続 時間nL の 散布図を作成 して 比 較 して み た （図5） 。 そ の 結 果 、 1

に お い て は nB とnL の 相関 は殆 ど見 られ な い の に 対 し て 、 1【に お い て はnB とnL の 間に 明確な 負の

　　　　　　模型 1（Bl＝ O．Ol）　　　　　　　　　　　　　　 模型 II（α ＝ O．48＞

　 　 200　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 200

n し

150

L（）O

50

Oo
5〔｝ 100 L50　　 　 20〔l

　 nB

nL

工50

1〔）⊂）

50

0
　 0 50   150　　 　 200nB

図5 ：模型 ［と H に お け る バ ー
ス トの 継 続時 間nB と そ の 直後 の ラ ミ ナ ー の 継続 時間nL の 散布図 。
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ードバ ッ ク を受け る 力学系 に お け る 間 欠 的 振 舞 と 1／fゆ ら ぎ

相 関 が 見 ら れ た 。 こ れ は 長 い バ ー ス ト の 直後 の ラ ミ ナ
ー継続 時間 は 短 い 傾向に あ る こ と を示 し

て お り、バ ー ス ト 間 に
”

引力
”

が 作用 し て い る こ と を意 味 して い る 。

　図 6と 7に α ・O．48 の と き の 区間 t・ O〜 222 に お け る ラ ミ ナ ー長 分 布 と バ ース ト 長分 布 を 示 す 。 ラ

ミ ナ ー長分 布 に 対 す る理 論式 （IO）は n ＞＞Cの 領域で べ き乗的 に 振舞 う こ とを予言す る 。
　 n く 100に

対 し て は、C鎚 8と選 ぶ と数値 シ ミ ュ レ ー シ ョ ン の デ ータ を ほ ぼ再現す る こ とが わ か る 。
べ き乗

的振舞 い が 予言 さ れ る 100 ≦ n の 領 域 に な る とデ ータ 数が 少な くな る た め 、 理 論式 へ の収 束 は悪

くな り 、 理論式 の 予 言〜n
−t’ec と の 明確 な 一

致 は 確認 で き な くな る 。 し か し、数値 シ ミ ュ レ ー シ

ョ ン か ら得 られ た こ の 領域 に お け る ラ ミ ナ ー長分 布 は 、 指 数
一1／α の べ き乗 的振舞 い と少 な くと

も矛 盾 は して お ら ず 、 1の 場 合 の 指数 関数 型 とは明 らか に 異 な っ た分布 に な る。

　
一

方、パ ー ス ト長分布 の
1
方 は、 n 小の 領 域で 〜

ガ
3 ’ 2

の べ き乗則 に 従 い 、中間 領 域 の
”
should

−

er
”
を経 て n大 の 領域 で 指数関数 的 に減少 する 。 こ の よ うな特徴的な 振舞 い は 模型 1の 場合 と 同 じ

で あ り 、 §2で 導 い た 理 論式 （20）の 予言 （図7中 の 曲線 ） と定性的 に
一致 す る 。 た だ し 、 （20）に

基 づ く バ ー ス ト長 分 布 の 計算 で は 各 パ ラ メ ータ の 値 を以下 の よ う 1こ 決め た 。 ま ず 、 （13）よ り B。

・1．3、B 厂。
・10．1で あ る 。　 Bthの 値 は BthくBsで B。 に 近 い 値 と い う制限が あ る の で 、　 Bth＝0．9’♪と と

る。そ うす る と、 η
＝ln ［B5／Bth］／1n［Br。 ／Bth］＝ O．15 と な り、ま た D＝a2 ＝O．36を用 い る と τ d

＝｛ln

［B， 。 ／Bth］／a｝
2・16．2が得 られ る 。 （20）は

”
shoulder

”
部分 の 高 さを数値 シ ミ ュ レ ー シ ョ ン の 結 果

　 　 　 L　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 L

fL（n）

o．

O，01

〔1『（）〔）1

1
・
L〔〕
．
4

1・le
−
5

n

図 6 ： ラ ミナ ー長分布 fL（n ＞ vs ．　 n 。 実線は

理 論 式 （1  、 点線 は fL（n）〜ガ
2
を 表す 。

fB（n ）

o．

o．Ol

o，〔1（11

PIO
−
4

n

図 7 ：
バ ー

ス ト 長分布 fB（n） vs ．　 n 。 実線は

理論 式 （20）、 点線 は fB （n）〜 n
−3 ！ 2 を 表す 。

’，Bthの 値 に は Bsの近 傍 と い う条 件 の 下 で 任意性が あ る が 、　Bthの 値 を変 化 さ せ る と主 に η の 値

が 変 わ り、 log−1。g平 面 上 で 分布 は そ の 形 を 殆 ど 変 え ず に 上下 に 平 行移 動す る 。 こ こ で は 、
　 n小

の 領 域 で デ ータ を 再現す る よ う に Bth ＝O．9とと っ た 。
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よ り低 く与 え る が 、 こ れ は （20）が元 々 v＝O（βQ・1）1こ 対す る 式で あ り 、 ま た 定性 的な議論 を 目的

と し て 、様 々 な近 似 を重 ね て 導 か れ た 式で あ る た め と考え られ る 。

§ 4 ．ま と め

　我 々 は 以前 に提 案 した
”

自己相互作 用
”

を す る Poisson分布 に 基づ い た力学摸型 iに お い て 、

分布 を G−L分布 に拡張す る こ と に よ り、新た に 導 入 され た 自由度 を利用 して 状態変数が 長時間相

関を持 つ 力学模型 IIを っ くる こ とが で き た 。
　 H は 1と同様 に 制御 パ ラ メ ータ の 適 当 な 値 の 下 で 状

態変数 が間欠的振舞 い を す る 。 こ の 間欠 性 に お い て 、 バ ー
ス ト長分布 は 1と本質的 な 違 い が な く

バ ー ス ト長 が短 い 領域で は 指数一3／2の べ き乗的振舞 い を し、
バ ー ス ト長 の 長い 領 域で は指数関

数 的 に 減少 す る 。 ラ ミナ ー長分 布は指数関数 型 の 1と は異 な り 、
〜 （1＋n／C）

｝2 で 与 え ら れ る 。 そ

の 結 果 、状 態変数 の PSDは 低 振 動 数 側 で 、 1で は平坦 で あ っ た の に 対 して 、
　 I　Iで は 1／f型 に な っ た 。

　確 率的振 舞い の 起 源を 問題に しな け れ ば、我 々 の 模型 が 表す力学 系 の 実質的な 自由度 は A （t）

と B （t）の 2変 数 な の で 、我 々 の 力学系 は少数 自由度 系 と 見 な せ る 。 少数 目由度 の 力学系が 示す主

な 間欠性 と して 、 Pomeau−Mannevilletこ よ っ て 分類 さ れ た タ イ プ 1−IIIの 間欠 性 ［9］と結合 カ オ ス

系が 示 す オ ン オ フ 間欠性 ［2］が あ る が 、 こ の 中 で タ イ プ H の 間欠性 は 分岐点 近傍で ラ ミ ナ ー長分

布が 指数
一2の べ き乗 則に 従 い 、我々 の 模型 と 同 じ漸 近 形 を もっ ［10］。 しか し、 タ イ プ 1− IIIの 間

欠性 は ど れ も ボ ア ン カ レ 断 面 上 の 固定 点 が 不安定化 し 、 周期運動 が 崩壊 す る過程 で 現 れ る も の

で 、 ラ ミ ナ ーの 初期 状態 に ラ ン ダ ム ネ ス は存在す るが 、ラ ミ ナ ー状態の 継続 自体 は 1変数 の 微分

方程 式に よ っ て 決定論 的 に 決 ま る 。 従 っ て 、 こ れ ら の 間欠 性 は ラ ミ ナ ー状態 の 時 間発 展 が 確 率

過程で 与 え ら れ る 我 々 の 間欠 性 とは本 質 的 に 異 な る 。

一
方、オ ン オ フ 間欠性 は 状態変数 の時 間

発展が相乗確率過程と見 な す こ とが で き、確率模型 で 扱 う こ と が で き る 。 我 々 の 模型 に お い て

も 、

バ ース ト状態の 時間発展 は相乗確 率過程 と見 な す こ とが で き、そ の 結 果我 々 の 模型 の バ ー

ス ト長分布 と 相加雑音 が加 わ っ た場合 の オ ン オ フ 間欠性の ラ ミ ナ ー長分 布 ［7］が 類 似 の 構 造 を も

つ こ と が 明 らか に な っ た 。 こ の 様 な関 連性 は あ る が 、 オ ン オ フ 間欠性で は ラ ミ ナ
ー

長分布が 基

本的 に は 指 数 一3〆2の べ き乗則で 特徴づ け られ 、 PSDも低 振動数側で 1／f112に な る な ど 、 間欠性 を

特徴 づ け る 統計量 が 我 々 の 模型 の 場合 と は 異な っ て い る 。 以 上の こ とか ら、我 々 の 模 型 が示 す

間欠 性は ラ ミ ナ ー状 態継 続 の メ カ ニ ズ ム や 出現 確 率 及 び 状 態 変数 の 時間相関等 が こ れ ま で 知 ら

れ て い る間欠 性 と は異な っ て お り 、 少数 自由度 の力学 系が 示 す新 しい タ イ プ の 間 欠性 と考え ら

れ る。

　 こ こ で 扱 っ た 模型 と現 実 の 力 学 系 と の 対応 は、現 段 階で は 明確 で な く 、 我 々 の 模型 を直 ち に

現実 の 系が 示す 間欠 的振 舞 い や 、ゆ ら ぎ の 説 明 に適用 す る こ と は で き な い
。 し か し 、 G−L分 布 は

元 々 レ ーザ ー系に お け る 光 子数 分 布 を説 明す るた め に 導入 さ れ た 分布で あ り 、 我 々 の 力学系 も

レ ーザ ー系 と共 通 す る次 の よ うな性質 ［11］を持 っ て い る ： （i＞状態 変 数 が o及 び正 の 整 数 値 を と
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確率的 フ ィ
ー

ドバ ッ ク を受ける力学系に お ける間欠的振舞と 1／fゆ らぎ

る　 （ii＞確 率 的 フ ィ
ー ド バ

ッ ク に よ る 秩序形成　（iii）制御 パ ラ メ ー
タ の 変 動 に 伴 う

”
相転 移

”

的変化等。特 に 、 dye レ ーザ ーの よ う に 発 振 閾値近 傍で 光 子数 ゆ らぎが 増大す る ［12】よ う な 系を

扱 うた め に は 、 通 常の 回転波近似 に よ るVan　 der　Pol方程 式 に 相乗性 の 雑音を導入 す る必要性 が

指摘 さ れ て い る ［13］。 こ の よ うな系 で は 、 我 々 の 力学系 と同様な 「状態 に 依 存 した確 率 的 フ ィ

ー ド バ
ッ ク 」 が 行わ れ て い る可能性が あ り 、 我 々 は 今後今 回 の 模型 を基 に、発 振閾値近傍 で 大

き な 光 子 数 ゆ らぎ を示す レ ーザ ー系 の 動 作を モ デ ル 化 す る よ うな 力 学模 型 の 構築 を め ざす っ も

りで あ る 。
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