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　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Abstract

　 巨視的変数 の 揺 らぎに 関する Langevin 方程式を K．Chou　et ．al．の 非平衡母函数に よ る 方法に基づ い て 微視的理 論か ら導
出 し、得 られ た Langevin 方程式 を断熱展開す るこ とに よ り Onsager −Machtup の 理論 の 基礎 とな っ た形 が得られ る こ と を
示 す。

§1 　は じめ に

こ の 研究 の 目的は 不 可 逆過程 の 現象論で ある Onsager−Machlup（OM ）の 理論を微視的な理論から基礎づ ける こ
とに ある．

　 OM 理 論 は線型不可逆過程 に関 す る現象論で あ る．線型非可 逆過程とは 系 を記述す る巨視的変数 の 時間微 分
と熱力学的力の 間に線型関係の 成立 す る 現象 で あ り，経 験 的 に は多 くの 現象が こ れ に 属 する と 考え られ て い る．
Onsager 　［1］は 線型係数の 相反関係 を証明 し，更に エ ン トロ ピー

及 び散逸函数を 2時刻確率分布と結び付ける 関係

（Onsagerの 原理）を提唱 した．　Onsagerと Machlup［2】は巨視的変数を確率過 程 と して 取 り扱い ，遷移確率な ど
の 計算 を行うこ とで

，
Onsagerの 原理 に 対す る 裏付 け を与えた．彼 らは 熱平衡系で の 巨視的変数の 揺ら ぎを ラ ン

ジ ュ バ ン 方程式 に 従 うガ ウ ス 型 の マ ル コ フ 過 程 と考 え
，
揺 ら ぎの 経路 に 対す る 確率分布汎函数を与えて経路積分

に よ る定式化を可能 に した．

　 本稿 で は 非平衡母函数の 方法に よる ラ ン ジ ュ バ ン 方程式の 導 出法 と OM 理論 に お け る ラ ン ジ ュ バ ン方 程 式 の

定 式 化 の 類似 点 に 着目 して ，前者 か ら後者が 自然な形 で導か れ る こ とを示す．こ の た め に まず非平衡母 函 数の 手
法 に よる ラ ン ジュ バ ン 方程式の 微視的理 論か らの 導出 につ い て ま とめ

， 次に 得られ た ラ ン ジ ュ バ ン 方程式を断熱
展開する こ とで OM 理論 に おけ る もの と

一
致 した形 に変形 して 行 く．

　 ラ ン ジ ュ バ ン 方程式の 微視的な理論か らの 導出 に は い くつ か の 方法が 知 られ て い るが ［3］， こ こ で 用い る 非 平
衡 母函 数 に よ る導出は Chou　et 　a1．［4】の 手法 に 基づ い て おり，マ クロ 変数の グ リー

ン函数の 生成母函数が ラ ン ジ ュ

バ ン 方程式の 特性汎函数 と類似 した形を持つ こ と に着目す る．微視的 自由度としてス カラ
ー・ボ ゾ ン場 を，

マ ク
ロ 変数 と して 複合演算子 の 空 間 平均 を考 え ， 非 平衡母函数の 経路積 分 表示 に お い て 微 視的自由度 に 関する 積 分 を
形式的に実行 し

， 巨視的自由度の 積分として 表示 す る とマ ク ロ 変 数 の 定 義 され る体 積 v の 因 子の た め 停留位相近
似 が有効 とな る．o （11v ）を無視す る 近似 で 停留経路 は マ ク ロ 変 数の 期待値 そ の もの となり，次の 近似 で ラ ン ジ ュ

バ ン方程式 は その まわりの 揺 らぎを記述す る もの と して 導出 され る．

　 断熱 展開は一
種 の 時間ス ケ

ー
ル に関す る粗視化で あり，こ こ で 用い た方法は福 田 同 に よる 時間依存 の ギ ン ツ

ブ ル グーラ ン ダ ウ方程式 の 導出に 従 うもの で あ る，マ ク ロ 変数 の 期待値 は ゆ っ く りと変化 す る と して ，そ の 運動 方
程式 を時 刻 t の まわ りで 展開 し ， 更 に時間微分の 数で 展開する．運動方程式 を時刻 t の 量の み で 表現 して しまい ，
記憶効果 を無 くして マ ル コ フ 的 な形を取 り出 す．こ の 操作 に 加 えて 初 期 の 平 衡 を仮 定す れ ば

， 運動方 程 式 を平衡
系 に おけ る熱 力 学 ポ テ ン シ ャ ル と関係づ ける こ とが可能 と なり，ラ ン ジ ュ バ ン方 程式 の 系統的な力 の 部 分 が 熱 力
学 的力で 表 さ れ る ．結果 OM 理 論 に現れ た ラ ン ジ ュ パ ン 方程式 の 形 が得 られ る の で ある．

　 以 下 で は，まず §2 で OM 理 論 に お ける ラ ン ジ ュ バ ン 方程式の 定式化 につ い て まとめ，特性汎函数の 経路積分
表示を行う．次 に特 牲 汎 函数 との 対応を見な が ら§3 で は非平衡母函数の 方 法に よる マ クロ 変数の ラ ン ジ ュ バ ン 方
程式 の 導 出 に つ い て ま とめ る．そ して §4 で 得 られ た ラ ン ジ ュ バ ン方程式 の 断熱展 開 を行 い

，
OM 理論 の 基礎 と

なっ た ラ ン ジ ュ バ ン方程式 を導出する．

§2　0nsager −Machlup の 理論

まず 簡単 に Onsager−Machlup （OM ）の 理 論の 枠 組 み を ま とめ て お こ う．OM 理論 は 熱 平衡系で の 巨視的変数 の

揺 ら ぎを確率過程 と して と らえ ， ラ ン ジ ュ バ ン 方程式に よっ て それ を記述す る．そ の 際 に経路積分 に よ る 定式化
を行 っ た 点 に特徴が あ り，

こ こで は それ を用い て ラ ン ジ ュ バ ン 方程式の 特性汎函 数 の 表 式 を導い て お く．

2．10nsagbr −Machlup の揺 らぎの 理論

マ ク ロ 変数の 組 α 1，… ，
．art で 記述され る よ うな孤立系を考える，（OM 理論で は 示量変数 そ の もの を扱 っ て い る

が
， 後の 対応 の た め示量 変数 を体re　v で 割 っ た もの と して マ ク ロ 変数 を定義 して，こ れ を用 い る，）エ ン トロ ピー

は マ ク ロ 変 数 の 函 数 と して 表 され る と し，マ ク ロ 変数 の 平衡値 は 簡単の ため 0 と して お く，

　単位体積あ た りの エ ン トロ ピー
を s と書き，熱 力学的力 を ∂s1 ∂α i で 定義 して，次 の よ うな現象論 的線 型 関係

の 成 立 を仮 定 す る．

　 ，　　　　 ∂s　　　　 ∂s

α ‘
＝Li

ゴ
砺

゜「

菰
＝ Diゴd・

・
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （・・1）
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こ こ で L
，
D は正定値行列で L ＝　 D

−1 を満 たす．（以 下， 繰り返 さ れ た添 え字 に つ い て は 和 を取 る．〉こ の 式 の 意

味する とこ ろ は 系が 時間 発展 と と も に エ ン トロ ピー
最大に 向か うとい うこ とで あ る．式 （2．1）に 従うよ うな現 象

を線型不可逆過程 とい い
， 系 の 微視的可 逆性 を仮定す る なら Onsagerの 相反関係 五

り
＝五

ゴ｛， 或 い は Dij ＝D
ゴ｛

が成立す る．

　 Onsagerと Machlup は 熱平衡状 態で の マ ク ロ 変数 の 揺 ら ぎを ガ ウ ス 型 の マ ル コ フ 過程 で あ る と 仮 定 し て
， 次

の よ うな ラ ン ジ ュ バ ン 方 程 式か ら出発 した．

圦… （
　　　　　　∂s
t）　一
　　　　　∂α i（t）

… el（t）　 　 　 　 　 　 　 　 （… ）

こ こ で θは 期 待値 が （θi ＞＝・　O を満 たす ラ ン ダ ム カで ある．マ クロ 変数が ガ ウ ス 過程で ある こ とか らエ ン トロ ピー

は α につ い て 2次形式とな り，s （α ）； 臺殉 軌 飭 と表現 され るの で熱力学的力は藷 ＝
鞠 α ゴ とな る．従 っ て ラ

ン ジュ バ ン 方程式 （2．2）はα に つ い て線型とな り， ラ ン ダム カ θ もガ ウス 過程 とい うこ とに なる．さらに マ ル コ

フ 性の 仮定 か ら ラ ン ダ ム カ e は 白色 ガ ウス 過 程 とい うこ と に な り，そ の 相 関 は 揺動散逸定 理 の 要 請に よ り

〈ei鵬 （、）〉．
塾D 、ゴ

δ（t．、）， 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （・．3）

を満 たす．（k は ボ ル ツ マ ン 定数．）
　 式 （2．3）に よっ て θ（t）に対する確率分布汎函数が完全に 決まり，

・・e・… 　・xp ｛一螽か砿 ・
el・

・｝・　 　 　 　 　 　 　 （2…

とな る．

　 す る と式 （2．2）を θ か ら α へ の 変数変換 と見 な して
，

α に対する 初 期条件 α （tl）＝ α 1 の 条件付き確率分布汎

函 ta　p ［α （t）「α 1 】を得 る こ とが 出 来 る．ラ ン ジ ュ バ ン 方 程 式 が線型 で あ っ た こ とか ら変数 変 換 の ヤ コ ビ ア ンは 単な

る定数 と な り
，

・［・ （・）1・ ・］… 　・xp ｛凱 砿 ・＠ 薨）、 ＠
−9／÷）

、｝・ （2．5）

が得 られ る．こ こ で Ddr に つ い て 行 列表示 を用 い た．　Onsagerと Machlup は こ れ を用 い て ，2時刻確率分 布 な ど

を経路積分 に よ っ て 計算 して い る が
，
こ こ で は 特性汎 函数 を経路積分表示す る こ と を考えよう．こ れ が §3 で 微視

的理論 に お ける 非平衡母函数 と対応づ け られ る もの とな る．

2．2　 ラ ン ジュ バ ン方程式の特性汎函数

特性汎函 数 の 定義は

三 ［ゴ］ ≡ 〈・xp （・五  獅 ・）＞
1軸 （・ ・）∠．

［・・ 1・ ［… ）1α 11 ・xp （躯 ω・ ・（・）・

（2．6）

（2，7）

で与えられる，Wl は α の 初期分布で あり，
’1．C．’ は初期条件 α （tI）＝α 1 の もとで積分が 行 われ る こ と を示す．確

率分布汎函数に対す る （2．5）の 表式を用い れ ば
，

・呵 ・・ 呵 。

1… exp （・ズ殉 即 俵か畷 ・纔 ）、（… 嘉）、｝・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （2．8）

と表 され る．こ こで補助変数 δ を導入 し，特性汎函数を
一
般化す る．

c・ n ・・　一 　f　1… 　・xp ｛遭 伽 ・（・ ・ 語 （D ・ 一鋤 （・
・＋詞 … 蓋），）｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （2．9）

を特性汎函数 に 乗 じて
，
vft に 共役 な外源 」を挿入 して や る と

，
5 は ゴと 」の 汎 函 数 と して

覗 ・ 1・al ・w ・… ）ズ。

… 1f… 唖 か・（・一 … ）
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　　　　　　　脚 ｛→ が・（凪 ・嶋 楓 ＠一劣）、）｝
・ 1・呵 ・

・）1．
・噛 （弗 ・・う

　　　　　　　脚 ｛
一
鋪 嶋 ＠÷ う、（・ ・÷ ・）、｝・

（2．10）

（2．11）

とい う形 に な る．式 （2．11）か ら」が α に対 す る物 理 的外力 を
，
また 式 （2．10）か ら a が ラ ン ダム カ に共役な量 を

表す もの となっ て い る こ とが わか る，

§3　 マ クロ 変数の ラ ン ジュ バ ン方程式 の微視的導出

こ こ で は 非平衡母函数の 方 法 に よる ラ ン ジュ バ ン 方程式の 導出 に つ い て ま とめ る ．こ こ で の 導出法 は基本的 に

Chou　et　a1。［4】に従うもの で あ る 。

3．1　 非平衡母函数

こ こ で は 簡単の た め微視的な 自由度 と して エ ル ミ
ー

トなボ ゾ ン場を，巨視的 な変数と して 複合演算子の 空間平均
を考える．シ ュ レーデ ィ ン ガー

表示で 場の 変数をφ（¢ ）として，マ ク ロ 変数を

¢ ・ 1二d3・ 聯 ））・　 　 　 　 　 　 　 　 （3・・2）

と定 義す る．こ こ で ∫は場 の 変数の 局所的な多項式，つ ま り複合演算子 （composite 　operator ）で あ る．
　 マ ク ロ 変数 に 関する非平衡母 函 数 は

・ 睡 一晦 節 （H （t）
− 」2，i（t）vQ

、）｝・卿 ｛
一雛  ・・

一
・緬 ）｝，・3・・3・

に よっ て 定義 さ れ る．こ こ で 戸は 初 期 時 刻 tl に お け る 密 度行列 で あ り，
T は 時 間順 序 積，　i

’

は 逆 順 序積 を示 す．
」1 及び ゐ は 外源 と呼ばれ るマ ク ロ 変 数 に 共役 な 変数 で あ る，2 つ の 独立な外源が存在す る こ とに よ っ て ，こ の

函数 は非平衡 グ リ
ー

ン 函 数 を生 成 す る こ とが 出来 る の で ある．模式的 にい うと tlか ら出発 して 外源項 」1ζ1の

加 わ っ た ハ ミル トニ ア ン に よっ て tF まで 時間発展し，外源 ゐ の影
響下 で tT まで 戻 っ て くる とい うこ とに な る． （図 1 参照 ）こ の 意

味 で こ の 定式化 は 閉 じた時 間経路法と呼ばれ，2 つ の 経路 は それ ぞ

れ先進 ， 及び 後退経路 と呼ばれ る．物 理 的な量 は全 て の 計算 の 後 で

2 つ の 外源を一致させ る こ とに よっ て 得 られ る ．

　 非平衡母 函数 （3．13）を経路積分で 表示 して や る と

Z ［」1 ，
」2 ］

ユノ

図 1： 閉 じた時間経 路

・ 1［… （噛 ・（・ ）】＜・11（・ ）1・1… （・ ）＞

　　x 即 ｛去ズセオ五（Oi，91 ）＋　@去ズ  オ」1
，i（t）ゐ

d3

詔　＾　（91　（ 皿，t＞

　　
　
　 一 詭叫・

，
…一 瓠砺・（t・ f” ・ …纏の）

・
冒 レ
　t

tF（3

14 ） と な
る．ここで Vl ， p2 に 関する積分は 先進経路及 び 後 退 経 路 に沿っての 経路 積 分 の結

果 で あ り ， ラ

ラ ンジア ンL（Pl），　 L （ g2 ） は それ ぞれの向きの時間 発展 演 算 子か ら 現れるも ので あ る．経路積 分
はp1 （ X ，ti） ＝P

（m）， g2 （ M ，tl） ＝p21 （X），　g1 （C

，tF ）
＝
’g2

（X ，tF）
；PF （匐 ， と い っ た 境界 条件 のも

と
で
実行 さ れ， 　 PF に関

る積分も 同

に 行 わ れ る 、 　 こ
こ

で
新

しい パ ラ メー ターJc 及 び」

を導入 しよう． 　」・，i（t）≡1（ ・Tlli（t）＋」・，i（t）），　　　　　　 　　　　　　

　 　 （ 3．・5）碑）・莠（」1，i（t）　− 　 」 21i 〔 t ） ） ・　　　　　

　 　　 （ ・ ，・
6 ） こ うする とJ △

＝ o が 物理 的状 況を表し ，その時の Jcは外力の役割 をす る ．（ 3 ．16 ）に
けるη燐 の 因子 は 非 平 衡母 函 数に対 す る 古典極限（ h→ G ），及び 巨視的極限Cv →co ） の 存在を

保証するも の であ

［ 6，7 ］

同時に
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と ∫△ を

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　∫… （’9（・ ・　t）） ≡
互｛鼠 91（・ ・オ））＋ f・（9 ・（瑚 ）｝・　 　 　 　 　 　 　 　 （3・17）

　ノA ・i （9 （x ・t））　≡≡　fi（Pl（x ・
t））｝∫‘（92（x ・

t））・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．18）
と定義す る と

， （3．14）の 外源項 は

諭《赫 ・ゐ・
・
x ・f・　・・・ ・… ））一剛 ・

・
x ・f・（・・　・・

，
・）））

一 静 G碑 ・fg・3
・・f・，・1・ … t＞）畷 魯 ・ ，1 ・… ，t））），　 ・3・・9・

と なる．こ の よ うな変数変換 を行うと特性汎 函数 との 対応 が 明瞭に な る．特性汎函数 と非平衡母函数 の 対応関係

に つ い て は Appe ロdix　A に 示 した．

3．2　有効作用

式 （3．14）で は 経路積分が 微視的自由度 に 関する もの な の で
，
まだ 特性汎函数の 表式 （2．10）， （2．11）との 対応 が つ

きに くい ．そこ で こ れをマ クロ 変数 の 積分 で 表すため に

・ ・ 1・… Ψ ［Q・，，（・）
一
瓠d3晦 國 ））］

　　　　　・1・… 1耳
・［Q・ ，，・t・一晟 d3… 帥 … ）1・　 　 　 ・3・…

とい う定 数 をか け て や り
，
微 視 的 な 場 に 関 す る 積 分 を実 行 して しま う と形 式 的 に

叩 ・ … 1 − 1［… dQ ・ 】・
’S・・t ・Q ・ ，QA ］

　　　　　　　　　脚 ｛if，i  嘱 ・・c1・ω ・ 噸 ・輒 ）｝・ 　 　 （・…

と書 くこ とが で きる．こ こ で eis・rf は マ ク ロ 変数 Qc，Q△
の 経路 に対 す る 重み を与 える もの と な っ て い る の で，

5。 ff を有効作用 と呼ぶ こ とに する，あら ため て 書き直す と

・
’S・f・・Qc 　，Qa … 1［d・・（・ ）… （・・〉】〈・・1（嚇 ・ 1（・ ）〉…

s … ］− s ・… ）

　　　　　　　　　　　　　　　　・

耳
・［Q・・，（t）

一主
ρ晦 （・ （・ ・t＞）］

　　　　　　　　　　　　　　　　・

耳
・［卿 ・一詐 蜘 … 叫 　 　 ・3・…

となる．こ こ で 5 ［pl ≡ f，IEdtL（p ）は微視的な場の 作用で ある，デ ル タ汎函数の 積分表示を用い て こ れを書 き換

える と

　 exp （iSeff［Qc ，Q△ ］）

・・　f［・… d・・ 】f［・・1嚇 ・（・ ）1〈・II＠）1・1・21（・ ）〉… s ・・ 1 ］
−5・…

　　　　　　　　　脚 ←・か・賦 ［vQc ・t・−fn・・
嚇 ・叫 ｝

　　　　　　　　　・ 即 ｛イ 曝 ・［vQA ・t・−ft　fQ・・
・ … 岨 L｝

c・　f・… d・・1・xp ｛iW ［1△ ・lc】
一曲ズとオ （1△ 1・（t）Qc，i〔t）… ，i・t・Q・ ，，・t・・｝・

とな る．こ こ で 導入 した W ［1△ ，Jc 】は 新た な 生成汎函 数 とな っ て お り，

　 ・xp ｛ilV ［∫△ ，
Jc 】｝

　　・ N ’f［・・1 嚇 ・（・ ）］〈・・1（・ ）［・1・・，（・ ）〉・
・〔s ［・ ］

−s ［・ ・ ］〕

　　　　x ・exp ｛沿く賦 ゐ♂晦 （・（… ））・ 趣 瓢♂蜘 （・〔M ・
・）））｝・

（3．23）

（3．24）

（3．25）
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で定義され る．W が 連結グ リーン 函数 の 生 成汎函数 とな る こ とが こ の 表式か らわ か る．た だ しこ こ で の 変 数 1 は

（3，24）の 積分変数で ある こ とに 注意され たい ．

3．3　停留位相近似

こ こ で 生成汎函 数 W の 示 量 性 を仮 定 し よ う．つ ま り 0 （1）の 汎函ta　w ［J△ ，
Jc 】を用 い て

　 W ［1△ ，
Jc ］　＝ 　0 （v ）

　　　　　　　 ＝ 　　vw ［J△ ，lc】，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．26）

と書ける とす る．こ の 仮定 は 系 に熱力学的極限 の存在す る こ とに 等 し く
，

一
般的な 証明 は困難で あ るが 広 い 範囲

の 系 に 対 し て 成立 する もの と期 待 され る，

　 こ の 仮定の 帰結 と して （3．24）の 指数部分が 因子 v に よっ て くくれ る こ とが わか り，有効作用 の 経路積 分 に お

い て 停留位相近似 が有効 となる，

3。3。1　5。 r の 評価

まず S。ifに つ い て （3．24）の ∫積分を停留位相近似 で評 価 して い こう．停留経路 る［Qc，
（〜△ ］及び転 ［（？c ，〔2△ ］

は 以下 の 条件 に よ っ て 決 まる，

　 δu ノ ［1△ ，lc］
　　　　　　　　＝ 　　（2c、i（t），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．27）
　　 δ1△ ，1（t）

　 δω ［1△ ，lc｝
　　　　　　　　；　　Q△ ，i（t）・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．28）
　　 fi　IC，i（t）

た だ し停留経路 は 一意的に決 まる もの とする．
　 こ れ ら停留経路 の まわ りの ガ ウ ス 揺 ら ぎま で 考慮 して や る と有効作用に 対する 表式 と して

exp ・・s・ ff・Q・ ・… 圜 ｛iv・・・・ ・… 一；・・1・ 鰯 ・… G）｝・ 　 　 （3・・9・

を得 る．こ こ で

iVop ，ii　（t，　ti・・

、為騾 、
　

J ． 、

・　 　 　 　 　 　 ・3・…

で あり， （ギ リシ ャ 文字の 添え字は △，C を表すもの と し， 繰 り返され た添え字 につ い て は△，C の 和が 実行 され る

もの とす る．）汎 函 数 1
「
は

　r ［Q。 ・Q△ ］≡ w ［ム ・iC］一ズ盟孟∫ム’〔t）Qc，｛（t＞一丿［
，

t

　
Fdt

　ic　，i（t）Q△ ii （t），　　　　　　　　　　　（3・31）

に よ っ て 定義され る もの で あ り
， （3．27＞， （328 ）の 条件 と組み 合 わ せ る と 生 成 汎 函 数 w の ル ジ ャ ン ドル 変換 に 過

ぎない こ とが わ か る．場の 理論の 言葉で 言えば r は 1粒子 既 約 な頂 点函 数 の 生 成 汎 函数 とい うこ とで ある，2v と

r の 性質に つ い て は Appendix 　B に 簡単 に ま とめ た．〔よ り詳 し くは ［7】な ど を参照．）

3．3．2　 Z の 評価

評価 した 有効作 用 （3．29）を非 平衡母 函 数 の 表式 （3．21）に 代入する と

Z … ，… c・　f［… dQ ・・　1・・xp （i・T ・… Q・ ・− 1・・ 1・ w ・・f・，・」・ち・… G））
　　　　　　　　　　　　　　　　・ exp ｛ゾと仙 （t）・Q・ ，・（・）・ ・ 蝋 叺 （t））｝・ （3．32）

とな り， 再 び 停 留位相 近 似 が 有 効 となる こ とが わ か る ．0 （の で は if
，iFdt　J△ （t）　Qc（t）及 び一

豈Tr　ln　u〃 αfi、承ち 3）は

停 留 経 路 に 寄与せ ず ， 停留経路 OG（t），◎△ （t）は

δ

幕
［

鑷
△ L ・c1・［e・・Q・ 1 − − J・ ，・（・），　 　 　 　 　 ・3・33）

6

 
［8謡△ L 圦 ・［e・ ・Q・ 】 ＝　 0， （3．34）
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の 停留条件 に よ っ て 与 え られ る．こ こ で （3．33）， （3．34）に お い て 第 1の 等式は ル ジ ャ ン ドル 変換 の 恒等式 （B．9）
に よ る もの で あ る．（B ．2）， （B ．6）を考慮す れ ば

， 停留経路は

。・・1・・） 一

δ

絵浄
】

、。，

一 〈1　f。　d3・　fi・卿 ））＞」ci 　 　 　 ・3・35・

Q・ ・，（t） 一
δ

鵠1浄
】

仁 ，

− q　　　　　　　　　　　　 （3・36）

で 与 え ら れ る こ と と な る．更に （3，34）， （3．33），〔3．35）， （3．36）か ら

　　δr ［Qc ，（？△ ］
　　　　　　　　　　　＝ − 」と〕・‘（t），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3凾37）
　　　6Q △，i（t）　 Q △ ；o

が Qc に対する 運動方程式を与える こ とが わ か る．要する に非平衡母函数の g 積分 に お け る （〜c の 停留位相経

路 はマ ク ロ 変数 Q の 期待値に 他 な らず ， 運動方程式 （3．37）に よ っ て 決定され る もの と なる とい うこ とで ある．

　 停留経路 Q か らの ずれ をAQ α
　1 （Q α

一Qα ，と書 き，停留経路 の まわりで r の 展開を行 うと

・1・・ … 睡 （・・卿 ・一 ・［。・ ・。・1・ ズ急蝶 ・・・・… 綱 ・ 洞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・ 1か嶋 …t・・…A ・・ ，i・t… ？・ ，・・s ・・ … ・・3・38・

とな る，た だ し

・詣1細 ・

、昜i嬲 鈷、Q．、

’ 　 　 　 　 　 　 ・3・39・

で あ る．Q △ の 停留経路が o となる とい う条件か ら（3．38）の 第 1項，及び 2 次の 項の f，IFdtdsrccA（〜cAQc は T

に対す る恒等式 （B ．10），（B．13）に よ り消えて しまう．また THn 丗
αβ

の 項 は近似範囲で i ＝ i［O］で 評価 で きる

の で 定数 を与 え る の み とな り， 無視で きる，
　 とい うわ けで 非平衡母函数 Z は

・［・・ … 1 − f・・Aq ・ d… ］・xp ｛・ズ ・曜 卿 〉）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　脚 B か・塒 （t… ）・Q・ ，i（t＞AO ・ ，・（s）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　柳 か嗣 麁1・ 回 ・ 9・ ii （t）Aq ・，・（s）｝
　　　　　　　　　　　　　　　　・ ｛・＋ ・G）｝・
と書かれ る こ とに なる．こ こ で

　K浄（t，
s）≡

一言r蕊，重ゴ（t，
s），

を用い た．こ こ ま で 来 る と 式 （2。10）と式 （3．40）との 対応が 明 らか とな るで あ ろ う．

（3．40）

（3．41）

3．4　 ラ ン ジ ュ バ ン方程式の導入

式 （3．40）に お け る AQ
△

の ガ ウ ス 積 分 を実行す る と

・ ・J・ ，… 　 ・ c ！脚 ・艸 か・ 賦 鰭 ｝

　　　　　　
』

　
x ・exp ｛

一雛圃 ・
Jc
）ガ・・の （ズ葱・驫 … 踟 …

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 〆 　 ntF

）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・ （五・蜘　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・（s・sl）AQcl 」
’〔st））｝

　　　　　　　　　　　　　　・ ｛・ ＋ ・G）｝， 　 　 　 　 　 （3・42）

となる。式 （3．42）に お け る Z の 表式は 特性汎函数 の 表式 （2．11）と明らかな対応を持 っ て い る．そ こ で ラ ン ジ ュ

バ ン 方程式を
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Ci・・ 一 ズ畷 ・紳 ・・ ・・・・・ 　 　 　 　 　 　 　 ・… 3・

に よっ て 導入 し よ う．こ れ は 時 間 に つ い て非局所的でマ ク ロ 変数 に つ い て 線型なもの と なっ て い る．ラ ン ダ ム カ

ξは 非白色 の ガ ウス 過 程 と な り
，
そ の 相関は

〈ξ、（t）ξ、（・）〉一
主
瞭 （t，s）．　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （・．44）

に よっ て 与えられる．式 （3．44）か らラ ンダ ム カが v → o。 の 極限で 揺 ら ぎを失 い
，

マ ク ロ 変数が停留経路 Oc（t）
をた どる よ うに な る こ とが見 て 取れ るで あ ろ う．

　 こ の ラ ン ジ ュ バ ン方程式 の 形 を検証する と，マ ク ロ 変数 （？c の 期待値の 運動方程式 （3．37）に ラ ン ダ ム カ ξ
が加 わ っ た 形 を持 っ て お りラ ン ジ ュ バ ン方程式と して 自然 な 形で あ る こ とが わ か る．更 に

，
こ こ で 肝要なの は

r温，ij（t，　s）が 実函数で ある こ と，及 び K浄（t，　s ）が 実函数 で行列 と して 半正 定値 で あ る こ とで ある．前者は 運動

方程式が 不 自然 な もの で ない こ と を支持 し
， 後者 は ラ ン ダム カの 相関の 正 定値性に相当 し，分布汎函数 の 存在 を保

証す る．r蕊（t，
　s）が 実函数で あ る こ と は （BA ）と （B．17）を用 い

，
遅 延 グ リーン 函数 が実 で ある こ とか らわ か る

し，
KJc （t，　s ）が実函数で ある こ とは （B．3）， （B．19）に一iw△△ ，

r△c が 実で ある こ とを用い れ ば わ かる，更 に （B．3）
から 一iw△△ の 半正定値性 に 気付けば KJq （t，　．g）が 半正 定値で あ る こ と もす ぐ に わ か る．

3．5　揺 動散逸定理

以上 の 定式化 に お い て 揺動散逸定理がどの よ うな形 を取 るの か を見 て い こう．
態を考えて，

　 一　　 ピ β彑　　　　　　　　　　　1
P ＝

T ， e
．
βfii 　 　 β＝

π
・

と しよ う．更 に外源 」 は 0 と し
，
tl＝− OQ と して 系 の 時間並進 に対する不変性を仮定する，

・・ゴ（・
一

・）繰 く［鵯 ゆ、（・）D − G・ ・、（卜 ・凧 、（・一・），

初期分布 と して 温度 T の 熱平衡状

（3．45）

（3．46）

に よ ・ て R ・」 を導入 す る と，・R ・i と （B ・3）の σe’）、j の フ
ー

リエ 変換 の Pdie・は Aza−M ・・tin−S・hwi・g・・ 条1牛に よ り

螂 ）一誓・ ・h（
fihw
　2 ）聯 ・・ 　 　 　 　 　 　 　 （3・47）

の 関係が 成 立 す る IS］．
　 こ の 関係 を我 々 の 理論 に 適用 して み る と Kijは （3．41）及び （B ．3）よ り

Ki
ゴ（・ ）− vr

△ c 純 ）σき）．j，（w ）r・A ，j・、（・ ）， 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （3．48）

と書ける の で （3．47）を代 入 して （3．46）， （B．17）， （B ．18）を用い れ ば

・ll（の一萼・ ・h（
β1ω ）・・△ c ，・・（・ ）− r

鋤 ・w ）｝・　 　 　 　 　 （・・49）

を得る．rc△ ，り（w ）＝r △ c、ゴi（
− beO の 関係 を用 い ，更 に微視的可 逆性を仮 定す る な ら，　Eり

の 対称性 ［9］か ら

1’△c ．貳ω ）； r△c “

’
i（w ）が 成 り立 つ の で

， 式 （3．49）は

・
・ （・ ・ 一一 一h ・ ・h （

fihw
　2 ）｛… ，・ （・ ド ・ … （一・ ）｝

　　　　　一 一一 （
fihw
　2 ）・・ r △ c，・j（・ ・ 　 　 　 　 　 　 （・… ）

と書 くこ とが で きる ．こ こ で r
△ c （t）が 実函 数で あ る こ と を用 い た．こ の 関係が K 及 び r で 書 か れ た 揺動散逸

定理 で あ る．式 （3．50）の 意味す る とこ ろ は r△C （の の 虚部が 運 動方程 式の 時間反転 に 対 して 不変 で な い 部分 （散
逸的な部分）に 寄与 し，（3．44）に よ りノ イズ ξの 相 関 と結 び付け られ る とい うこ と を示 して い る．こ の 点 に つ い

て は 4．4 で もう少 し具体的に見 る．

§4　断熱展 開 と Onsager −Machlup 理論

以 上 の 非平衡母函数の 方法 に よる ラ ン ジ ュ バ ン 方程 式 の 定式化が Onsager−Machlup 理論 と密接 な 関係 を持つ こ

とを示そ う．こ れ は OM 理 論 に 対する微視的な基礎 を与 え る もの と なる，や るべ きこ とは OM 理論に お け る ラ

ン ジュ バ ン 方程式を我 々 の 定式化に よる ラ ン ジ ュ バ ン方程式か ら 導 くこ とで ある．
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4．1　 断熱展 開

式 （3、43）の 左辺 は （3．37）を線型化 した もの とな っ て お り，OM 理論に お け る 対応す る 式 は （2．1）で ある ．（2．1）
は 時間 に つ い て 局 所的で ある か ら OM 理 論 に お け る ラ ン ジ ュ バ ン 方程式 を導くに は （337 ）の 左辺 の マ ル コ フ 化

してや る必 要が あ る．こ の ため に断熱展開 とい う操作 を行う．こ こ で は福 田 同 に 従 い 断熱展開 を以 下 の ように し

て 実行 す る．

　 まずマ ク ロ 変数の 期待値 Q（t）を外源 J の 汎函数と して 求め、外源 J をゆ っ くりと変化 させ て や る こ とに よ っ

て マ ク ロ 変数 の 期待値 の 運動 の ゆ っ く り とした部分 を取り出す．外源 」（s）を参照時刻 t の まわ りで

　 J（s ）＝」（’）十 （．s − t）　」（t）十
…

，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （4・1）

と 展開 して
，

マ ク ロ 変数の 時刻 t の 期待値 （〜（t）を外源 」
， 及び そ の 時間微分 の 時刻 t で の 値 で 表 して や り

，
時間

微分 の 数で 展開 して や る，得られ た 関係を逆 に解い て，今度 は （3．37）に 対応する もの と して 外源 」 を Q，及び そ

の 時間微分 で 表現 して や る．（断熱的 逆転）こ うす るこ とで 全て を時刻 t の 量 で 表現す る こ とが で き， 記憶効果 を

捨て て，理論をマ ル コ フ 的に す る わけ であ る．

　 式 （4．1）の 第 2 項 を 小 さい もの と考えて シ ュ レ
ー

デ ィ ン ガー
表示の 時間発 展演 算子 を

u ・

（・t・・tl） ・ T ・xp ｛一糖 （實弘 ・…Q・）｝

　　　　　　一 碍
 
（嫡 噺 …

一
・耐

“
鵬 噛 ・蘭 ・

一
・ 　 　 ・…

と展開す る。こ こ で σ♂
ω は 外源 」 を時刻 t で の 値 J（t）に固 定 した 時 間発 展 演算 子 で ある ．こ れ を用い て 時刻

t で の マ クロ 変数 Q‘ の 期待値を計算す る と，時間の 1 階微分 まで で

　 Q ‘（t） i≡ T ψ ひ
」

（tI，
t）　Qi　uJ（t，　tl）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （4・3）

　　　　 ；　Q詈
q
（t）一　Yj，i（t）J」  十

…
，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （4・4）

とな る．こ こ で

　9，
・

（重）≡ T ψ び♂
（の
（tIr亡）Q，u6

厂（‘〕
（ちオ1）， 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （4．5）

Yi，畑 f，，

a… 一
・ ・為 ・ち・ ・・　 　 ・　 　 　 　 ・…

Xi・（・，s ）・ 去・・P｛耐
〔t）
（tT，の岬 そ・・ ）幡

ω
（s

・
tl）一醐 ・1・

・駲
（t）
（… 鯛 （t）

（・・
tl）｝・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （4．7）

で ある．

　 も しも初 期 時 刻 tl を無限 の 過 去 とする な ら
， p（t）ヨ媒

」

咳ちω β〔耐
（tl

（tl，t）は βか ら出発 して，時 刻 t で J

の 時間微分が 全 て O とな る よ うな極 限 と して 得 られ る．した が っ て初期 の 平衡を仮定す る な らfi（t）は 断熱的時間

発 展の 結果 と して
， 外源 」 を時 刻 t で の 値 」（t）に 固 定 した 系で の 平 衡分 布を与える こ とに な る．OM 理論 に お

け る
’
aged 　system

’
とい う仮定 が この ように初期 の平衡を仮定す る こ とに対応す る．す る と （4．5）は 時刻 t で 外

源 を J ＝J（t）と固定 して 平衡状態が 実現 して い る と考えた ときの 平衡値を与え る こ とに な る．そ れ に対 して 第

2項は 最低次の 非平衡の 補正を与える．

　 同様 の こ とが Xij に つ い て も言 えて
， （4．7）は マ ク ロ 変数の 交換子 の 平衡期待値 とな る．

x ・i（t
−

・ ）＝　i・・　fi（・）［c？・，
　di」（s − t）】− iRi

、（t
−

・〉・　 　 　 　 　 　 （・・8）

こ こで Q（・ 一亡 一 婿
（の
（t，・ ）Qu，

’（°
（醐 で あり R ・j は （3・46）で 定義され た もの で あ る・x の 瀕 につ ・・

囎
［9，

10】な ど を参照 され たい ．

4．2　 エ ン ト自ピ
ー

の導入

さて OM 理論 で は孤立系 に 対する 議論 を して い る の で，こ こ で は 多少技巧的で は あ るが 戸（t）が 以下 の よ うな 平

衡分布と な っ て い る と考え よ う，

　　　　　
δ（H − Ji（t）vQi − E ）

，　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （・．9｝　 P（t）＝
　　　　 Trδ（H − 」犀（t）v （〜i

− E ）
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つ まりE と J を 固定 した分布 で あり， 」 ＝ 0 とす れ ば通常 の ミ ク ロ カ ノ ニ カ ル 分布とな る．外源 」 を固定 した

分布を用 い るの で あれば他 の 分布か ら出発 して も以 下の 議論は 同様 で あ り，そ れぞ れ に 対応 して r
△ c の 断 熱 展

開 に お ける 熱力学的力が，異 な る ポ テ ン シ ャ ル の 微分 とな るだ け で あ る．（［5］参照 ）（4．9＞で 」（t）と書い て い る
の は時亥肚 の 値 に 固定 され て い る こ とを示す もの で，以下 まぎらわ しい の で し ば ら く単 に J と書 く．

　 gegは 上 に 述 べ た よ うに 外源 J を時刻 t で の 値 に固定した 場合 の 平衡値を表す もの で ある か ら
， 適当な熱力

学的ポ テ ン シ ャ ル の 微分 として表すこ とが で き る．自由エ ネル ギーF（η，」）を enF （n・J）
琶 Tre

一
η偉 一Ji ”QJ ，と導

入 す る と （4．9）に 対応す る単位体積中の 熱力学 ポ テ ン シ ャ ル σ（E ，の は

・t仰 ｝
・ T・δ（H −

　Ji　vQi − E ）

　　　　　　一 琉 dηL ・

一… −J，・・，一・ ・

　　　　　　一   …
一

・
・・・・・・… ，　 　 　 　 　 　 ・・．1・・

と表 され る．F の 示量性が 仮定され れ ば 積分は鞍点η
＝

ηQ （E ，の の 値 で近 似 され

　A・（E ・」）＝ 一
η・F （η・，

」）＋ η・E ・　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （4．11）

とな る．以下 で は簡単の た め ηo の 」 へ の 依存性が無視で きる もの とする ．こ の 量 を用 い れ ば （4．4）の 第 1 項 は

・；
・ 一

・
一 琉 ・・T・el・一・・f・−J・vQ ［一・・

　　　　一
・

’一
・… ，J ・却二dη議 ・

一
・… 一 　 　 　 　 　 ・4．・2）

　 　 　 　 　 　 　 ∂

　　　　
＝ 乃

証 （E ，
」）， 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （4・・3）

とな る．こ こ で To … 11砌 D で あ り、 第 3 の 等式 で は 1〆η の 因子が 鞍点に 寄与 しない こ とを用い た，
　 こ の ポテ ン シ ャ ル σ （E ，

」）は w ［Jc，」△ 1の 平 衡 系で の 対応 物 に あた る もの で あ る か ら，r ［Qc ， Q△ 1に 対応
す る もの を得 る た め に はσ （E ，　」）の ル ジャ ン ドル変換を行えば 良い．こ れに よっ て OM 理論で用 い られ た よ うな，
マ クロ 変数の 函数 と して の エ ン トロ ピーが 得 られ る わ けで ある ．

　T・s（E ・geq）E・・　Te・ （E ・」）− 91q」・・　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （4．14）

に よっ て ル ジ ャ ン ドル 変換を実行すれ ば
， 恒等式 と して

　　∂s （∬ ， qeq（t））　 Jfω
　

一
∂Q，・（‘）

＝

可
・ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （4・15）

を得 る．こ こ で 時間 の 引 ta　t を回復 した．

4．3　 断熱的逆転

で は式 （3．37）を断熱展開 した表式を導くこ とに し よ う，こ れ は 式 （4．4）を 」 に つ い て 逆 に 解くこ とに相当す る．
式 （4．15）は 断熱展開に 対する 0次 の 項，つ ま り平 衡状態 を与 える 関係 とな っ て い る，そ こ で （4．15＞に 対 す る 1 次
の 補正項を計算し よ う．まず （4．15）で S（E ，

（Qeq）の 函数型 を保 っ た ままQeqに非平衡 の 補正を含ん だ （4．4）の

◎（t）を代 入 して しま う．す る と式 （4．15）か らの ずれ AJ （t）が生 じる の で
，

J・　（・）・一一丁
・

∂9i（k？：
E

（？

，

，

Qt
〜
亡））

・ A 」i（t）・　　　　　　　　　　　　　　 （4．・6）

鯑
・
1  禁轡

補正 で ある か ら Q の 時間微分 に よ ・ て 表 さ れ るべ き もの で あり・ 式 〔… ）と （… 6）・ ・

　 AJi （t）　　　　 ∂s　　　　∂s

　　 To　　　　 ∂Q ，〈t）　 ∂¢
q
ω

　　　　　＝ Sii・（
一｝く｝，ilゴゴ（t））

　　　　　
＝
　TeSii’Yj・，i’ss’・」Qj（t），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．17）

・求・ ・… こ こ で Si
」（Q・一 響 ・ した・
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　 1）ごゴ〔Q）≡ TOSii，（Q）｝て｝・’i’si’ゴ（Q），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・18）

とい う表記 を用 い れ ば （4．16）は

D ，・（Q）Q・（・）　
一一∂5

騾1の）一響・　　　　　　　　　　　　 （4・19）

とな る．Dij の 正 定値性 に つ い て は 4．4 で 触 れ る 。

　 式 （4．19）が 式 （3．37）の 断熱展 開 に お い て 時間微分の 1次 まで を取っ た もの で あ り， （2．1）の 第 2 式 に 対応す

る もの とな る．式 （4．19）を線 型 化 す れ ば

P ・・φ・（t）
− s ・jQ ・（・）一響　　　　　　　　　　　　　　　（・・2・）

が得 られ る．こ こ で D り 及 び 5り は外源の 無 い と きの 平衡期待値 Qeqで 評価され た もの で ある．こ れ は r △ C に

対する断熱 展 開が

… ，… 卜 ・ 圃 （
　　　∂
D ・ゴ〜ガ

3 ・ゴ）・・ト ・）・ 　 　 　 　 　 ・・…

となる こ とを示 して お り， 期待され た よ うなマ ル コ フ 的な形 とな っ て い る．こ の 表現 を （3．43）に代入 すれ ば
，
OM

理論 の 基礎 とな っ た （2．2）の ラ ン ジ ュ バ ン方程式が 導か れ る わ けで ある t残 る問題 は ノ イズ の 性質，つ まり揺動散

逸定理 に関す る部分で あ る，

4．4　揺動散逸定理

OM 理 論 に お い て は揺動散逸 定理 は （2．3）の よ うな 関係 を要 請す る．つ まりノ イズ の 相関が 線型関係 （2．1）で の

輸送係数 Dij に比例す る とい うもの で ある．これ は 我 々 の 理論 で の揺動散逸定理 （3，50）か ら簡単に導 くこ とが

出来 る．式 （3．50）に 対 して 1
’
△ c の 断 熱 展 開 の 表 式 （4．21）を適用 し，ω → 0 の 極 限 を取 れ ば

，
1（ の 断熱的部分が

得 られ
，
w の 1 次 ま で の 精度で

　 Kij（w ）＝ 2k暗 1）‘ゴ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．22）

とな る．従 っ て 式 （3．44）と組み 合 わせ て

坪
くξi（t）ξ・（s ）〉＝ 2んP ・・δ（t

’
s）・　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （4・23）

が得 られ
， 式 （2．3）に

一
致す る ．運動方程式 をマ ル コ フ 化 した の に 伴い

，
ラ ン ダ ム カ の 相関が 白色 と な っ た こ と に

注意 さ れ た い ．

　 こ の 結果は 輸送係数 D の 表式 （4．18）を用 い て，もう少し直接 に見 る こ とも出来る，式 （3、48）に対 してr△c

の 断熱 展 開 の 表式 （4．21）を用 い る と，や は り ω の 1次 まで で

K ・ゴ（w ）　・　一・Ti　sii・　GSC
）
，、
，（w − 0）・

ゴ
・
ゴ，　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （4・24）

と なる ．一方，輸送係数 D は （4．18）か ら

　 1）‘ゴ ＝ Tt〕Sii，　Yi、，i，　Sj，i，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．25）

と与えられ て お り，
Y の 表式 （4．6）で X の フ

ーリエ 変換 を用 い る と，

Y
・，i 一 砿酔

・ ・燈 ・…
一
一

　　　　一 一・1罪（

切 （ww

一琵

）

）
2

　　　　− 一呵 穿撃 ・ 鑠
のL・　 　 　 　 　 ・… 6・

微視的可 逆 性 を仮定す れ ばX ‘ゴ（w ）は ω の 奇函数となり［9］，第 1項の 主値積分 は消えて しまう、式 （4．26）に （3．48）
と （4．8）か ら得 られ る関係

Xlゴ（の ÷ anh （
η゚

タ
ω

）・ぎ  （・ ）・　 　 　 　 　 　 　 （・27）

を代 入 す れ ば，

恥 i意・8c’・」（・ 一 ・）・ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （・・28 ）

が得 られ る．従 っ て （424 ）， （4．25）， （4．28）か ら求め る関係 （4．22）及 び （4．23）が 得 られ る．ま た式 （4．28）， （4．25＞
か ら σec）の 正 定値性 を考慮すれ ば D まゴ

の 正定値性 もわ か る ．
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§5　 ま とめ

非平衡母函数 の 微視的表式か ら出発 して 微視的変数 の 経路積分を形式的 に実行 し，マ ク ロ 変数の 積分 に書 き換え
る と，連結グ リーン 函数の 生成汎函数 w の 示量性 を仮定する こ とでマ ク ロ 変数 に対 す る有効 作 用 は w の ル ジ ャ ン

ド ル 変換 r で 表 され た．マ クロ 変数 に よる積分の定常位相経路は マ クロ 変数 の期待値その もの と なり，ラ ン ジュ

バ ン 方程式 は そ の まわ りの ガ ウ ス 揺 ら ぎを記 述 す る もの と して 導入 され た．更 に 初期 の 平衡 を仮定して ，ラ ン ジ ュ

バ ン方程式を断熱展開する こ とで OM 理論の 基礎 とな っ た ラ ン ジ ュ バ ン 方程式が導出で きた．
　 非平衡母函数の 方法に よる定式化 の 特徴 は一

度 マ ク ロ 変数が 決定 され て し まえば ラ ン ジ ュ バ ン 方程式 に お け
る系統的部分 とラ ン ダ ム な部分の 分離が自動的 に行われ る点 で ある．w の ル ジ ャ ン ドル 変換 に よ っ て マ ク ロ 変数
の 期待値 の 運動方程式 が得 られ，そ れ が ラ ン ジ ュ バ ン 方程式の 系統的部分 を与 え る わけで あ る．
　 今回の OM 理論 へ の 適用 で は 平衡近傍の揺 ら ぎを取 り扱 っ たが，非平衡母函数 の 方法は原理的に は平衡か ら

遠い 状況 に 対 して も適用 で きる定式化 とな っ て お り，更 に 広範 な応用 が期 待 され る．

Appendix

A 　特性汎函数と非平衡母函数の 比較

まず式 （2．2）に 与えられた特性汎函数 引ゴ，」］の 性質に つ い て 見て み る と
， 例えば ゴの み に よ る 微分 か らは α の

モ
ー

メ ン トが 得 られ る．

（1）
”

　s、蒜 畷 、。、＿ 。

一 僻 ）… a ・n （t・）〉’　　　　　　　 （… ）

また式 （2．11）か ら わ か る よ うに 巳D 幕0
，」］‘　 const 、で ある か ら」の みに よる微分は恒等的 に 0 となる，

G）
n

、」、 （差早畷   灼 ． 。

一　 ・・　　　　　　　　　　 （A ・・）

両者に よ る微 分 か らは
， 例 え ば

主　δ
2
三 ［あ」］

iv　δゴi（t）δ」ゴ（5）ゴ＝ ラ＝ 0

一 論 （，磊，L。）
　 　 　 δ

　　・」、（・）
〈嚇

、．。

・

jae

（A ．3）

が 得 られ る ．〈α （t）＞」 は 外力 」が あ る と きの 期 待値 だか ら こ れ は応答函数 に 他な らない ．

　 次に 式 （3．13）の 非 平 衡 母 函 数 Z ［」△ ，
Jc ］の 性 質 を見 て み よ う．こ こ で は ハ イ ゼ ンベ ル グ 表示 を用 い る ほ うが

わ か りや すい ．まず 」△ の み の 微分 か らは対称化 され た相関函数が得 られ る．

（｝）
π

δ、。鑷￥絵1  ＿ ＝。

− G）
n −1

〈｛…｛｛Q，，
・・…，・Q，，・… ｝，鰡 ｝，

… ，φ・ ・tn・｝〉．　 　 ・…

また Z ［」△
＝0，Jc】＝ Tr　P ＝ 1 で あ る か ら Jc の み に よる 微分は 恒等的に O とな る ．

（｝）
閥

、、
。懸蕚磊1（t。 ）、1、．

．＝J 。
．。

一・　　　　　　　　　 （A ・・）

更 に 両 者 に よ る微分か ら は

｝，簒躡 ！、JA．＿

一 筈・・t− s ・〈［Ql（・）・Q・（s）｝〉
　　　　　　　　　　　　　　　　≡ 　

− vGR ．ij（ちs ），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （A ．6）

が 得 られ
， 遅 延グ リ

ー
ン 函 数 GR （t − s ）を得 る．

　 以 上の 性質を見 てみ れ ば非平衡母 函数 Z ［」△ ，
Jc ］と特性汎函数 E レ，JIの 間の 対応は 明らか で あろ う

　」△
・→ ゴ・　　　 Jc ←＋あ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A ．7）

の 対応が見て 取れ る．こ の 対応は Ckou 　et　aL ［4】に よ っ て 指摘 され．た もの で あ る，
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B 　 w と P の 性質

以 下で は △，C の 添え字に対して ギ リ シ ャ 文字 を用 い ，更 に

燭 （t… ）一

・籍鞴 1脳 ら ・，洞 一

・濃繚 （』硫 軌 ，鰡
・ （B ．1）

とい う記法を用い る．w の 定義 は 式 （3，25）， （3．26）に与え られ た もの で ある か ら，連 結 グ リー
’
ン 函数の 生成汎函数

と な っ て お り， 具体的に は外源 7 の微分 に よ っ て

　　e・ ，，（t）1… 广

δ

絵券
1

。 ．。

一 〈c？i（t）〉、。

，

とい う外源 Ic の 存在下 で の 期待値 や

　 　1　　 　　 　　 　 　　 v

　T・　w △A ，ij（t・ s） ＝
i

　　
w △c ・i」（ち 3） ＝

　　　　　　　　　 、c

≡
− vGR ，ij

’
（t・s）・

　　
tVCA ・iゴ（t・

s ） ＝
　　　　　　　　　 iC　

1E　
一
　・GA ・ij（ち・）・

とい っ た グ リー
ン 函数が 得られ る．また （A．5）と 同様 に規格化条件か ら

　　　　δ
nw

［1△ ，
lc］

　　　　　　　　　　　　　　 ＝O
，

　　δlc，i，（tl）… δlc，i．（tn）Ia ＝o

で あ る．
　 r は w の ル ジ ャ ン ドル 変換：

・ ［Q・ ・e ・ 】＝＝ w ［J… c ト 窟 ・・ ，，（・）・Q・，1（t）
一
ノ1  ・lc，i（t）Q△ 1・（t）・

　　　　Q… 咋
δ

聽1穿
1
・　 Q・ 1・（t）・

δ

絵1寄
】
・

で 定義され て お り， 従 っ て 恒等式

　 δr ［（？C ，Q △ 1　　　　　　　　　　　　　　　 6T［Qc，
（？△1

　　　　　　　 ＝ − IA，i（t），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ＝ 一
　lc，i（t），

　　 δqc，i（t）　　　　　　　　　　　　　　　　 δQ△ ，i〔t）

が 成 立 す る．式 （B ．6）よ り （1｝△ ，，（t）ll
． ＝ o

；O で ある か ら
， 式 （B．7）よ り

　 「［（〜△ ・Qcl1Q
△
；o

＝o
，

更に （〜c の み に よ る微分 に対 して

　　　　δT ［（2△ ， Qc］
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＝ O，
　　

δQc，i・ （tl）… tiQCIin（t・・）Q△＝O

で ある，

ダ ィ ソ ン 方 程式

〈｛Ql（t）・q」（s）｝〉− v 〈¢ 1（・）〉，。 〈¢ ゴ（・）〉、
。

5 魂 ！ゴ（・，の，

咢θ（t− ・）〈［¢ ・（り，¢ゴ（・）］〉
一咢θ（s − t）〈［Q，（・），O」（・）D

（B ．2）

（B ．3）

（B．4）

（B．5＞

（B．6）

（B ．7）

（B ．8＞

（B ．9）

（B 、10）

（B ．11）

ダ イソ ン 方程式 は ω 及 び r の 微 分 に 対 す る 関係 を与 え る，こ こ で は 特 に 2階微分の 間の 関係を示 して お く．ま
ず以下 の 関係 か

ー
ら始 め よ う．

一
鰯 （t − s ） 一 一

讖留

　　　　　　　　
一 1・tt

、芸論編 ii騰 1、、・　 　 　 … 12・

こ こ で 例 えば 7 は 7 に共 役 な添 え字 を表 し
， 7 ＝△，C に 対応 して 7＝C

，
△ を と っ て 和が 実行 され る，次 に非物

理的外源 1△ を （従 っ て 同時 に Q△ も）0 に して，（B．1）の 記法 を用 い る と，式 （B。6）と式 （B ．11）に よ っ て
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第 6 回 『非平衡系 の 統計物理』 シ ン ポ ジ ウム 」

　　盟 CC ，‘ゴ（t，　s ）＝ rcc ，iゴ（t，　s）＝O，

で ある か ら， 式 （B．12）よ り
，

ゐ  ・
’

・
・ C，・ ・ちtりr△C ，・…〜・・一一・洞

か幅 ・ 瞭 c △ ，・胴 一 ・
・回 ，

ゐ 
’

・WAc ，ile（t，
・
’

）・△△ ，・…
’

・・）・ ・ △ △ ，・ ・t，
・
’

）… ，・」（tl，・・｝・ ・，

が得られ る．同様 の こ とが r と ω の 順番 を入 れ替えた関係に つ い て も示せ る の で ， 結局

… ，・・（・・） 一 一
（・

△C ）看
’

（・・） 1（觚 （t， S ），

・c △ ，梱 一 一
（tVc

△ ）轟
1
（t・s ）− 1（… ）l」

’

（・，・・）7

・△ △ … ち・） 一 ゐ 
’

・・
’r

−
・（ちtりWAA ，i，・・（t…り・

一 ・・
’

，…

が得 られ る．

（B ．13）

（B ，14）

（B ．15）

（B．16）

（B．17）

（B．18）

（B ．19）
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