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Abstract

The 　perft）rmance 　of　low．density　parity−check　codes 　is　investigated　Via皿 ethods 　of　statist；ical　mechanics ．　Low −density

parity，cheCk 　codes 　is　first　invented　by　G温lager
，
　which 　was 　abandoned 　shortly 　afしer　its　introduction　due　to　the　limited

cQmputational 　abilities 　and 　recenUy 　rediscovered 　by　MacKay 　and 　Neal 　as　MN 　codes ．　In　the8e　codes ，　a　message 　is

encoded 　to　the　codeword 　which 　colnprises 　products　of 　the　message 　bits　selected 　by　two　randomly −constructed 　sparse

matrices ．　 The　typical　case 　analysis 　of　sta七istical　mechanics 　indicates　a　practical　preperty　of　the　particular　family

of 　the　codes ，　which 　could 　not 　be　found　Within　the　framework　of 　worst 　case 　analysis ．　 Further
，
　decoding　aspects 　are

considered 　by　investigating　solutions 　obtained 　by　a　mean 丘eld 　approach ，　which 　is　identical　to　the　commonly 　used

belief　propagation．

1　 序論

　情報の 本質を定量的に捉え，そ れ を扱 うた め の 理論的な

枠組を数学 的に 体系化 して ，現在進行 して い るデ ジ タル技

術革命の 数理的基 礎 を与えた Shannonの 論 文 「通信 の 数

学的理 論」が 発表され でか ら
， 半世紀が 経 とうとし て い る

［1】．

　Shannonの 論 文以 前 で は ，遠隔 地の 受信者に 誤 りが発 生

す る確率の ある 通信路 を通 して メ ッ セ ージ を確実に 伝えよ

うとす る と，ど うして も長い 時間が か か るは ずだ と考えら

れ て い た．メ ッ セ ージ を受信者 に 正確 に伝えるた めに は，

そ の 代償 として 通信速度 を限 りな く小 さ く押 えなけれ ば な

らない と 思 うの が 常識 だか らで ある．しか し，通 信路符号

化に 関す る Shannon の 定理 は ，通 信 路が 持 つ 固有の 通信

路 容量 よ り少し で も小 さ い 通信速度で あれば，その 通信速

度で ほ とん ど誤 りな くメ ッ セ
ー

ジ を 受信 者に 伝え る こ とが

で きる と述 べ て い る ．こ の驚愕の 事実の 発 見 と共 に，情報

を定量 的に 扱 え る学問 と して 情 報理論が 誕 生 し た の で ある．

　Shannonに よ っ て発 見 され た通信 路 容量 は Shannon限

界 と呼ば れ
，

メ ッ セ ージ を加工 して 受信 者に 誤 りな く伝 え

る ソ フ トウ ェ ア技術 として の 誤 り訂正 符号が達成 可能な通

信 速度 の 上 限 を与 えて い る．と こ ろが，Shannonの 通 信

路符号化定理 の 証明は 非構成 的 で ，圧 倒的多数の 符号が

Shannon 限 界 を達 成 して い る こ と を示 唆 して い るに 過 ぎ

な い ．実際，Shannon 限界を達成する こ とが 知 られ て い る

ラ ン ダ ム 符号 で は ，メ ッ セ ージ の 長 さ N に 対 して 符号 化

と復号化 の 段階で 要求 され る 計算量 が 0 （eaN ）〔α は 定数）

に もな っ て しまい ，お よそ実用 的 とは い えない ．符号 理論

の 究極の 目標は
，
Shannon 限界を達成する 実用的な誤 り訂

正 符号 を構成 するこ とに あ るは ず だが，多 くの 試 みが 失敗

したせ い で
， 符号理論の 中心 的テーマ は 必 ず しも Shannon

限界の 達 成 を 目標 と しな い 代数符号の 研究 に移 っ て しま っ

た．とこ ろ が ，
1962 年 に Gallagerに よ っ て 提案され ［2］，

最近 に な っ て MacKay と Nealに再発 見 され た ［3］低密度

パ リテ ィ 検査符号（LDPC 符号）は Shannon限界 を達成可

能で ，かつ 実用 的 な計 算 量 で符 号 化 と復 号化 がで きるこ と
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が判 明 した 圏．こ の 符号で は非ゼ ロ 要素の 合計が 各行 K

個，各列 σ 個 に な る よ うに 作 成 した ラ ン ダム 行 列 Cs と，
非ゼ ロ 要素 の 合 計が各行各列共に L 個に なる よ うに 作成 し

た ラ ン ダ ム正 方行 列 Cn に よっ て選 択 され た 2値 メ ッ セ
ー

ジ ξの ビ ッ トで 符 号 語 が 構 成 され る．通 信路 で 混入 す る 2

値 ノ イズ を ζと書 い て ，メ ッ セ
ー

ジ とノ イズ を対等に 取 り

入れ たパ リテ ィ 検査方程 式

o』ξ＋ ση ζ＝ o ．s ＋ （7nr （1．1）

を 2値ベ ク トル S，r につ い て解 くこ とが 復号化の 操作に

対応 して い る．

　本論文で は，性能評価 に 統計力学を用い る こ とで 従来

の 最悪 時解析で は 不 可 能だっ た典型 時の 厳密 な解析 をし た

［5］．その 結果，ある符号は実用上に 有利な性質を持 っ て い

る こ とを示 す こ とが で きた．さ ら に，実用 的な計算量の 復

号化技術で ある ビ リ
ー

フ ・プ ロ パ ゲーシ ョ ン を統 計 力学 の

立場で解析する．

　本論文は ，以下 の ように 構成 され る．まず，第 1章で 情

報理 論 に お ける 本論文の 位置付け を確認 した．第 2 章 で

は 誤り訂正 符号の 簡単 な解説の あ と，本論文で 注 目して い

る LDPC 符号に つ い て ，その 構 成 方法 を詳 し く説 明す る．

さらに ，LDPC 符号の 復号化 の 手続きが パ リテ ィ検 査方

程 式（1．1）を解 くの と同値 で あ り，それが 統計力学の 立場

で は ス ピ ン グ ラ ス の 基底探索に 対応す る こ と を指摘 す る．
LDPC 符 号が誤 り訂 正 符号 としで どの くらい 効率的で 信

頼 性の あ る通信手段 を提供で きる か は ，結局 の と こ ろ，こ

の 復号化が どれ だ け うまくい くか にか か っ て い る．続く第

3 章で は，以 下 の章 を理解す る ため に 最低限必 要 な 統 計力

学の 知識 を Bayes 統 計 の 立 場で 解 説 す る．その 後，第 4章

で は まずパ リテ ィ 検査方程式（1．1）自体が 正 確に 解 け る た

め の 条件 を 与 え，第 5 章 で 復号 化 の 実 用的 な手段 と して ビ

リ
ー

フ ・プ ロ
｛
tゲー

シ ョ ン を用い た と きに （1．1）が 正確 に

解ける ため の 条件を導出 する。第 6章 は結 語 とし，ま とめ

と本論で は 触れ られ なか っ た話題 を指摘する，

（符 号化）か ら送信 し，受 信 者は通 信路 か ら受 け取 っ た 符号

語 か らも との メ ッ セ ージ ξを 復元 す る （復号化）こ とが行

わ れ る．こ の よ うなプ ロ トコ ル （通信規約）で メ ッ セ
ー

ジ

が 誤 っ て 伝わ る の を 減少 させ る こ とが 可能で あ る．い ま，

送信者は 2値対称通 信路 を通 して 1 ビ ッ トの メ ッ セージ 0

を送 りたい もの とし よ う．1 回 0 を送信する だけでは
， 受

信者に正 し く0 が 伝わ る確率は 2値対称通信路の 定義か ら

1− p で ある、そこで ，送信の 信頼性を高め るため に，3回

続けて 0 を メ ッ セ ージ として 送っ た ときに，受信者が受け

取 っ た メ ッ セージの 中に 0が 2個以上あれば 0が 送られた

と推定す るプ ロ トコ ル を考える、こ の 多数決 を模 したプ ロ

トコ ル で 送信され た メ ッ セ ージ 0が 遠隔地 の受信 者に正 し

く伝 わ る確率は 1− （i）
3
＋ 3p2（1 − p））で ある．こ の とき，

受信者が正 しい メ ッ セ ージ を受け取る確率が 1− O （p）か ら

1− O（p2）に上が っ て い る こ とが分か る，しか し ， 全 く同 じ

情報をや りとりしてい るの に，この 場 合は 3 倍の 時間がか

か っ て しまっ て い る ．こ の よ うに
，

メ ッ セ ージ に冗長 性 を

持たせ て通信コ ス トを上げる かわ りに，メ ッ セ
ージが誤っ

て 伝わ っ て し ま う危険を下げる ソ フ トウ ェ ア技術 の こ とを

誤 り訂正符号化法 とい う（図 12）．で は
，

どの くらい メ ッ

セ
ー

ジ に冗長 性を持 たせ て 符号化すれ ば，誤 りな く復号化

が可能に な る の だ ろ うか ？こ の 問題 に対 して，Shannonは
今か ら半世紀も前に解答を与えた ［1】．

定理 2．1 （通信路符号化定 理）符号化の 冗長度を符号化率

R 　＝＝　NIM で 定義 す る ．こ の と き，通 信 路 の 性 質 で 決 ま る

有 限の 臨 界値 R
。（＞ 0）が 存在 し

，
R く Rc な ら 1 ビ ッ ト当

た りの 誤 り率 を 0 にす る よ うな符号化法が N
，
　M → co の

極 限で 存在す る．2 値対称通信路で は

Rc ＝ 1− H2（P）

で あ る．た だ し
，
2 値エ ン トロ ピーを

H2 （P）＝
−
plog2P − （1− P）lo92（1− P）

で定義す る．

（2，1）

（22 ）

2　低密度パ リテ ィ検査符号

2。1　 誤 り訂正符号

　 メ ッ セ ージ を送りた い 送信者と，そ れ を受け取 りた い 受

信者が い る もの とす る．そして，両 者が 誤 りが 発 生す る確

率の あ る通信路 を通 し て の み メ ッ セ ージ を 送受信 で きる 状

況 を考 え る．簡単 の ため，メ ッ セ ージは長 さ N の 2 値ベ

ク トル ξ　＝ ＝ （ξi，ξ2，…　 ，ξN ）で 表現さ れ て い る とす る．こ

れ を 1 ビ ッ ト当 た り確 率 pで値 が 独 立 に反転 して しま う2

値対称 通信路 を通 して 送信する （図 1．1）．その た め，こ の

ままで は受信者は 1 ビ ッ ト当た り確 率 1− p で しか 正確 に

情報を得る こ とが で き ない ．こ の と き，送信者は メ ッ セ ー

ジ ξを よ り長 い 符 号 語 JD ＝ （J91，」身，

…
，
Jk ）に 変換 して

　通信路を既与と した と き， 通信路符号化定理 2，1で 登場

する冗 長度 の 臨界値 R。の こ とを，そ の 通 信 路 の Shannon

限界 と呼ぶ ．つ ま り，Shannon 限界 を越 え ない よ うに う ま

く符号語 を構成 しさえすれ ば，誤りな くメ ッ セ
ー

ジ の 送受

信 を行 える こ とを定理 2．1 は 主張 して い る の で あ る，

2．2　低密度パ リテ ィ 検査符号

　い ま，N 次 元 の 2値 ベ ク トル と して 表現で きる メ ッ セ
ー

ジ ξが M 次元 の 2値ベ ク トル JO に多少長め に 符号化さ

れ て ，1 ビ ッ ト当た りの 誤 り率が p の 2値対称通信路 を用

い て 送信 さ れ る もの と す る ．受信 され た符号語 J は誤 り

を含ん で い る可 能性が あ るの で ，元 の メ ッ セ ージ を復元 す

る よ うに適切 に復号化 され な けれ ば な らない ．

一 877一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

村山　立人

＠
0

1

　　　＠
1−P
　　 　　 O‘
b
“、

丶

：，，

t

．．，．・・
”
　

亀

　　 　　 1

1．1： 2値対称通信路
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1．2： 誤 り訂正符号

図 1： 誤 り訂 正符号

　LDPC 符号で は，ラ ンダ ム に 作成した 2つ の ス パ ー
ス 行

列 Cs と Cn に基 づ い て 符号語が構成 され る．行列 Cs は

M 行 N 列の 行列で ，非ゼ ロ 要素 の 合計が各行 K 個 ， 各

列 C 個 に な る よ うに作成 す る．同様 に して ，行列 Cn は

M 行 M 列の 正方行列で ，非ゼ ロ 要素の 合計が 各行各列

共に L 個 に なる よ うに作成する．こ うして ，ラ ン ダム 行

列 0
。 ，（コn を特徴づ ける パ ラ メ

ー
タ K ， C ，

　 L を指定する

こ と で 特定の 符号 を選 択した こ とに な る．通信 を行う際，
メ ッ セ

ージの 送信者と受信者に は ，
これ らの行列が 当然公

開され て い る．さて ，符号化で は，正方行列 Cn の 2 を法

とする逆行列を求め ， 行列0π
10s

（modulo 　2）を計算する．
こ の とき，ベ ク トル 」

0 ＝（ 
10

。ξ（modub 　2）が LDPC
符 号 の符 号 語 を構 成 す る こ とにな る．次 に，復号化で は，

まず行列 （Jnと受信した 2値 ノ イズ ζを含ん で い る受信語

Jl＝JO　＋ く（modulo2 ）の 積 を計算して J　・・　C ，ξ＋ σ． ζ

を求め る （図 2）．そうして おい て ，パ リテ ィ 検査方程式

03ξ＋ σ
η ζ＝（ア35 ＋ c

．
τ （2．3）

を 2値ベ ク トル S ，ア に つ い て，何 ら か の 手段で 解 くこ とに

な る．こ の と きに用 い られ る 近似 的探 査の 技 術が MacKay

に よ っ て 提 案 され た ビ リ
ー

フ プ ロ パ ゲー
シ ョ ン （BP ）で あ

り［4亅，後 に樺 島 と Saad に よ っ て 統 計力 学的 な 見 地か ら再

発見 され物 理 的 な基礎 を与 えられ た TAP 復 号化法 で あ る

［61．

　LDPC 符号 の ひ とつ で ある MN 符号で は ，メ ッ セージ

ξに 含 まれ て い る ア ル フ ァ ベ ッ ト O，1 の 出現確率 を任意

に 設 定す る こ とが で きて ，必 ず し も O，1が 半 々 の 出現確

率 を持 つ とは 限 らない 場 合 を も想定 し て い る ｛31．こ れ に

対 し，低密度パ リテ ィ 検査符号を 初め て 提 案 した Gallager

は ，そ こ まで 言及 して は い なか っ た 【2］．結局，MN 符号

とは Gallager符 号 の 自然 な拡 張 に な っ て い るが，本 質的

な 意味 に お い て は 両 者は 同
一

の 誤り訂正 符号だ とい うこ

とが で きる ，以下 ， 本 論 文で は，低 密度パ リテ ィ検査符号

（LDPC 符号）に 表記を統
一

する．

2．3　低密度パ リテ ィ検査符号と希釈ス ピ ン グラ

　　　ス 模型

　LDPC 符号の 復号化で は，パ リテ ィ検査方程式（2．3）を解

くこ とに なる ，LDPC 符号 が誤 り訂正 符号 として ，どの く

らい 効率的で 信頼性の ある通信手段を提供で きるか は ， 結

局の と こ ろ
，

こ の 復号化が どれだ け うま くい くか に か か っ

て い る．当然の こ となが ら， メッ セージの 長さ N と符号長

M が有限の 値を とる場合に，パ リテ ィ検査方程式（2．3）の

理論的解析を厳密に行うこ とは非常に難 しい．そこ で，本

論文で は K
，
C

，
　L 《 N の もとで符号化率 R ＝1WM を一

定に保ちなが らN ，M → ◎Q とした熱 力 学的極限 に対 して

解析 的に系の 性 質を調べ る こ とにす る．さらに ，こ の 極限

に お ける非線形多体系の 巨視的な性質の導出を得意とする

統計力学の 計算技 術 を利 用 す るため に ，パ リ テ ィ検査方程

式（2．3）の 求解を，
ス どン グ ラス と呼 ば れ る ラ ン ダム 系の

代表的 な数学的模型にお ける基底状態探索に 対応づ ける．

　1989年に Sourlasは実用 的な誤 り訂正 符号 として有名な

パ リテ ィ検査符号とラ ン ダ ム 系の 統計力学で研究され て い

た ス ピ ン グ ラス 模型 の数 学 的類 似 性を指摘 した 17］．本論

文で は，Sou ：lasに な らい ，メ ッ セ
ー

ジ ξ，
ノ イズ ζ， 受信

語 と Cn の 積 J，ス ピン 変数 S ，　 r を構成して い る ｛0，1｝
上 で 表現 され た ビ ッ ト系列を｛1，

− 1｝上 の 表現 に変換 し、
さ らに ｛0，1｝上で 定義 され た足 し算 を ｛1，

−1｝上 で 定義さ

れ た かけ算に 翻訳する．する と，
パ リテ ィ検査方程 式（2．3）

は ボ ン ドJO に 関する M 元連立方程式

　　H ξ｛ HCj＝ H5 ，　n 乃

　 　 零∈f（μ ）　 ゴ∈ 」〔μ）　　　 覧∈「（μ）　　ゴ∈J（μ）

⇔ 　　】］［　（ξ，　Si）　1：1　（くlj　rj ）＝　1
　 　 ¢ ∈1（μ）　　　　　ゴ∈」〔μ）

（2．4）

（2．5）

と同値 にな る．こ こ で 1（μ）はボ ン ド 」 の 第 μ 成分 」
μ

を

搆成 す る メ ッ セ
ー

ジ ビ ッ トの 指標の 集合，J（μ）は ノ イ ズ

ビ ッ トの 指標 の 集 合 で あ る．す る と方程式 （2．5）は，ス ピ

ン 変数 S に 関 して は K 体 の 相互 作用が M 個 だ け存在 し，
ス ピ ン 変数 T に 関 し て は L 体 の 相 互 作用が M 個 だけ存 在

す る希釈され たス ピ ン グ ラ ス の 基底状 態探索を表現 して い

る とい う物理 的解 釈が 成 立す る．

　ス ビン グラ ス の 理論は，ラ ンダ ム 系の 統計力学に お い て

近年活発 に研 究が進 め られ て い た分野 で あ る．全 結合系 と
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2．1： 符号化，送信，受信

：

：

：

： S
3Cs

　 　 l　 　 　 C悶
：

3 10，
3
：

；「

τ

」

q 日

を導 くこ とが で きる．Bayes 公 式（3，2）に お い て は P （x ）を

事前確率，P （xly｝を事後確率 と呼ぶ ．　Bayes公式（3．2）の

持つ 多 くの 有用な 性質を積 極 的に 活用 する統計的方法論が

Bayes 統計 で あ り，通常の 統計学とは 違 っ た新 しさが あ る，

3．2　統計力学

2．2： 復号化

図 2： LDPC 符号の プ ロ トコ ル

呼ば れ る 各ス ピ ン 変数が それ 以外の 全て の ス ピ ン変数と相

互作用する模型 で は
， 系の 巨視的な振舞を支配する 自由エ

ネ ル ギ ーと呼 ば れ る評 価 関数を平均場理論に 基づ い てほ ぼ

自動的 に計算する 技術が 確立 され て い る．とこ ろが，本論

文で 扱うこ とに なる 希釈ス ピン グ ラ ス の 理論は まだ未開拓

で，技術的に も非常に 困難な問題を多く含んでい る興味深

い 研究対象で ある．もちろん，パ リテ ィ検査方程式〔2．3）の

振舞を調べ るの が最終目的に は違い ない が ， 希釈ス ピン グ

ラ ス 模型の 物理 的性質を解明するこ とや，そ の た め に必 要

とな る 解析的な手続 きを与 え る処方箋 を確立 する こ と も，
非 常 に 興味の あ る話題で ある．

3　統計 力学

3．1　Bayes 統計

　相関を持っ た事象 x とy が 同 時に観測 され る結合確率

P （x ，Y）は ，事象 x が 観測 され た 条件で 事象 y が観測 され

る条件付き確率 P （Ylx）と事象 ＝ が 観測 され る 確率 P （x）
の 積で 与え られ て

P （x ，y）＝P （コ：）P （y］x ） （3．1）

と表せ る．こ の 結合 確 率 は x と y に 対 し て 対称で あ る の

で ，Bayes公 式

　　　　　　　　　　　　P （x ）P （yi＝）
　　　　　　　P （功 〉＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （3．2）
　　　　　　　　　　　 Σxp （  P （yi＝ ）

　
一
般に ，多体系は さまざまな状 態を取 り得る．そ の 系で

実現可 能 な状 態数は，系の 要素数，すなわ ち自由度N が

増加す るに つ れて指数関数 的に爆発 して し まうの で ，い っ

たい そ の うちの どの 状態が 有力で ，典型的な系の 性質に貢

献 して い るの かが重要な関心事にな る．この 問題に，自由

度 N が 極 め て大 き くなっ た極限を想定する こ とで 厳密 な

解答を与えるの が 統 計 力学である．

　歴 史的に，統計力学の 方法は ほ とん ど自然 界の 物 質に 適

用され ，統計物理 学 と呼ば れ る物性科学の 1大分野 を形成

す るに至 っ た．とこ ろが，純粋に数学的な立場で 眺め る と，
統計力学は大自由度極限を扱っ た Ba罪 s統計とい える．物

質を構成する 分子の 微視的な状 態を事前に 知る こ とは 不 可

能である ため，伝統的な統計力学で は系 の 状 態に 関す る 事

前知識は存在 しない こ とを前提 に した 議論が
一

般 的だ っ た．
こ れは Bayes 統計の枠組で は，理 由不 十分の 原則が 適用 さ

れ てい る こ とにな る．ただ し，統計力学を 人工 的 な考察対

象が多い 情報理論の 研究に応用 しよ うと試 み る と きは ，事

前知識が存在する ほ うが む し ろ 自然 で あ る．よっ て，本節

で は Bayes統計 を意識 した統計力学の 解 説 を簡 単に 行う．

　統計力学で は，多体系 を構成 す る要素 をサ イ トと呼 ぴ，
各サ イ トを区別す る ため指標 i （i ＝1，… ，N ）を付 け る．
そ して ，サ イ ト iの 状 態 をス ピ ン 変数 Si で 表 現 し，全 サ

イ トの 動 的変数の 値 を状態ベ ク トル S で 指定する こ とで ，
系の 状態を記述 す る．また，p 個 の サ イ ト il，… ，らの 間．
で 存在する p 体相互作用 をボ ン ド J

（i，，．．．，i，1で 表現 し，全

相互作 用 の 形式をベ ク トル J で 指定 す る こ とで ，特定の

系を選択した こ とに な る．こ の とき，エ ネル ギ ー曲面の 構

造を反 映 したハ ミル トニ ア ン と呼ばれ る評価関数 H （JIS ）
を構成で きる

1．ハ ミル トニ ア ン の値 は，系が 状 態 S に あ

る ときに 持つ 全エ ネル ギ
ー

で あ る と定義 され て い る．

　あ る 特定の 系，つ ま りボ ン ド J を選択 した と き，状態

S が 実現 され る 確率 P （SIJ ）の 評価 の 仕方は 2通 り存在す

る．系の 温度 T ＝ 1／βが 既与の と きは，Boltzmann 分布

（正準分布）

　 　 　 　 　 　 　 　 l

　　　
P （SIJ）＝

茆 丁
瑞（S ）… （一βH （JIS ）） （・・）

に従 うとした統計 に 基 づ く計算が 容 易で あ る ．こ こで 登 場

す る規 格化因子

　　　　　
Z （・）一Σ P・（S ）・xp （

一
βπ （・rs）） （・，4）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 S

　
1
統計力学で は H （SIJ）とい う表記が

一
般的だが ，本論 文で は Bayes

公式 （3．2）と の 対応が明確に な る表記 を採用 した．
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は 分 配 関数 と呼ぶ ．

　逆に，温度 とは共役な関係 にある 1自由度当た りのエ ネ

ル ギーe が 既 与の と きは ，小正準分布

　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　
P（SIJ）＝

π万
瑞（s ）δ〔H （Jls ）

− Ne ）

に従 う，こ の と き，規 格化 因子

　　　　 v （」）一Σn・〔卵 （H （Jls）− N ・）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 S

も（小正 準分布 の ）分配 関数 と呼 ぷ こ と にす る．

（3．5）

（3．6）

　こ の 2 つ の 方法は ，N → oo の 熱力学的極限 で は Leg−

endre 変換 を介 し た 整合性が あ り，同一
の 結 果 を与 える こ

とが 知 られ て い る．た だ し ，
Po（S）は 状 態 5 に 関す る事

前知識 を表現 して い る 事前分布で あ る．結 局，統 計 力挙 と

は，事前分布 Po（S ）で 表現 され た 事前知識 に、ハ ミル ト

ニ ア ン H （Jis ）で 表現 した相互作用の 影 響 を加味 し，事後

分布 P（SIJ）が もた らす巨視的な性質を解 明す る方法論で

ある とい え る．

　さて，系の 巨視的な性質は秩序変数 と呼ば れ るい くつ

か の 変 数に よ っ て 完全に 記述で きる．こ こ で は
， 秩序 変数

Q （5）が見 付け られ た と して ， そ の 1 自由度当た りの 値を

q と書 くこ とに す る．当然，秩序変 数 g に対応する 系の 微

視的 な状 態 3 は無数 に存在して い るか もしれ ない ．統計

力学で は，こ れ らの 状態をすべ て 同一の 巨視的変数 g で ラ

ベ ル付け し直し， 非本質的な差異 を取り除 くこ とに よっ て
，

情報 を縮約 し見通 しの よ い 議論 を 行うこ とが で きる．

　確率分布（3．3）や（3、5）が与 えれた と きに実現す る 秩序変

数ゲ を求め る に は次の よ うにす れば よ い ．小正準分布（3，5）

に従 う統計集団 を想定した と きは，秩序変数 （〜（S）が 1 自

由度当た り
一
定 とな る分 配 関数（3．6）の 部分和

v （J，9）一Σ P・（s ）δ（∬ （」15）− N ・）δ（Q（5）
− 1＞q）

　 　 　 　 　 s

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （3．7）

を定義する．分配 閲数 を求め る には ， まず部分和（3．7）を

計算 して か ら，秩序変数 g に 関する和

　　　　　　　　v （・）− f・・v （J ・q）　　 （… ）

を とるこ とを考える．とこ ろ が，自由度 N が 大きい と， 分

配関数の 部分和 V （」，q）は秩 序変 数 q に 関して 急峻な 関数

とな る．特 に，N → oo の 熱力学的極限 で は，あ る確定 的

な値 q
’

以外で は 0 とな る Diracの δ関数 に なる．こ の と

き，分配 関数 の 部 分 和（3．7）は分配関数の 全 体（3．6）と
一
致

する．よ っ て ，こ の 秩序変数の 値 ゲ を与える 状態の 集団

が ，系の 典型 的 な性質を決定して い る と考え られ る．

　さらに こ の と き，微視 的 な 状態 S に 関す る事後分布

P （SIJ）とハ ミル トニ ア ン H （JIS ）の 関係 を記述 した （3．5）

に 対応する，秩序変数 q を用 い た巨視的な視点か らの 記述

v （J ，の＝expEN5 （J ，q）】 （3．9）

が 成 立す る．こ こ で ，s（J，q）は 1 自由度当た りの エ ン ト

ロ ピーと呼ばれ る 評価 関数で，0 （1）の 値 を とる．g
’
を 求

め るた めに は，1 自由度当た りの エ ン トロ ピー

　　　　　　　s （J ，q）一 寿，・ V （・，・）　 （・・1・）

を秩序変数 g に つ い て 偏微分 して ， 鞍 点方程 式 を導 出す

れ ば よい ．鞍点解が複数存在する場合に は ， それ ぞれ に つ

い て エ ン トロ ピーを計算 し，その 値が最 も大 きい 解 を採用

す る．

　こ れ に 対 し ， 正準分布を仮定した 分配関数の 方法に よ

る 処方箋は 1 自由度当た りの 自由エ ネル ギ ー
∫（J ，g）を

求め るこ とが 目標に な る．まず，βは 系が ハ ミル トニ ア ン

H 〔JIS ）に 対して どの くらい 敏 感 か を表現 して い る こ とに

注 意す る．例 えば，β → co で は 極 め て 系 は敏感で ，ハ ミ

ル トニ アン H （JIS）の 値が 最も小 さい 基底状態しか実現 し

て い ない こ とを意 味す る．逆 に，β → 0で は極 め て 系は鈍

感で，ハ ミル トニ ア ン H （JIS）は状態の 実現確率 P（SIJ）
に は ほ とんど影響 を与 え ない．この と きも，小正 準分布の

と きと同様，秩序変数 g を用 い た巨視的 な視点か らの 記述

Z （J ，9）＝exp 〔− 1Vβノ（」，q）】

が 成 立 す る．こ の ときも，分配 関数の 部分和

（3．11）

Z （」 ，の＝Σ珮 5 ）exp 卜βH （J剛 δ（Q（S）− Nq ）
　 　 　 　 　 S

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （3．12）

を定義して ， 秩序変数 αの 実現に 貢献して い る微視的な状

態 3 の 事後分布 を足 し合 わ せ て い る ．分 配 関数（3．4）は ，

ちょ うど分配関数（3．6＞と同じ役割 を果た してい る．結局 ，

系の 典型 的な性 質 を議論 す る た め に は
，

1 自由度当た りの

自由エ ネル ギー

　　　　　　　∫（J ，q）一噛 1・ Z（」 ・・）　 （… 3＞

を最小 化 す る よ うな 秩 序 変数 の 値 q
“
を求め る こ とに な る．

3．3 　レ プ リカ法

　ラ ン ダ ム な相 互作用 J が 凍結 して 存在す る クエ ン チ ト

系で は，ハ ミル トニ ア ン 自体に ラ ン ダム 変数 J が 含まれ

る こ とに なる．小正 準分 布で は ， 分配 関 数 γ（J ，の は ラ ン

ダム 変数 J の 与 え られ方に 依存するが，熱力学的極限で は

大数の 法則に よ りエ ン トロ ピー
密度は 」 に 依らず平均値

　　　　　　　・（q）＝＝　”〈1・ V （・ ，・）〉・ 　 （3・・4）

に 等 し くな る．こ の 性 質は 自己平均性 と呼ばれ ，ボ ン ド 」

の 詳細 に よらない エ ン トロ ピー密度（3．14）は
， 系の 典型的

な性 質を支配 して い る．

　エ ン トロ ピー密 度（3．14＞の 評価 は ラ ン ダ ム 変ta　V （J ，の

に 関 す る対数 の 平均評 価な の で 厳密に 行 うこ とは難 しい ．
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しか しなが ら，熱力学極限で は 任意の 正 tw　a に 関す る恒

等式

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　an − 1
　 　 　 　 　 　 　 　 1nα ＝lim　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．15）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n →o　　 n

を用い て式（3．14）の 右辺 を V （J ，のの n 次の モ
ー

メ ン トに

帰着 させ，それ を鞍点評価す る こ とで こ の 困 難 を回避す る

こ とが で きる．π 次 のモ ーメ ン ト （V （J ，g）
n
＞1 の 評価が，

同じラ ン ダ ム さを共有す る n 個の 同
一

系全体を 1個 の 系

とみ な した と きの 評価 と同じに なる の で，こ の計算技術を

レ プリ カ法と呼ぶ．

3．4　 平均場近似

　系の 微視 的な情 報 を秩 序変数 q に縮約 せず に ，事 後分布

P （SIJ ）が 各サ イ トご と独 立 に依存 して い る と見 な し，こ

の 立 場 で事後 分布

　　　　　　　　P （SIJ ）　＝ 　Hp（S・・1J）　 　 （3・16）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1

を評価する の が 平 均場 近似 で あ る ．こ の 方法の メ リッ トは，

系 の 典 型 的 な性質を理 解す る の に 重要な状態の 事後分布

平均の 導出が 計算量的な意 味で 容易に 行え る とい う点に あ

る．相 互作 用が一
様な 強磁性体だ と

， 理 由不 十分の 原則 と

系の 対称性 に より，各サ イ トに お けるス ビ ン 変数 S の 事後

分布 は 一様 で

P （SIJ ）− Ip（SIJ）］
N

（3．17）

と書 け る．こ の た め，強磁性体の 事後分布 P（SIJ）は，事

後分布 P （SIJ）の 平均場方程 式の みで 記述 で き る．とこ ろ

が ラ ン ダム 系で は，相互作用はサイト問 に よっ て 符号も大

きさも違 い
， それ に 対 応 して ス ピン 変数 Siの 事後分布も

サ イ トiに依存す る．この た め，各サ イ トご とに 異な っ た

方程式を立て なけ れ ばな らず，系の 自 由度 1V と同 じだ け

の 連立方程式 を扱うこ とが 避けられ ない ．本節で は，や は

りBayes統 計 の 立 場 か ら，（特 定 の 〉ラ ン ダム 系 に お い て

有効 な平均 場 近似 の 枠組 を概観する，

　系が B 。ltzmann 分布 に 従うの な ら，あ る特定の 状 態 S

が 実現す る確率は

　 　　 　　 　 　　 1

　　
P （SIJ ）＝

茆 丁
恥（s）exp （

一
βE （J［s）） （3・18）

と評 価 で きる，この とき，ボ ン ド J の 成 分 ご とに ハ ミ ル

トニ ア ン を分 解 して

　　　　　　　 即 15）一Σ 9〔J．
・］S）　 　 （3．19）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 j≡1

と書 い て お く．ポ ン ド J の 成分み の 確率分布を評価する

と きに，ら 自身の 反作用場を排除 し た補助的な確率分布

P （Sl｛ゐ≠μ｝）を導入 して 事後分布を評価 して い くの が特

徴で ある．これ は，純粋に 周りか らの 影響だ け を取り入れ

て事後分布を構成 す るこ とに相当する．

　Boltzmann 因子 は 式（3．19）を利用 して

　　・・p（一βH （Jls ）〉− H ・・p（
一
β9（J．ls））　 （3．20）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P＝1

と分解 で きる の で
， 右辺 に登場する Boltzmann 重み

ω B 〔JMS ＞＝exp （一β9（Jμ1S）） （3．21）

に は，状態 S が 既与の と きに ボ ン ドの 第 μ成 分が J
μ

にな

る確か らし さとい う意味が ある．

　Boltzmann 重 み（3．21） を 用 い る と ，確 率 分 布

P （51｛Ju≠ll｝） の 中 で ス ピ ン 変数 の 第 k 成分 の 値 Sk

が既与 の と き，ボ ン ドの 第 μ成分 の 値 が Jp で あ る確 か ら

しさ を与 える 有効 Boltzmann 重み が

　　 Weff（J．1Sk，｛Jy≠μ｝）

一 Σ ，xp （．β，（JMS ））fi・ （S　l｛J。，。｝）
（3・22＞

　　 　｛Si≠ k ｝　　　　　　　　　 ifk

と 評価 で きる ．た だ し，P （Si1｛ゐ≠μ ｝） は 確率分布

P （Sl｛J．≠μ｝）が 既 与 の とき，ス ピ ン 変数 の 第 i成分の 値

が 5iに なる 条件付きの確率分布で あ る．

　有効 Boltzmann重 み（3，22）が 計算で き るた めに は，確

率分布 P （酬 ｛J。f ”｝）が与えられ て い る こ とが必 要で あ る．
とこ ろが ， 事前分布 Po（Sk）が既 知の とき，この確率分布

は 評価 で きて，

P （s・i｛」y ≠。｝）一α
。・Pe（Sk）n 臨 （J．1s・，｛J。≠u ｝）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 v ≠μ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．23）

と表せ る．ただ し，α冰 は規格化因子で

α；是
一 Σ P・（Sk）Hw 』・（」・1s・，｛」

・ ≠・ ｝）
（3．24）

　 　 　 　 Sk＝圭l　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 v ≠P

を満 た して い る．

　式（322 ），（323 ）は 自己無憧着なの で
，

これ を有効Boltz−

mann 重み Weff（J誹　Sk，｛Jv≠μ｝）と確 率分布 P （Sた1｛Ju≠μ ｝）
につ い て 解い た後，現実の 物理場を表現 して い る 事後分布

は近似的に

P （s・【J ＞一蝸 〔Sk）H 陥 （J。ls・ ，｛J。≠。｝） （3．25）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P＝＝1

と求め られ る．また系が 小 正準分布に従うと仮定して も，
Boltzmann重 み（3．21）を適当に 読み 代える こ とで ，同様

の 議論が 成立する．確率分布に 関す る方 程 式（3．22）一（325 ）
は ，ボ ン ド J を与 えた と きの 各サ イ トに お ける ス ピン 変

数の事後 分布 P （S‘IJ）を与 えて い るが ，ボ ン ド分 布 P（の
に対 して 平均を取る と，レ プ リ カ法か ら導 かれ る結果 を再

現す るこ とが 知 られ て い る，
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4 　低密度パ リテ ィ 検査符号の統計力学

　　 的解析

を計算し ，
メ ッ セ ージ を

4 ．1　低密度パ リテ ィ検査符号の 統計力学的解析　　と推定すれ ば よい ・

LDPC 符号の 性能を評価する に は，ハ ミル トニ ァ ン

H （ξ，ζ，
1）15，τ ）

一　 Σ　　P
〈iユ

　 （il，’・』，iκ ；ゴユ，…｝ゴL ＞

　x δ［− 1；」（il，＿，iκ iゴL

…，盛κ Ijb …　 ，ゴL 》

．，，ゴ。 1
・Si1… Si

κ
　r

」1
… r

」L］

　　　　　　　　　　　 （4．1）

を定義すれ ば よ い ．メ ッ セージ ξを推 定す るス ビ ン 変数 と

して S を導入 し，さ らに通信路で 混入するこ とが 同然見込

まれ る ノ イズ ζの 推定に も別の ス ピン 変数 7 を導入 して フ

ラ ス トレ
ーシ ョ ン を排除 し，系の 自明な基底状態が その ま

まメ ッ セ
ー

ジの 完全な復号化に 対応 して い る ように定式化

した．こ こ で，テ ン ソ ル D は，メ ッ セ
ージに 関する各指標‘

に対 して C 成分 の み 1で あとは 0，ノ イズに 関す る各指標ゴ

に 対して L 成分 の み 1で あ とは 0 と な る ス パ ー
ス テ ン ソ ル

で あ る．δは Kroneckerの δ関数で ，い まの場 合 は系の 状

態を表現して い るス ピン 変数の積　S｛，

… SiKTj
、

… rjL が

受信語 J の ビ ッ トJ｛t， ，
＿

，
iκ ；ゴ1，＿、jLl　

t ξil
’・・

ξ釈 く」、

’”CjL

と異な る と きハ ミル トニ ア ン （4．1）の 値が 増加する よ うに

定義 さ れ て い る ．要す る に ，ハ ミ ル トニ ア ン （4．1）は，ス

パ ース テ ン ソ ル D で 受信 した符号語 J の ビ ッ トを指定 し，

δ関数 で 系 の 状態 （Ser ＞か ら拾 っ て きた ス ピン 変数の 積

Sit… Si
κ
rj

、

…
η L が 受信 した ビ ッ トを復元し得 るか を確

認し て い る誤 り検出 の ため の 相 互作用 を表現し て い る．

　 メ ッ セ ージ と ノ イ ズ をス ピン 変数 S ，r で 推定す る とき，

メ ッ セ
ージ と ノ イズ が 本 来 持つ 事前分thi　Po（ξ），　 P6（ζ）に

ス ピ ン 変数の 事前分布 を一
致させ た ときが Bayes最適な

復号化の 戦 略 を 与 え る こ とが 知 ら れ て い る ［9］．Bayes 最

適 な戦 略 とは，問 題 に 含まれ る確率分布に 関す る最適化操

作 を施 し，平均的に 最適 な性 能 を得 る た め の 戦略で ある．

符 号 の 復号化 とい う枠 組に お ける こ の 戦 略は，ス ピン グ ラ

ス に お ける西 森温 度の 議 論 ［10］と本 質的 に 等価に な る こ と

が 伊 庭 に よ っ て 指摘 されて い る の で ［11｝，以 後こ の 事前分

布に 関 する 条件 を西 森条件 と呼ぶ こ と に す る．こ の とき，

ス ピ ン 変tw　S の 事後 分布は

P・pt （s ，r ［ξ，ζiD ）一争1暑）藹）
・・H ・ξ・… 1・，・ ・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （4．2）

と表せ る．こ の 事後 分布を 利用 して Bayes 最適 な復号化 を

実行す る に は ，まずス ピン 変数の 事後分布平均

（s，〉．，・
一Σ晒 。 ・（5 ，ア 1ξ，ζ，D ）

　 　 　 　 s尸
（4．3）

ξ3pt三sign （〈Si＞。 pt） （4．4＞

　Shannon理 論で は，確率過程 として 記述 され る 情報源か

ら発生す る メ ッ セ
ージ ξの バ イア ス fsは 既知で ある．も

ちろん ，既 与 の メ ッ セ
ー

ジ が バ イ ア ス fsを持つ よ うに 加

工 した と考え て もよい ．こ の 事前知識 を用 い て Bayes最適

な復 号化 を行 うに は ，意図的 に 外場

）
ゐ
一

　

ユ（ 
−一
2

＝ （4．5）

をか けて，ス ピン 変数 S の バ イアス が feにな っ て い る 状

態の み 選択すれ ば よい ．こ の と き，ス ピ ン 変数 S に 関す

る事前分布 は結局

P・・s ・一
、，議 、神 シ） ・…

と書け る．同様 に して ，ノ イズ r を Bayes 最適 に推定す

る ための 外場 Fn を構成で きる．誤 り訂正 符号の 枠組 で は
，

通信 路の 性質に 関する知識は 既与 とする の で，メ ッ セ
ージ

1 ビ ッ ト当た りの 誤 り率p ＝ 1− fnは 事前知識 として 利用

す る こ とが 可能で ある，こ の とき，外場

　　　　　　　　F・　・・
．
　；　ln（i−i−llfi

”

．）　　 （4・7〕

をかけ て，ス ピン 変数 ア の バ イア ス が fnに なっ て い る状

態の み 選択すれ ば よ い．や は り，ス ピ ン 変数 r に 関す る 事

前分布は

恥 威 顕棋・）
に な る ，

（4．8）

　ハ ミル トニ ア ン が（4．1）で 与えられ る希釈ス ピ ン グラ ス

で は
， 基底状態の エ ネ ルギーは 0 に なる．よっ て，この 模

型に 統計力学の 処方箋を適 用 する場 合に は，エ ネル ギー
が

既 与で ある と仮定す る小正準集団を想定し，分配関数 を計

算す る の が 賢明で ある．い ま，ハ ミル トニ ア ン （4，1＞と事

前知 識　 Po（S），　Po（T ）が 既与 で ある の で ，分配 関 数は

V （D ・　E・　・ ）　・　2P ・（S＞P・（r ）δ（H （ξ・ζ，DIS ・T ）） （4．9）
　 　 　 　 　 　 s，

とな る．

　さて こ こ で，解析 的 な議論 を進め る た め に，ス ピン 変数

3 ，r と符号語 J の ゲ
ージ を一

斉に 取 り換 える．

J〈i、 1
…，tK ；」、，・・，ゴ。 〉

　
一や 」

くi、，．．．，iK ≡ゴ1，．．、，ゴL 》ξii

Si → Stξi

Tj → r
ゴら

…　ξ監κ く」、

・
　
・
（iL　＝1

　　　　　　　　　　（4．10）
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ゲ
ージ 変換（4．10）を行 うと，ハ ミ ル トニ ア ン （4，1）は メ ッ

セ
ー

ジ ξとノ イズ ζに 依存 し な くなっ て い る．ただ し，ゲー

ジを意図 的に取 り換えた の で，メ ッセ
ー

ジ とノ イズ に 関す

る 平均 は確率分布

P （ξの三
丿『｝δ（ξi

− 1）＋ （1 − ∫、）δ（ξ｛ ＋ 1）

P（くj）＝ fnδ（く3− 1）一← （1− fn）δ〔ζ」十 1）

（4．11）

（4．12）

を用い る こ とに 注意する．

　ハ ミル トニ ア ン （4．1）は
，

ス パ ース テ ン ソ ル D
，

メ ッ セ
ー

ジ ξ，
ノ イズ ζとい うラ ン ダ ム 変数に 依存するの で，レプ リ

カ法に よるエ ン トロ ピー密 度の 評価 が必 要に なる．Wong −

Sherringtonに な らい
，

ス パ ー
ス テ ン ソル D に 対す る拘束

条件 を

・（　　　　Σ D
（娩 ，．，鰡 。…，ゴザ o

くilド・・，iK ；jl1…1ゴL ｝ ）
一聘 r ・σ ＋・ゾ ー 一 ・

D
・… 2・・一一 ・・… ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （4．13）

・（　　　　Σ P
く、、、…，・繝 ，，…，ゴ。 ｝

− L
くil，…，iK ；j”

”・レjL｝ ）
一 ボ募・《 ・＋ペ ー

・・
… K ｝

°
・ 1・…一

…’j・ ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．14）

の よ うに 複素 積 分 表示 して 和 を とる と

　　　q。，，，．．．，tr一詑 ・＜蠏 …87＞。pt （・・5）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 tt＝工

　　　r。，、，，一．．，T 一 謹 曜
…

転 ・・．16・
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　ゴ

≡1

が 秩序変数 とな る こ とが わ か る ［8］．こ こ で，α ，β，…　，7
は レ プ リカ を表 す指 標 ，（…〉。 pt は Bayes 最適な 戦略で あ

る西 森条件 に お ける 事後分布で の 平均 を表す．

　希釈ス ピン グ ラ ス 模型の 有効磁 場 分布は Gauss分 布 と仮

定するこ と は で きな い ．そ の た め
， 平均 と分散を指定する

だけで は 不十 分で ，こ こ で は式（4．15），（4．16）の よ うに多

数 の 秩 序変 数 を導入 しな け れ ば な らな い ．レプ リ カ 対称性

を仮定 した 場合 ， 秩序変数（4．15＞，（4．i6）とそれ に 共役 な

変数 ξα ，β，＿α ，デα ，β，＿，，r を連 続 的 な確率分 布 π （x ），　 ft（th），

ρ（y），β（p）の モ
ー

メ ン トと して 表 現 して

・・ xfi ／…，・　・・　・ ・　fd蜘 ）・
l

q・ P ，…，・・
一

・φ漁 ）・
‘

・・，・，…，・　・・　・・　f　dy・（・）yt
… ，…戸 4・鰤

‘

〔4，17）

（4、18）

（4ユ9）

（4，20）

とお くと，確率分布（4．17）一（4．20）自体 を秩序関数として 取

り扱えて 計算が容易 にな る．ただし，αq，ae ，　 ar ，α← は

規格化定数，‘は相互作用 して い るレプ リカの 個数で あ る．

さ らに，積分は区間 ［
− 1，1】で行うもの と約束する．

レ プ リカ 法の 処 方箋に し たが っ て 計算 を進め る と，エ ン

トロ ピー密度 は最 終 的 に

s（π ，介，ρ，β）

一寿く1・ V （・，C・・ ，・ ・・・… P）〉，，・

一一幺 ・ 2 一σ1漁 聯 ）1・（1 十 ¢ 嵒）

一髪幽 ・ωρ（脚 ＋ y9）

・妥聴 蝋 ・］［直卿 ω］
・ ・ ［1 ＋かか］

・1［怠姻 ・）］
・〈・卜噛 ・＋ ・・k・・ e

−・
・
Fs ・重・1− ・k・］〉、

・ £埴輔 ・］
・ 〈・ 卜

・

自・・＋ ・・1・・ 謬 燕・・一・・t・］〉、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．21）

と な る （付 録 A ）．エ ン ト ロ ピ ー
密度（421 ）は 確率分

布（4．17）一（4．20）の 汎関数で 表現 され て い る の で，変分 条

件 か ら秩 序 関数 π （x ），
ft（t），ρ（y），p〔ti）が 決定で きる。そ の

結果，復号化のパ フ ォ
ーマ ン ス を測 る メ ッ セージ ξとス ピ

ン 変数 5 の オーバ ー
ラ ッ プ は

一 詑 鱒 ・SDopt・ −fdz・（・…g・・z・
　 　 　 　 、胃 1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（422 ）

・（z ）一聴蜘 ・］
・ 〈・← ・（Fs・・盞鴫 ））玩

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．23）

と表現 され る．エ ン トロ ピー
密度（421 ）の 変分 を率直に実
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行 すれ ば，秩 序 関数が 満足 すべ き鞍 点方 程式 として 結局

咽 イ冒燃 ・

　　　・ 〈・←一  ・（・Fs ・窰一 … 1）））c
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．24）

・剛 宮蝋 ・1自卿 ω ・（・一冒迫の
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．25）

・ω 一1冨・鱒 ・

　　　・ 〈・（・
一

・an ・（・曙 購 ））〉
、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（426 ）

耐 怠蝋 ・薫蝋 ・（
　 　 K 　 L−・1

P− Hx・H ・・

　 1＝1 　 1tl ）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．27）

を得 る．

LDPC 符号の 性能を調べ る に は，まず鞍点方程式（4．24）一

（4．27）を解析的あ る い は数値的 に解 い て ，鞍点条件を満足

す る秩 序 関数 π （x），
ft（t），p（y），β  ）を求め る．これ ら をエ

ン トロ ピー
密度（4．21）に 代 入 して 極値を評 価 し，エ ン トロ

ピー密 度 の 最 大値 を与 える 秩序関数を用い て オ
ーバ ー

ラ ッ

プ （4、22）を計算する こ とで ，Bayes　ft適 に復 号化 され た と

きの 典 型 的 な 性 能 を理 論 的 に 評価す る こ とが 可 能 に なる ．

4．2　相転移描像

　秩序関数 は鞍点方程式の 解に なっ て い る と きに物理 的な

意味を持つ ．と こ ろが，鞍点方程式（424 ）一〔4．27）に は δ関

数と連続分布が 混在 した解が存在するの で ，一
般的な議論

を解析的に 行うの は 非常に 困難で あ る．ただ し ，
メ ッ セ ー

ジ にバ イアス が ない ときは強磁性解

π（x ）＝δ（x
− 1），

膏  ＝δ（th− 1）

ρ（y）＝δ（y − 1），　　β（多）＝δ（9− 1）

と常 磁 性解

（4．28）

π （x ）＝δ（x ），　　侖（念）＝δ（企〉，　　1）（多）＝ δ（多）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4，29）
ρ（y）＝　（δ（y

− tanh ζFn）1く

が 自明な解 として 例外的に 求ま る，こ れ らの 解が 鞍 点 方程

式 を満 た して い る こ とは 容 易 に 確 認で きる．しか し，物理

的 な意味 の あ る 解 が 別 の δ 関数 や 連 続 分布 か ら構 成 され

て い ない 保証は な く，そ もそ も解（4．28）と解（429 ）の 安定

性 も不明で あ る，こ れ らの 疑 問 を解 決 す るため ，鞍点方程

式（424 ）一（4．27）を数値 的に 評 価 して しま う方 法が あ る．本

論文で は
， 本 来連 続で あ る 積 分 区 間 ［− 1

，
1］を 10000個 に

分割 し，Monte −Carlo法 を用い て 近似的に 積分を実行す る

こ とで 数値的に鞍点方程式 の 解を調べ た．

　さて，自明な解であ る強磁性解（4．28）と常磁性解（4．29）
を式（4．21）に 代入 して エ ン トロ ピー

密度 を計算 して み る．

す る と 簡単 な 計算か ら
， 強磁性解 の エ ン ト ロ ピー

密度

　 　 　 　 　 　 　 　 　 o
s・e …

＝F・
　tanh　Fs＋ k　F・　tanh　F・

と常磁性 解 の エ ン トロ ピー
密 度

（4．30）

・
＿

一 一旻1・ 2 ＋ 1・ ・… h凡 ・ lll… c・凪 （・・3・）

を得 る こ とが で きる．こ の とき，解（4．28），〔4．29）の 安 定

性が 依然 と して 不明で ある こ とを忘れ て は ならない ．とこ

ろ が ，こ の 差 を計 算 して み る と

△ 8 ＝ 5f。 ，r。
− Spa ，。

− f・ ・一・ ・陟 ）・ 尭… fn）］ （・32・

とな る こ とか ら分 か る よ うに，常磁 性 解 と強 磁性 解 の エ

ン トロ ピー
密度が 逆転す る 条件で 通 信路容 量 ， すな わ ち

Shannon 限界が決 定 されて い る．実際，　H （fs〕＝1 なの で

R ＝1− H2〔fn） （4．33）

と な っ て い る，統 計力学 の 処 方箋 に し た が っ た 計算で ，情

報理論の 基 礎 ともい え る 通信路符号化定理 の 結果が 再現 さ

れ る こ とは ，理論 の 整 合性や 信 頼性 の 観点か ら も望 ま し く，

また極め て 興味深 い 結果 だ とい える．

　メ ッ セ ージ に バ イ ア ス が な く，
K ≧ 3 ある い は L ≧ 3

が 満 た され る と きに は，鞍 点 方程 式〔4．24）一（4．27）を数値

的に 評 価する と解（4．28＞と解（4．29）が 常 に 共存 し，それ 以

外 の 解 は存 在 しない こ とが 分か っ た．もちろ ん，復 号化 は

Bayes 最適 戦 略 と して 知 ら れ る西 森 条件 の もと 行わ れ た と

仮定 して い る．こ の と き，強磁 性相 （強磁 性解 の エ ン トロ

ピー密度 が最 大の 相，つ まり復 号 化が 成功 す る相）と常磁

性相 （常磁 性解の エ ン トロ ピー密度が 最大 の 相，つ ま り復

号化 が失 敗す る相）の 1次転 移 が起 こ る （図 3）．図 5．1 は ，

常磁 性解 と強磁性解が 起 こ す 1次転移 の 様子を誤 り率 p の

関数 とし て 描い た．太線 と細線は安定解に 対応し，太線は

エ ン トロ ピー密廣最大 を与 えて い る．

　K ，L ≧ 3 の LDPC 符号で は，常磁性解 と 強磁性解に 対

応 した準安定 な 2状 態が 共存 す る混合 状態 で 系 が記 述 され

て い る ，こ の 準安定状態の こ とを純粋状態と呼び，純粋状

態 間 におけ る状態 の 推 移は エ ン トロ ピー障壁 の 存 在に よ り

非常に 困難 に な っ て い る。つ ま り，図 3．2 に お い て 常磁性

解 P に 対 応 した 純粋 状 態 a か ら強 磁性 解 F に 対応 した 純

粋 状態 b に 系の 状態が 推 移す る ため に は，途 中 に存在す る

中間状態 c を経由しな けれ ば な らない ．と こ ろが，中間状
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sFb ，

de，

PlJ

3．1： P ＜ Pc

m

s
P

3．2； Pc く P

図 3 ： K ≧ 3 また は L ≧ 3 の エ ン トロ ピー
曲面

m

態 c は純粋状態 a
，
b に 比 較 して ず っ と小 さなエ ン トロ ピー

密度を持 っ て い る．する と，中間状態 c は純粋状態 a，b を

大きなエ ン トロ ピー
障壁 で 隔て る役割 を果 してい る．障壁

の 大きさ △ は熱 力学 的極限 N → 。。 で発散するか ら，純

粋状態 a，bは互い に 推移するこ とが困難な準安定な状態で

あ る こ とが 理解で きる．こ の こ とは，系の 初期 状態が どの

純粋状 態の 引 き込 み 領域 に 存 在 したか で ，実現 され る状

態が 決定 して しま うこ と を 意味す る．つ ま りメ ッ セ
ー

ジ に

バ イ ア ス が な い K
，
L ≧ 3 の LDPC 符号で は，初 期 条件

を強磁 性 解の 引 き込み 領 域に とるこ とさ え可能 な ら，こ の

符号 は 驚 くべ きこ と に Shannon限 界 を達 成 して し ま うこ

とに な る．もち ろ ん，メ ッ セージに バ イア ス が あ る と きに

は，鞍 点方程 式（4．24 ）一（4．27＞の 自明 な 解 が 不 明 な の で ，解

析 的 な議論 はあ き らめ て M6nte −Carlo法 な どに よる数値

解 析 を実行 す る ．図 6 が LDPC 符号の 相図 で ある ．常磁

性相 （右 上）と強 磁 性 相 （左 下 ）の 相 境 界は Shannon 限界

を除 い て レ プ リカ 法で 得 られ た鞍点方程式（4．24）・〔4．27）を

Monte −Carlo法で 数値的 に評 価 した．図 6．1 は K ，　L ≧ 3

の と きに 常磁 性相 と 強磁 性相 の 間に 1次転移が 起こ る相 境

界を評 価 し た．バ イ ア ス が な い 場 合 H2（fs）＝ 1 は 符号 化

率 R を変化 させ て Shannon 限界 を示 した．バ イア ス が あ

る場 合 （口）は K ＝ L ＝ 3，L ＝ 6 の と きに メ ッ セージの

バ イア ス fsを変化 させ て レ プ リ カ 法に よ る 鞍点方程式 を

評価 し た．こ の 図か ら，解 析 的 な計 算が 困 難 なメ ッ セ
ー

ジ

の バ イ ア ス が あ る場合 で も，事実上 Shannon 限界 に 匹敵

す る情 報 伝 送 率 で復 号化 が可 能 で あ る．K ≧ 3 あ るい は

L ≧ 3 を満た す LDPC 符号 の 唯
一

の 弱点は，常磁性解の

引 き込 み領 域 を避 け て 復 号化 を行 う必 要が あ る とい う非現

実的な 要請で ある ．こ の こ とは ，K
，
L ≧ 3 の 強磁性相が

混 合状 態で 記述 されて い る こ との 直接 の 帰結で あ り，復号

化 を 多少工 夫 した と こ ろ で 解 決 で きる 類 の 性質で は な い ．

　K
，
L ≧ 3の LDPC 符号は バ イ ア ス の な い とき Shannon

限界 を達 成 し，強磁 性相 か ら常磁 性相 の 1次転移で 特徴づ

け られ た．そ れ とは 対照 的に，K ＝ Lt ＝ 2の LDPC 符号

は Shannon 限界 の 達 成は 不 可 能で ，異な っ た 物理 的 な性

質が あ る こ とが判 明 した．自明 な解 （428 ），（4，29）は ある

誤 り率で 不安定に な り物理 的な 意味 を失っ て し ま うの で ，

こ の場合は 解析的な議論は あきら め て
，
Monte −Carlo積分

を用 い て鞍 点 方程式（4．24）一（4．27）を数 値 的に評 価す る こ と

に な る，そ の 結果，次の よ うな複雑な相転移描像が 得 られ

た ．まず誤 り率が 大 きい 領域 で は 常 磁性 解が 唯一安 定に 存

在するが 〔図 4．1）， 誤り率が p1 に 達 し た段階で
， 安定だが

エ ン トロ ピー密 度 の 値 は まだ小 さい 強磁 性 解が 現 れ る （図

4．2＞．誤 り率が p2 に な る と
， 今度は 常磁性解が 不 安定化

し，メ ッ セ
ージの 復号化に 対応 して い な い 準最適な強磁性

解が 支配 的 に な る （図 4．3）．やが て ，誤 り率が p3 に 達す

る とメ ッ セ
ージの 復号化に 対応し た本来の 強磁性解 と立 場

が 逆 転 し （図 4．4），さ らに 誤 り率が ス ピ ノ ーダル 点 p。 に

なっ た ときに 最適 な強磁 性 解が 唯一
安定に存在す る こ とに

な る （図 4．5）．こ の と き， 例 えば 準最適 な強磁性解を鞍点

方程 式 を数値的 に 解い て 評価 す る と，付録 C に 示 され て い

る よ うに 連続分布で 構成 され て い る 非自明な 解 に な る （図

6）．ま た K ＝L ＝2 の 場合 も，強磁 性 解 と常 磁 性解 の エ

ン トロ ピー
密度の 値は Shannon限界で 逆 転す る こ と に違

い は な い が
， 物理 的な意味は 全 くない ，K ＝L ＝2 の 符

号は，K
，
　L ≧ 3 の 符号に 比較 して ，　 Shannon 限界の 達成

とい う意味で は 性能が劣 る．実際，誤 り率を上げ て い くと

最適 な強磁性解 と常磁性解の エ ン トロ ピー
密度の値が逆転

する以 前に 準最適な強磁性解 との あい だで 逆転が起こ っ て

しまう．図 5．2には ， 最適ある い は準最適 な強磁性解と常

辞性解を誤り率p の 関数で 描い た．太線 と細線は安定解で

太線 が エ ン トロ ピー密 度 の 最大 を与 え るの は図 5、1 と同様

で ，点線は不安定解 を与えて い る．

　図62 で は，メ ッセ
ージ にバ イア スが な い とき（∫3

＝0．5）
に ， メッ セ ージの 復号化に対応 した 最適な強磁性解に加え

て 準最適な強磁 性解が 出 現す るス ピノ
ーダル 点Ps をレ プ

リ カ法で 得 られ た鞍点方程式 を Monte−Carlo法で 数値積

分するこ とで 評価 した （◇）．こ の 線（ス ピ ノ
ーダル 線）を境

界に して左下 の 領域で は，最適な強磁性解に 対応する 純粋

状 態で系が記述で きるので，混合状態の場合に重要だ っ た

引き込み領域の 大きさなどを
一

切考慮する こ とな しに メ ッ

セージの 復号化が 実現で きる．つ ま り，ス ビノ
ーダル 線は

実用上の 最大符号化率を与えて い る．そ して ，
この 図か ら

分 か る ように，ス ピノ
ーダル 点 p、 は Shannon限界 pc に接

近 して い て ， 実用 的な観点か らは全 く遜色 ない とい える．

と りわ け，誤 り率が ス ピノ
ーダル 点 Ps に 達す る まで は 最

適 な強磁性解が 唯
一

安定に 存在 して い るの で
， K ，

　L ≧ 3

の 符号の 場合の よ うに，常磁性解の 引き込み領域を避ける

とい っ た非 現実 的 な要請が ない 点は，強調 して も し過 ぎる

こ とは ない だ ろ う．LDPC 符号は，む し ろ K ＝L ＝2 の

場合の 方が 実用上 有利 な性質を備えて い るの であ る，

4．3　 平均場近似に よ る レ プ リカ 解析の評価

前節で 示され た LDPC 符号の 相転移描像の 正 当性は，ハ

ミ ル トニ ア ン （4．1）か らエ ン トロ ピー密 度（4．21）を評 価 し
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s
P

m

S

4．1： P1 〈 P

F

F
’

P

SFP S

4，2 ： 勸 く P ＜ Pl

FFt

P

m

皿

た レ プ リ カ法に よ る 解析の 信頼性に 依存 して い る，本節 で

は，レ プ リカ法 に よる解析 の 信 頼 性そ の もの を評 価 す る た

め ，エ ン ト ロ ピー
密度を全 く別の ア プ ロ ー

チ で 評価 す るこ

とを考え る．こ の とき，新 たに計算 したエ ン トロ ピー
密 皮

の変 分 条件が ，
ス ピ ン変 数の 事後分布 を与 える 自己無撞着

な鞍点方程式を導く．こ の 事実を利用 して，レ プ リカ解 析

で 得 られ た鞍 点方程 式 に含 ま れ る秩序関数 と，ス ピ ン変数

の 事後分布 を与え るパ ラ メ
ー

タ の 分 布 を直接 比較 す るこ と

で ，両者 の 整合性 を示 す．

　ハ ミル トニ ア ン （4，1）よ り，小 正準分布 の 分配 関数 と して

4，3 ：p3 く p ＜ P2

叩 ・一

Σ菖・（J、lHSiHr ，

　　i∈∫（μ）　　」∈J （μ） ）加 驚
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．34）

sF

P

4．4； P5 く P 〈 P3

m

を採用 して よい ．ただ し 1（μ〉は ボ ン ド J の 第 μ 成分 J
μ

を構成す る メ ッ セ
ージ ビ ッ トの 指標の 集合，」（μ）は ノ イ

ズ ビ ッ トの 指標の 集合で あ っ た．こ の と き，任 意 の 確率 分

布Pp（S，r ）に つ い て

＋1

m

o

4．5：p く Pe

図 4： K ＝2 か つ L ＝ 2 の エ ン トロ ピー
曲面

5．1： K ，L ≧ 3 の 安定解

＋1

mO

1卩

ra

5．2： K，L ＝2の 安定1不 安

定解

図 5 ： 鞍点方程式の 解

一 〈菖
e （呱

覊 軌
膨 ，

　 　 　 　 　 　 　 M 　　　　　　　　N 　　　　　 ルf

　　　　・ ΣH ら（s ，τ ）H ・
Fss ‘H ・

F’　”

　 　 　 　 　 s，　 μ＝1　　　　　　 i＝1　　　　ゴ冨1

が 厳密に 成立する，ただ し，平均 く…〉ρ を

　　　　・・・亀 諾藩 ・4・36・

と定義した．い まM → oo の 熱力学的極限で ，平均 （・・＞p
と積 n錐1

の 操作 を交換 した とき

　　　　　・ θ （J．
・ni，、、。 亀n ，，・，。、・）

　　　　　　　　　　　 Pp〔s，　T ）　　　　 P

が 成立 する と仮定す る ．こ の と き，付 録 B に あ る よ うに

確率分ts　Pp（S ，r ）を新 たに 導 入 し，平均 （・→ p．を

　　　　　　　〈…〉・广 Σ
…Pp（S ，

r ）　 （4．38）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 s，

と定 義 すれ ば，（4，37）の 右 辺 の 平均 〈…＞p は 平均 く
・
→ p

、

を用 い て

供

魚

　

血

　

　

1n
．

⊥
M

　
⊥
M

　

　

　

　

　

＝

　　　　P
。 ，。 勾　 〉戸

e （J・
　Ri∈f（、）

s
・nゴ、J（。）

Tj・）
〉・・37・

〈
・ （娠 恥 ω 跚 聞 ・

　　　　　Pp（s ，　T ）

）
）P

〈・ （・・ nl・i・、・呱 … 。・・）〉。
＜Pp（s ，

・ ）＞Pp
（4，39）
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と書 き換え られ る．こ こ で ，分ts　Pp，　P．
は サ イ トの 指標

ら ゴに つ い て 独立 な成 分 の 積 で 近似 で きて （平均場近似〉

概 一

島（
1 ＋ 5

・
m 法

　 　 2 ）蕊（
1 ＋

塞
暢
）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4，40）

・
・（銅 一

晶（patS
’mi

）蕊（
1 ＋

葬）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．41）

と表現 で きる と仮 定す る．こ の ときに ，分配 関数 か らエ ン

トロ ピー
密度 を計 算す る と

　　lnV（J ）

一

罐・ （
1＋ 」

・n ，∈t（。）略 rlゴ、J （。）　
・nE

」

　　　　　　　　　　　　2 ）
　　　

1

盞論 ・ （
1＋ 視 彦、畷
　 　 2 ）

業 、混、

1・　（
！＋

学り
・ 鎗幽蕊（LI

’

？g1mE，

）

　　　　　　　　　　　・ ♂

贔 （
1−・1

．21igi
）］

・議・卜蕊 （
1 十　　 兪

7 ．
　 　 　　 μj

　　2 ）

　　　　　　　　　　　・ 評

蕊 （
1一向

丁 ．
　　　　　　μj

　　　2 ）］
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．42）

を得 る （付録 B）．ただ し，M 〈i）（M （」））は メ ッ セ
ー

ジ ビ ッ

ト ξ， （ノ イズ ビ ッ ト ζゴ）を含んだ メ ッ セ ージの 指標全体の

集合を 表す記 号で あ る。こ こ で ，エ ン トロ ピー密度（4．42＞
の パ ラ メ

ー
タ m ， thに 対する 変分 条件よ り鞍点方程式

喙 一   G顳 一 ・k ・ ・）
唾 一  偏 一 隅 ）
航泳一み　H 賑 H 暢
　 　 　 　 i∈∫（μ）／鳶　　　ゴ∈」（μ）

妬
＝ら Hm μ‘ H 妬 ゴ

　 　 　 　 嘉∈1（μ）　　　 」∈」（μ）／己

（4、43）

（4．44）

（4．45）

（4．46）

が導か れ る．ただ し，M （k）1μは集合 M （k）か らそ の 要 素

μ を取り除い た 集合 を意 味 す る．鞍 点 方 程式（4．43）一（4．46）

が 得 られ た の で，こ れ を数値的に 評価 す る こ とで エ ン トロ

ピー
（4．42）を最 大化 させ るパ ラ メ

ー
タ 隅 轟 抗 £〜，m 酵，

仂酵 を求め る こ とが で きる．

　こ の と き，分布 P
” （5，τ ），Pp（S，ア ）の サ イ トに 関する

独 立性 を特徴づ ける た め 補助 的 に 導入 され たパ ラ メ
ー

タ

鵠島 inli
｛，暢ゴ

，梶ゴ
と，レ プ リカ解析の 途中で導入 さ

れ た秩序関数 π （x ），ft（di），　 p（y），β（g）の 間に は 密接 な 関

係が あ る．実際，各パ ラ メ
ー

タ の 値か ら

m9 一   c晶   畷 ・ ・）
・ 圃 c晶、

tanh
−・

　・：・　＋・Fn）
　　確 ＝ ら rlm。

iH 暢
　 　 　 　 　 　 i∈1（μ）　　　 」∈J（μ）

　　呵 一ら Hm 。・ n 暢
　 　 　 　 　 　 i∈ 1（μ）　　　ゴ∈」〔μ）

を計算 して

ぜ 鰰 雷
， 鐔 一 命

， ず H
弘　琴 H 雪

（4、47）

（4．48）

（4．49）

（4．50）

（4．51）

とい う対応関係を認めれ ば，パ ラメ
ー

タか ら秩序関数を構

成す る こ とが で きる．つ まり， 秩序関数の定義され て い る

区間［
− 1，　1］を宥限個の 区間［Xd ，

Xd
＋ll（d ＝O，… ，D）に分

割 し，各サ イ トiに お けるパ ラメータ m 炙の 値が 与え られ

た ら， m 澤∈ ［Xd ，Xd ＋ 1］を満足する iの 個数を調べ ，適当

に 規格化 を して 秩序関数の 区間 【Xd ，　Xd＋1］に おけ る代表点

の 値 π（＝d）と同
一

視 すれ ば よい ．

　実際，レ プ リカ解析で 登場する 秩序関 数との 間に ある対

応 関係（4．51）を用い て秩序 関数 に対応 す るパ ラ メ
ー

タ 分布

を構 成 す る と，両 者の 形状は ほ ぼ
一
致 してい る こ とが分か

る （付録 C の 図 6），こ の こ とか ら，前節で 示した 相転移描

像の 根拠 とな る レ プ リカ 解析 と平均場 近 似（4．40），（4．41）
に 基づ くエ ン トロ ピーの近似 的評価の 枠組は無矛盾で あ る

とい える．異なっ た アプ ロ ーチ に よる解析が両 立可能で あ

る こ とか ら ，
レ プ リカ解析 も平均場近似も信頼性の 高い 解

析法で ある と結論で きる．

O，8

　 　 0、6
§
臣
　 　 0402

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 昭 　　　　OA　　　 a ！

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P

図 6．1　 常磁 性相 と強磁性相の 間に 1次転移 が起こ る

相 境界 を評価 した．バ イア ス がな い 場合 H2（∫3 ）＝1
は符号化率R を変化 させ て Sha  。 n 限界 を示 した，
バ イア ス が ある場 合 （口 ）は K ＝ L ＝ 3，L ＝6 の

と きに メ ッ セ ー
ジの バ イ ア ス f、を変化 させ て レ プ リ

カ 法に よ る鞍点 方程式 を評価 した．
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o．8060

．4or2

　 　 　 　 o
　 　 　 　 　 e　　　　　O．1　　　　 0．1　　　　 0、3　　　　 a4　　　　 a5

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P

図6．2 　 メッ セ
ー

ジ にバ イア スが ない とき（f‘
＝＝　O．5）

に
，

メ ッ セ ージの 復号化 に 対応 した最適 な強 磁性解

に加えて準最適な 強磁性解が 出現するス ビ ノ ーダル

点p ， をレ プリ カ法で得られた鞍点方程式を Mentff

Carlo法で 数値積分す る こ とで 評価 した （◇）．

図 6LDPC 符号の 相図

5　 現 実的 な復号化技術

5．1　 ビリ
ー

フ ・プ ロ パ ゲーシ ョ ン

　第 4章で の 議論か ら，LDPC 符号が 優れ た性能を持つ 符

号で ある こ とが 分 か っ た．実際 ，
ス ピ ン 変数 S の 事後分

布平均

　　　　　（Si＞。pt ＝Σ隅 pt （S，τ 「ξ，ζ，D ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 St

を計算 し，Bayes 最適 な復号化

　　　　　　　　ξ1｝pt ＝sign （〈Si）opt ）

（5・1）

（5．2）

を 実行 す れ ば理 論上 の 最高 性能 を発 揮 で きる，とこ ろ が ，

こ の Bayes 最適戦略は 計算量の 観点か らは破綻 して い る．

事後分布平均（5．1）の 評価 に は 0 （eaN ）（α は 定数）の 計算

量が必要に な っ て い るの で ある．こ れ は，実用的に は適 用

で きない 復号化法で ある とい える．そ の た め，現実的な計

算量で メ ッ セ
ージ を推定す る 復号化法が提案 され て い る．

本節 では ， MacKay に よ りBayes統計的 ア ブ ロ ーチで 見出

され，後に 樺島 と Saad に よっ て 平均場近似の 枠組に おい

て 理 解 され るに至 っ た ビ リーフ ・プ ロ パ ゲ
ー

シ ョ ン （BP ）

に つ い て ，そ の 構成法を ［6］に 基 づ い て 議論 す る．

　本節 で は，正 準 分 布 に基 づ く定 式化 を行 う．こ の とき，

ハ ミル トニ ア ンに は レ プ リカ解析 で 出発点 に した （4．1）を

少 し修正 して

　　H （1），Jls，
r ）

一 一 Σ D
（i、．

・・卿 、，…，ゴ。＞
J
〈i、，…，卿 、，…轟 〉

　 　 　 （1‘　｝　，　P　P　g‘k　@iゴ1　，　層　卩　．　，ゴL

　　 　xSii …3 ‘ κ

η
、 …

L 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 　　　（5

3） を 採用 する ものとす る ．今 回 は ， ボ ンド 」 に 関

る ラ ン ダム 平 均を 実 行 しな いの で， ハ ミ ルトニアン（5 ，

j を 存 在 する ボ ンドに対しての指St 　Pt　
＝
＝ 　 1 ， … ， Mに

いて

き 直 し て 　 　 　

　　　　　 　M 　
　 　　 H （JIS，r ）

一 Σ

iJ．IS，r） 　

　
　

　　　　　　”G1 　
　 　　　　

　　　一
J 。 rl 　 Si 　 rb 　　　　　　　　　 　P＝＝1 　　1 ∈

i μ ）　　 ゴ ∈ J
（

μ ） と

る．ボンドJp は
も
ちろ ん 　 　　

　 　 　 Jp ＝ H ξ i 　 Hく」 　　　　　　　　　

‘∈1（P

　　ゴ∈」

μ ） （5 ．4 ） （ 5．5） のことである， こう し ておけ

，Bolt

nann 重み が簡単に 表 現で きて
　
　　　　ω B（ JNStr ＞＝exp（一β

iJ μ 1s ， r ） ）　　　　（ 5 ・6 ） となる ． この 系

は， 2 種 類 のス ピン変
数

Si ，ηが状態 を 記 述し てい

ので，Jp の確率分布を

価 す る と き に も 2 種 類 の

助的な確率分布 　　　　　 　　　　　　　N 　　　　　P 〔 Sl ｛」 。≠。｝）

・　fi　p（S・1｛Jv≠

｝）　（5・7） 　
　　　　　　　　　　　篇1 　　 　　　 P（・1｛

D ≠ 。 ｝ ） − Hp （ r 」 1 ｛J ・

。｝） 　 （5 ・8 ） 　 　　　　　　　　 　 　 　」＝1
  ｱ入する必要 がある．重み （5 ． 6 》 を用 い る と，確率分 布 （5 ．

j ，（ 5 ．8 ） の 中でス ピ ン変数 Sの ce　 k 成分の 値S

ｪ 既 与 のと き

ボン
ドの第μ成分の値がJμである確からし

さ を 与 え る 重 み が 　 Weff （JM 　Sk 　，

Jv ≠ P｝） 　
　
　　　　　　　　N　　 　　　　　　　　　M ；

w ・（」 ．ls，r）np （s・ 1｛」卿｝）np （刎｛」・≠。

） 　｛S − k ｝，　　　　　　　　i ≠k 　 　　　　　

　　ゴ＝ 1 　　　　 　　　 　　　　　　 　　 　 　
　　

　 　 （5 ． 9

と評価できる．復号化の枠組では，事 前分布（メッセージ のバイ ア

） 　 　 　 　 　 　P ・ （ ・・ ） 　 一　 ；（ ・＋ ・an

F ・ ・Sj

　（・…〉 が既知であ
るので，スピン 変数 Sに関 する確率分布は評 価

き て P （ s ・ 1 ｛ ゐ ≠ 。 ｝ ）三

。kPe （5のH臨（」。1s ・，｛」・≠・｝）　　　

　　　 　　　　 　 　 v
≠ μ 　 　　 　　　　　　　 　　

　　　　　　　　 　（

D11） と表せる ．ま
ここで，補助的に導入した確率分布に関す る 局 所 磁場を導入
て 　 　 　

@＋　SkmE
k 　

　 　　　　　　− P （s， 1｛J 。≠

｝）　　　

5 ユ 2） 　 　 　 　 　 2 　　　 1 ＋ 撃 転 ・陥（J 。 1 ・・ ，
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など と定義す る．た だ し， α幽 ， a雌
は 規格化 因子で

・認一 Σ ・
・（5川 陥 （ゐ 1… ｛周 ）

（，．14）
　 　 　 Sk＝士1　 　 　 　 　 　 　 　 　 レ≠μ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N 　　　　　　　　　　　　M

a；量
一Σ ω ・ （」。ls，・ ）np（Si「｛ゐ≠。｝）Hp〔T ，1｛」。≠。｝）

　 　 　 s，　　　　　　　　　　　藍≠ k 　　　　　　　　　　　ゴ＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．15）

を満た し て い る ．ス ピ ン 変数 τ につ い て も同様に 議論し

て ，mPt と thE
‘
を定義する こ とが で きる．結局 ， 平均場方

程式 とし て

・ lik− 一 儲 一
・

鴫 ・ ・）
唖 一 儲 一 隅 ）
峨 ＝ 」

、 Hm 。
、 H 暢

　 　 　　 ‘∈「（μ）／k　　　ゴ∈ J〔μ｝

in：1＝J
。 Hm 。iH 輪

　 　 　　 塾∈「〔μ）　　　ゴ∈」（P ）／‘

（5．16）

（5．17）

試行の平均で評価 した．また，誤差は極めて小 さい の で 誤

差棒は省略 した．図 7．1で は メ ッ セージの バ イア ス ∫s を

変化 させ た ときに ，強磁性相 （復号化 が 成功 す る状 態）と

常磁性相 （復号化が 失敗する状態）の 1 次転移が起 こ る 相

境界を評価 した．バ イア ス が ない 場 合 （＋ ）とあ る 場 合 （◇）

の TAP 方程式に よる評価に 加えて ，バ イア ス が ある 場合

の 鞍点方程式の 評価 （口）が 描か れ て い る．ただ し，強磁

性相の 引き込み領 域 は非常 に小 さ く，事前知識 な しに こ の

相を探索する こ とは実質的に不可 能に な っ て い る．図 72

で は メ ッ セージの バ イア ス がな い とき（∫、
＝＝・O．5），復号化

に 対応 した安定な強磁性解に加えて準安定な強磁性解が 出

現す る線（ス ピノーダル 線）を鞍点方程式 （◇）と TAP 方程

式 （＋）に よ っ て 評 価 した．ス ピノ ーダル 線 （◇）よ り左下 で

は，強磁 性解が 唯
一
安定で あ る の で 初期条件 に 関わ らず，

TAP 方程式 に よ っ て こ の 相を探 索す る こ とが で きる，つ

まり，こ れ が実 用上 の 復号化の 限 界を与え る．

（5．18）　　 BP が 収束する まで に か か る計算量 は経験 的 に 0 （N ＞で ，

　　　　 十 分実用 に 耐える 復号化法で ある と い える ．こ の 計 算 コ ス

（5．19）　　トの 劇 的 な削減は，ス ピン変数 S の 事後分布平均を近似

　　　　 的に 評価 した 結果 で あ る．
を得 る（β → co ）．い ままで の 議論の ように，補助的な確率

分布 を用い た平均場 方程式の 構成は Thouless，　Andersen，
palmerとい う3 人の 物理学者 に よっ て初めて な され た と

考えられ る．そ のた め，こ の 種の 平均場 方程 式は TAP 方

程式 と呼ば れ て い る 112］．
　BP で は TAP 方程式（5，16）一（5．19）が 復号化 の ア

ル ゴ リ ズ ム を 記 述 し て い る ，つ ま り，パ ラ メ
ー

タ

  葺卸
鵬 再p 抗葺齢

航簸を メ ッ セ
ージ と ノ イズの バ イアス に

関す る事前知識 を反 映 させ た適 当 な初 期値，例 えば

峨 一t・nh （F ，），　mE 、　
一　tanh（Fn），鴫 一〇，暢 、

− 0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5，20）

に 設 定 し，TAP 方 程式 を同 期的 に 繰 り返 し適 用 して い く

こ とに よ っ て 収束させ る．そ して．
，

メ ッ セージ の 事後分布

平均 を近似 的 に

・ 歪一 儲一 島・ Fs）
と計算 し ， 最 終的 な メ ッ セージ の推 定値 として

ξ：
｝pt ＝sign （γπ『）

］

o、9

　 　 a6

罍
　 　 a4o

．2

■

Sumanbeund 　
τ＾課 鵝 ；：
　 TAHh ；■麓dレ　 ロ

（521 ）

（5・22）

を得 る．こ の と き，
ス ピ ン 変数 5 の 事後 分布平均 の 近似

値（5．21）が 厳 密 な事 後 分 布平 均 の 値 （5．1）に
一
致 し て い れ

ば，BP は Bayes 最 適な 復号化法 を与えて い る．

　図 7 に，第 4 章で す で に 示 した レ プ リ カ 法 に よ る 鞍点

方程 式 の 評価 と本節で 構成 し た BP に よ る復号化 に よる

最大情報伝送率の 比 較 を行 っ た．こ の とき，メ ッ セ
ー

ジ は

N ＝ 10000 の 大きさで
，
TAP 方程式に よる復号化 は 10

　 　 　 　 　 0
　 　 　 　 　 0　　　　 01　　　　 01 　　　　0．3　　　　e、4　　　　0．5
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P

図 7．1　 メ ッ セ
ー

ジの バ イ ア ス fsを 変化 させ た と

きに，強 磁 性 相 （復 号 化 が 成 功 す る状 態）と常磁性

相 〔復号化が失敗す る状態）の 1次転移が 起こ る相 境

界を評価 した．バ イア ス が ない 場合 （＋ ）とある場合

（o ）の TAP 方程式に よる 評価に加えて，バ イア ス が

ある場合の 鞍点方程式の 評価 （口）が 描か れ て い る．

o．8o

、6o

．4
■

O
　 o

　 o

　 　 ◆

Shnmbound −
　 　 　 ms 　◎
　 　 TAP　＋

　 　 　 　 o．2
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ■

　 　 　 　 　 0
　 　 　 　 　 0　　　　 0．1　　　　0．2　　　　凱 3　　　　0．4　　　　a，5
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P

図 7．2　 メ ッ セ
ー

ジ の バ イアス がな い とき （∫、＝

0．5），復号化に 対応 した安定 な強磁性 解に加 えて準

安定な 強磁性解が 出現する線 （ス ビ ノーダル 線）を鞍

点方程式 （◇）と TAP 方程式 〔＋）に よ っ て評価 した．

図 7BP
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5．2　ビ リ
ー

フ ・プロ パ ゲ
ー

シ ョ ン と平均場近似　　謝辞

　前節の 結果か ら，BP は TAP 方程式（5．16）一（5．19）を （事

前 知識 を反映 させ た）パ ラ メ
ータの 適 当 な初期値か ら同期

的に 更新 して い くア ル ゴ リズ ム で ある こ とが 理 解で きる．

この とき，TAP 方程式（5．16）一（5．19）が 近似 的 に構成 した

エ ン トロ ピー
密度（4．42）の 鞍点方程式（4．43）一（4．46）と

一
致

して い る事実は 注目に値す る．4．3 節の 議論を参考 にすれ

ば ， LDPC 符号の レ プ リカ解析（平均場理論）と TAP 方程

式の 方法 （平均場近似）の 与 える結果は 同
一

で あ る と強 く

予想 で きる．レ プ リカ解析が Bayes最 適な復号化法に基づ

い て い る こ とを思い 出せ ば，TAP 方程式に よ っ て 情報 を

縮 約して計算量 的 な節約を行 っ た BP は
， 熱力学的極限で

Bayes最適戦略に
一

致す る こ とに なる．実際，図 7 は BP

の 極 め て高 い 性 能を示 して い る，つ ま り，BP は 理論 的 な

保証が 存在す る 有用な復号化技術な の で ある．

　指導教 官の樺島祥介先生 に は ，レ プ リ カ法や TAP 方程

式などラ ン ダム 系の 物理 学の 基礎的な技術を粘 り強 く指導

し て い た だ き，研 究全般 の 方 向づ け を し て 頂 きました．物

理 学 科の 西 森秀稔 先 生 には，学 部時代か らセ ミ ナー
に 参加

させ て い た だ くな ど 大変 お 世話 にな りま した．また，樺 島

研 究室の 嶋崎政
一

君 をは じめ，中村一尊 君，佐塚直也君 に

は，い ろ い ろ な議論を通 して 貴 重 なア ド バ イス を受 け ま し

た．こ の 他，こ こ に は 紹介 し きれ なか っ た けれ どお 世 話に

な っ た 方 々 に 心 か らお 礼 申し上 げ ます．
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　付録

A 　 レプ リ カ法 に よ る エ ン トロ ピ ー
密度の評価

　ハ ミル トニ ア ン （4．1）よ り，分配 関数は θ 関数を用い て

　　　　　　　　　　・ … 一

多
一 ・（

　 N 　　　　　 　 M

Fs Σ⊃s・ ＋ Fn Σ⊃r
」

　 i＝1　　　　　　 」
＝1 ）菖・（・誌翻 　 ・A1 ・

と表現で きる．本文中にあ る よ うに，こ こ でゲージ変換（4，10）を行 うと

　　　　　　　　　一 ；，・
・x ・（

　 N 　 　　　　　　 M

F．ΣξiSi ＋ F． Σζjrj
　 撮1　 　　　　 ゴ＝且 ）蜘 、測 　 ・…

とな り， 交換相 互作用の 形式が 簡単にな る．もちろ ん，その 代償として メ ッ セージ とノ イズ の 事前分布に ラ ン ダ ム 変数ξ，

ζが 含まれ る よ うに なる．さ らに ，
ス パ ー

ス テ ン ソ ル D を導入して ，サ イ トの 指標に 注 目 した 表現をとる こ とにす れ ば

　　　　　　　τ！（ξ，ζ，1））

　　　　　　一

Σ
即 （

　 ハノ　　　　　　　 ハゴ

F
・ Σξ，5‘ ＋ F・ ΣζゴTj

　 d＝1　 　 　 　 　 ゴ曽1 ）
　　　　　　　×　　 H　　　［1

− D＜｛、、＿，iff；ゴr，＿，jL｝＋ D
＜i、、＿，iKlj、，＿，jL）e （Si1…Si

κ
・T

」1
…T」L ）］　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （A ．3）

　 　 　 　 　 　 　 　 ζil，…　，iK ；jlT…　rjL ＞

と変形する こ とは容易で ある．こ こ で ， 通 常の レ プ リカ法の 処方 箋に従 っ て

　　　　　　　 〈τ／（ξ，ζ，D）
n
＞　，，D

　　　　　　　−

、罵 ←纏 書岬）〉〈・ ・ ←鰺 ）〉
　　　　　　　　

・ 〈認 の 真｛1＋1・ 一 … （曙 鰐
…鋤

D

偲 ・

を計算す る の が 当面 の 目標 に な る が ，事前分布に 関する 項は す ぐに求 ま っ て

　　　　　　←・p（・書・・婁・う〉一重｛f・・exp （・書・う… 一
・f…exp （一・ 婁・う｝ ・A …

な どを得る ．問題 な の は ス パ ース テ ン ソ ル D の 処理で あるが，Wong −Sherringtonの 方法に従えば

〈認 。 ，意悼 ・ ・一 … 風 噴
・・
周 ＞

D

− N
−・

瓢・（　　　Σ D
｛・fe，．，、。 、j、，．i」L ＞

− 0

｛‘b …，iKiゴ1ド
・・，ゴL ） ）蓮・（。，蔦∵

・ 一 一
・）

　　　  ．．
．幕．

，。 、ム｛
・＋1… 一・

一 ・（・・…
嘱

・・
境

一・・｝　 　 ・A ・・）

を評価する こ とが で きる，ただ し

N 細 。 ，．蔦∵
一 … K ・」・・．・・一 ・）羝・（認 。 ，

D
− 一 う・…

一 891 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

BusseiKenkyu

　　 村山　 立 人

　　　 は 規格化定数で あ る ．規 格化 定 数 N を評 価 す る に は ，まず Kronecker の δ関数が

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
2 π dλ iλ＝

　　　 と積分表示で きる こ と を利用する．する と（A ．7）は

　　　　　　一 憩・（認 詔
一 一

σ 燕 蕊

　　　　　　　一 瓢｛傷 ・ 蠹

　　　　　　　　・薫｛降 ・ i・
」 蕊

　　　　　　　一套｛∬窺 叫燕
％

窒 曲

　　　　　　　　・ 薬｛。濕 　　　　重　鳳

　　　　　　　一 套｛ズ窒 軌

｝燕
翫

祭 恥

　　　　　　　　・ Σ　 H
　 　 　 　 　 　 　 　 　 D 　くi1，…　脚琶κ ；ゴ1，…，jL｝

　　　と表現で きる，さ らに Zi　＝・　eiλ・，｝Yj＝eU 」 な ど と zav．
・て 置換積分 を実行すれ ば

　　　　磁 ｛繰 ・r御

蝋　
側

  意 。 、

　　　　　　一 自驃 町 叫 重雛 圃

幅 」王，謁

（・＋ Zii… z… Y
・・

　
’

　　　 を得る．こ の と き ， 熱力学的極限 で は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H ［1＋ （z・、
… Ziズ ｝り、

…｝G−。）】
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｛il，…，‘κ iゴ1 脚…pゴL ｝

　　　　　　　　　　　　　　　一 ・［　　　Σ 1・ ｛1＋ （Zi、

… Ziズ Y
」，
…

巧∂
1‘1，…，‘κ …jlド

・・，ゴL ｝

｝］
　　　　　　　　　　　　　　　… ［認 漁 嬬

… Y
・・ … 高次項・］

　　　 と展開 して 高次項が 無視で きる．す る と

　　　　　　　一 垂縢
一

｝蓮｛撫
一

｝− G驫，，、． 、
　
…

… z… Y
」i
… Y

・・）
　 　 　 となる．さ らに

　　　　　　　　　　　　　　　　　　素（Σ z，

i＝1 ）
K

一

黒 解
・ ・獺

　　　　　　　　　　　　　　　　　　糊
L

一

蠡 一 低次項・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 − 892 一

　　　　　　　・（・ ）−f。 　 　 　 　 　 　 （・ ・）

　　　　　　　　　　　　）・G 耐

・
栴 一 一

・）
卜（　　　Σ D

｛・，i、，．，嚇 …，九 ｝
一σ

（i2，…，IK ；jl，…，九 〉 ）］｝
［G　，、． ，

D
… ，一 凋

一・）］｝
｛f。　 ｝

，、。 、

・
… D

・・ 一 ，・・）｝｛｛、、， ，、。 、

・
・ 」D“ ，・一 … ）｝

｛f。　 ｝
｛（e

’λ‘1 … e
‘A‘・ e

‘λh … ei
）LiL

）
D

｛‘’ジ’「・’・ ：’t・’「’・」・ 》

｝　 　 　 　 （。．9）

｛〆撫
《 L ＋ 】

｝　　　 ｛（z・・

… Zi
・
Y
・・

…
  ）

D
・｛・…繭

・・・
… ｝

｛〆　　 ｝　　　　　　
一
  ）　　 （A … ）

（A．11＞

（A ．12）

（A ．13）

（A ．14）
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と展開 した とき
・ 熱力学的極限 で

『
低 次項の 貢献が鯱 で きる・よっ て

　　　　　　　N
＝童｛襟 ・r（σ＋ ”

｝囂｛ノ「砦｝7鯉）

｝一一Pトき（≦＿、

　Zi）
κ

h（薯】6）1　　　　（A　15＞
と なる．こ こ で ，恒等式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・− 1・ ・（
N

Σ
’
z・

−
9

i＝1 ）　 　 　 ・A ・・6・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・ −f… （毒・一う　　　　 （… 7）

を利用して，δ関数を積分 表示 す れば

N −1・・（翕殉 1・ ・（毒舶 障
一 ・

｝囂｛磯 州 一 （鑑）
一何 嘉即 ［・（シーう］例 艶 1（毒・

一

］
・套｛繰 π

（σ＋1）

｝重｛儺
・L＋ 1・

｝ex ・（鑑）
− 1・劇 艦 ・ ・ （需 ＋ →鄭〆籌｛ ・・4・，・］羝降

一 ・
exp ・・y」・］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A ，18）

とな る．複素積分 を実行す る と

　　　　　　　　　　　　　　　　　自［儺
一

・ ・叫 （S9）
N

　 　 ・A ・19・

　　　　　　　　　　　　　　　　　廷［縹 写
（L ＋ 1）

・xp 叫 （芸）
M

　　　　 （A ・…

と な るの で

　　　　　　　　・ 櫑 、｛・x ・［鑑
一

・G− ・・… 1・ ・
− N ・n・・ ）・ MLI ・ ・− Mln ・L・）］｝　 ・A ・…

を得 る．こ の と き，鞍 点条件 よ り

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 NC

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q
＝
T 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （A22 ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a− ，轟 蓑　 　 　 　 　 … 23・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ML
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r ＝

〒 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A ．24）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 r

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・一

、ぎ≒1，給 　 　 　 　 　 （・・25・

が 成立 して い る の で ，規格化定数は 結局

　　　　　　　　　　　　　　　　N − （誓ブ 
M

− ・（懸 ・G− →　 　 ・・ 26・

とな る．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
− 893 −

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N 工工
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　規 格 化 定数 N の 計算 と同 じ方針で，（A ．6）を評価で きる．実際

　 　 　 　 　 　・
FiK ；ゴ1 ゲ

・・，ゴム ＞a ＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D

　 　 　 　 　 　 　 N　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M

　　− N
−’

ΣH 　Σ D
｛・，・，，・『『鮒 。

…，」。 ）
一σ H 　Σ

　 　 　 　 　 　 D 　i≡1　　　　　 ・，tK ；ゴ1 ，…、jL＞　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ゴ＝1　　　　　
・，↓κ ；ゴ1 ，・・

　　　・　 rl　 ti　1 ＋｝D 〈i、，．、・。 、ゴ、，…，ゴ。 〉（蟹 …
磯 略

　 　 　 　 （iiコ…　，iK ；ゴ1，…　】jL）α ＝1

　　・・N
−

・

Σn 争・xp 　 Σ
　 　 　 　 　 　 P 　盛冒1　　　　　　　　　　　　　　　…，魯κ ｝ゴ艮 1

…

　 　 　 　 M

　　　・ n 穿・・P・1・λ」 　 Σ
　 　 　 　 」＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

・・
1iKij2 ：・・

　　　・　 H　 tir　1 ＋IDI・， ．
．，・。 、」、，．．、・，j。〉（5窺…

艦
・
壌

…
喘

一1）
　 　 　 　 （il，…，tKl ゴ1，…，jL＞α ＝1
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C 　秩序関数 とパ ラ メ ー タ分布
1

　K ＝L ＝2
，
0 　＝＝　4 の 場合に 臨界点 （ス ピノ

ーダ ル 点 p、）近 傍で 求ま る秩序関数 を レプ リカ法 （左）と TAP 方程式 （右）
で数値的に評 価 した．レプ リカ法 に よる評 価で は，各々 の秩序関数を 区間［−1，1］を 1001個 の 短冊 に分割 した ヒ ス トグ

ラ ム で 表現 し，1 ス テ ッ プ 1000000 回の MonteCarlo 法で 鞍点方程式（4．24）〈4．27）を 100000 回繰 り返し評価 して 収束 さ

せ た．TAP 方程式 に よ る評 価で は，　 N ＝ 10000（M ＝ 20000）の系に対 して西 森条件を考慮 した初 期条件か ら 10000 回

TAP 方程式（5、17）一（5．20）を繰 り返 し，収束解 を求め た．
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図 6： 秩序 関数 とパ ラ メ
ー

タ分布
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