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ス ピ ン梯子系の 対称性 の 破れ に つ い て

松井　卓 （九大 ・数理）

1　 状態の Split性

　こ こ で は 、 各格子点で ス ピ ン 圭の 自由度 を持ち、足 の 数が 奇数 の ス ピ ン梯子系で は 、 な

ぜ相関関数の減少が緩や かで あ るか を考 察する 。 方法は作用素環の 最近の 結果 （1型因子環

の シ フ ト）を使 う。 以下で は 、
ハ ミル トニ ア ン の 固有状態を求め性質を議論するの で は な

く、 純粋状態の 相関関数が split 性 とい う条件を満た す と対称性の 破れが 自動的に起きる こ

とを示す 。 個 々 の ハ ミル トニ ア ン 特殊性 に よ らず 、 量子力 学的状態の ある クラス に つ い て

の 性質の 研究で ある とい う点で 以 下 の 結果は普遍性が あ る 。 しか し 、実際の 実験解析で 使

われ るハ ミル トニ ア ン に つ い て は 、 何の 情報 もえ られ な い とい う欠点が あ り、 kinematical

な議論で あ る も言え よ う。 ス ピン 梯子系の 研究は
、 実験 、 理論の 両方で 過去数年さかん に

行われ て きた 。 それ らの 成果に つ い て は 、（少 し古い が ）E．DagottoとT ．M ．Riceの レ ヴュ
ー

［3］を見て い ただ くこ とに して 、 数学的定式化か ら説明す る 。

　こ こで は無限系 を考察する 。 正 の 自然数 n に 対 して Ln を以下 で 定め る 。

　　　　　　　　　L
・

：：： ｛（ゴ，
・） ・ Z21 ゴ・ Z ・ 一 ・

，
2β…・n ｝

自然数 π は 、 梯子の 足の 数で ある 。 簡単の ため Ln の 各格子点には ス ピン 去の 自由度が の っ

て い る とするが 、 以下の 議論 は並進不変性 を保 ちなが ら格子点ご とにあるス ピ ン 自由度 の

大 きさを変えて もよい
。 （二 何番 目の 足 に格子点が あ るか を示す α に よ っ て ス ピ ン の 大 き

さを変えて もよい 。 ）格子点 （ゴ，
α）∈ Ln で の パ ウ リス ピ ン行列を σ9μ ）

（α ＝ x
， y ，

　z ）で あ

らわす 。 ス ピン作用素の なす代数 ，4 を

　　　　　　　　　　　　　　　　A ；   M ・（c ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ln

で 定め る 。 （M2 （C）は 、 2行 2列複 素正方行列全体を表す。 ）また 、 η は格子上 の jシ フ ト

とす る 。
つ まり 7j は 、 A の うえの 自己同型で

η（σ
（k ・

a ）
　 α ）一 ・9＋k ，“ ）

で 定 まる 。 さ らに A の 部分代数ノ娩 を非負の ゴ（ゴ＝ 0
，
1

，
2

，
3．．．）の 格子点上の 物理量の なす

代数 と定め る 。 （言い 換 え る と ．4R は 非負の ゴの σ9μ 〉で 生 成 され る部分代数 ）また ん を

負の 」（ゴ＝ − 1
，

− 2
，
　
− 3＿）の 格子点上の 物理量の なす代数とす る 。 AR （．4L）は 、右 （左 ）

半無限領域で の 観測量全体で す る と ，4 ＝ ．4L   ．4R で あ る 。
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　 ここで は 、状態 と言 うとベ ク トル で は な くベ ク トル か ら定まる局所物理量の 期待値の こ

と とす る 。 よ り正確には くρが 、A の 状態で あ る とは 、　q （1）＝ 1 と 、 任意の 局所物理量 Q
に つ い て q （Q’

（？）≧ 0 をみ た し 、 A か ら複素数へ の 線形写像で ある こ と とする 。 A の 状態

q の v4R へ の 制限を qR 、 ．AL へ の 制限 を 9b と書 くこ とにする 。

一
般 に A の 状態 g をあ る

領域　A ⊂ Ln　に制限して考える と きgOAと書 くこ とにする 。

　通常、ス ピン 梯子系の研究で は 1次元系の ハ ミル トニ ア ン を何 らかの 意味で解 き、 基底

状態を求め 、
ス ペ ク トル や 2点相関関数の 減衰 、 並進不変性の 破れ を研究するわけで 、

こ

れ に従い
、 主に 状態としては 純粋状態を考える 。

　ある ハ ミル トニ ア ン の 基底状態 g で 2 点相関関数の 指数的減少する と仮定する 。
つ ま り

物理量 Q，
と Q2に つ い て 2 点関数の 収束

lim　9（Q17k（Q2））＝ 9 （ei）9（Q2）
k → oo

が早 い
。 ψ（一。 。

，o】∪【k ，
。 。 ｝、　g（一。 。 ，o］と

くρlk，。。）
は、状態 q をそれぞれ ｛σla ）∈ Ln　lゴ∈ （

− oo
，
O｝U

【k， OQ ）｝｛（ゴ，α）∈ L π け∈ （− oo
，
0］｝｛（ゴ，

　a）∈ Ln　i　j∈ lk，　oc 〕｝の 領域に制限 した状態 とす る 。

する と十分大 きな距離 k だ け離れ 2 つ の 異 なる領域 （− oo
，
0］、［k，

　OQ ）に 限 っ て 状態 p をみ

る とほぼ 統計的な独立性が ある と解釈で きる 。
こ れ は 、 g（

一
。 。 ，o］u ［k，。 。 ）

は 、　g（
一

。 。 ρ】op　g［k，。 。 ）

に近い とい うこ とで ある 。 指数的減少する 2点相関関数を持つ 状態は積状態に 近い とい う

考え方を次の よ うに
一

般化 して考える 。

定義 1．1 並 進不変な状 態 ψが 、 split で あ る とは 、 次が 成立 す る こ と 。

無 ll劉呈、 ひ・  ・恥   ）’q （Q」）q（・Ri））＝ ° （1．1）

ただ し上 の 式で （？は 、任意の A に属す る局所物理量で ノ ル ム IIQIIが 1以 下の もの とす

る 。 任意の ．4 の 元 Q は 、AL の 元 Qゴ
と AR の 元 k 及び複 素数 物 を用い

　　　　　　　　　Q ＝ Σ　or、j　Q」　R ， 物 ∈ cgj ∈ ん k ∈ A 。．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i“
’

の 形で い つ も表わ され るの で 、
こ の 形で Q で 表わ して （1．1丿を考える 。

こ の split とい う条件は 、

一
見 した だ けで は 、 どれ だ け

一
般 的か 、 或 い は 、 どれだ け特殊

かは明らか で は ない
。 しか し 2 点相関関数が 指数的減少する基底状態で 数学的厳密に扱え

る例は ほ とん ど全て split 条件をみ たす 。 例 えば 、 梯子系で は な い が 、
ス ピ ン 1 で ハ ル デ ー

ン予 想 を肯定的に した A田eck 　Kennedy 　Lieb　Tasaki模型 （AKLT 模型 ）の 基底状態は split

で ある 。 こ こで AKLT 模型 とは次の ハ ミル トニ ア ン で 与え られ る 。

H −
．量｛（S

・・）S・・＋ 1・
）・1（3ω 8・」…

）
・

｝
　 　 」

＝：− oc

た だ し S£」）（α ＝ x
， y ，

　z）はサ イ トjで の ス ピ ン 1作用素 とする と

（s
（3）s（ゴ＋ 1）

）− 5壬ゴ〕確
＋ 1）

＋ s！
ゴ）
碑

＋ 1）
＋ 3！

の
碑

＋ 1）
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で ある 。

　一
般に 1 次元短距離相互 作用の ハ ミル トニ ア ン か ら定まるギ ッブ ス状態は 、split 条件 を

み たす 。

　AKLT 模型の 数学的性質を一
般化 して 次の 結果 を得た 。 並進不変ハ ミル トニ ア ン を考

える 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 oo

　　　　　　　　　　　　　　H ＝ Σ h
ゴ 乃（ho）＝ んゴ 　 　 　 　 　 （1・2）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ＝− oo

ただ し 楊は サ イ ト」とj＋ 1の 相互作用 （最近接相 互作用 ）とす る 。

命題 1．2 （1，2丿で 表わ され る ハ ミ ル トニ ア ン の 並進不変基底状態 ψ を考える 。
ハ ミル トニ

ア ン につ い て 次の 2条件を仮定する 。

ω　有限体積で の ハ ミル トニ ア ン の 基底状態の 次元は体積に よ らずある ta　kよ り小 さい 。

こ こで有 限体積 で の ハ ミル トニ ア ン H
［N ，岡 は

　 　 　 　 M − 1

H
障 ］

＝ Σ ん」

　 　 　 　 ゴ＝1V

とする 。

（ii）　hoの 最低固有値を inf　spec 　hoとお くと

9 （hj）＝

〜o（ho）＝ inf　spec 　ho （1．3）

こ れ らの 仮定 ri）（ii）が 成立す る と き v は split条件 をみ たす 。

　命題 1．2．で 条件 （i）は 、 反強磁性系で た い が い 成 立する 。 条件 （ii）は 、有限体積で の ハ ミ

ル トニ ア ン H
［N ，M ］

の 基底状態エ ネル ギ ーが 、 ち ょ うど体積 M − N に比例す る とい う条件

と等価 で ある 。 実は命題 1．2．の 仮定 （i）（ii）が 成 り立 つ とき基底状 態は matrix 　product 状

態 （AKLT の valence 　bond　state の
一

般化 ）で 必ず表わ され る こ とが証 明で きる 。

　split 条件をみ たす別の 例 として （ギ ャ ッ プの あ る ）XXZ 摸型 をあげよ う。 XXZ 模型の

ハ ミル トニ ア ン Hxxz は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　　　　　　Hxxz 一 Σ ｛・！j）・9＋1〕
＋ ・3）

・y＋ ’）
＋ △・y）

・9’1）
｝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ＝・− oo

パ ラ メ
ー

タ ム が 十分に大 きい と きは基底状態は 2 つ あ りど ちらも split 条件 をみ たす 。 こ

の 場合 、基底状態は 2 次元古典ス ピン 系の 平衡状 態の 1次元格子へ の 射影 として 表され 、

もしハ ミル トニ ア ン の 古典イジ ン グの 項が十分大 きい と 1次元短距離古典ス ピ ン 系の 平衡

状態 と等価 とな り、split 性が 成立す る 。 ス ピン 蹇の XXZ 模型 は可解模 型で あるが 、　split

条件は 、 今 の とこ ろ 、 厳 密 に は 、 十分 に大 きい △ で しか証 明で きて い ない
。 しか し直感的

に は △ ＞ 1 をみ たす任意の △ で split 条件が 成立す る と思わ れ る 。

　
一
方 、 split 条件をみ た さな い 基底状態の 例は 、 （数学的厳密なレ ベ ル で は ）あ ま り知ら

れ て ない
。 XXZ 模型の 場合 △ ＝ 0 の XY 模型で は基 底状態は split 条件をみ た さない こ と

が 証明で きる 。 お そ ら く一1 ＜ △ ≦ 1 で も split 条件をみた さな い と予想 して い る 。
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予想 L3 状 ue　p は 、 ある並 進不変 なハ ミル トニ ア ン の 並進不変純粋基底状態とする 。
ハ

ミル トニ ア ン の ス ペ ク トル は ギ ャ ッ プ を もち、 2 点相関関数が 指数的減少する な ら p は 、

split 条件 をみ たす 。

以上 の 観点か ら 、や や乱暴だ が 、反強磁性 ス ピ ン梯子系の 基底状態 は 、お そ ら くsplit 条

件をみ たすで あ ろ うと予想 され る 。 そ こで 以下 で は split 条件 をみ たすス ピン梯子系の純

粋状 態を考える こ とにす る 。

2　 対称性 の破れ

　Ln 上 の ス ピ ン 梯子系に戻る 。 梯子 の 足の 数の 偶奇で 系の 性質が 異なるの は split 条件 と

次の よ うに関係する。各格子点には ス ピン 壱の 自由度が の っ て い る場合を考える 。 物理 量

の なす代数 ．4の 上 には 自然に （大局的）ゲ ージ群 SU （2）の 作用βg （g ∈ SU （2））が 定まる 。

定理 2．1 梯子の 足の 数が 奇数の ス ピ ン梯子系を考える 。 もし純粋状態 g が 、 並進不変で

split 条件をみ たせ ば 、　SU （2）ゲ
ージ不変で ない 。

つ ま り、あ る SU （2）の 元 g ∈ Sσ（2）が

あ り

　　　　　　　　　　　　　　　　　 P 。 β9 ≠β9

こ の 定理 よ り、足 の 数が 奇数の と き、純粋状 態 q は

（i）並進不変で ない （ii）　 split 条件 をみ た さない 　、又は （iii）SU （2）ゲ
ージ不変で ない

の い ずれ か が 成立 す る 。 定理 2．1で は状 態が反強磁 性系の 基底状 態で ある こ とは 仮定 して

い ない
。 反強磁性系の 基底状態で は 、 量子論的な揺 らぎが 大 きい た め古典ス ピ ン 系の 高温

状態に近い 性質を示す と信 じられて い る。特に SU （2）ゲ
ージ不変性は破れ な い と思われ て

い る の で （i）並進不変性が 破れ 周期 2 の 状態が あ らわれ るか 、（ii）の split 条件の 破れ る 、
の

い ずれかで ある と思 われ る 。 予想 1．3が 正 しけれ ば 、 （ii）の split 条件の 破れ る場合は 、
ス

ペ ク トル ギ ャ ッ プ は 閉じ 2 点相関関数は緩や か に減衰する こ とに な り実験お よび厳密対角

化、密度行列繰 り込 み群 など の 結果 と一
致す る 。

　定理 2．1が 成立する理 由は 、

一
般に split 条件をみた す純粋状態は次の 意味で Matrix・Prod−

uct 状 態で ある ため で ある 。
ス ピ ン 梯子系を離れ 、

一般の 1次元ス ピ ン 系を考え る 。 ”
‘tを 、

1 サ イ トの 自由度が 、 d行 d 列の 正方行列 Md （C ）の 1次元ス ピ ン 系の 観測可能量なす代数

とす る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　A ＝   ル萄（c ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Z

また
、 G を連結 、 単連結半単純 コ ン パ ク ト リ

ー群 とし 、 G の d 次元ユ ニ タ リ
ー表現 Td が

d 次元ベ ク トル 空 間Vd上にあ る とする 。 さ らに 、
こ の Vd の 表現か ら G の 大局的ゲ ージ変

換が A が定 まるが 、こ れ を SU （2）の 時と同 じ くβg と書 く。

定理 2．2 ．4 の 純粋状態 q が 、 並進不変で split 条件をみたす とす る 。

　こ の とき 、 ある ヒ ル ベ ル ト空間 κ 、 κ か ら Vd　op　KJへ の 線形作用素 A 、及び κ 上 の 密度

行列 ρが存在 し以下 をみ た す。

　　　　　　　　　　　　　　　　　 A
’

A ； 1κ
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全 て の κ 上の 作用素 Q に つ い て

tr（ρ・4
＊

（lv，
  （〜）A ）＝　tr（pQ ）

こ こで 1κ と lv
，
は κ と Vd の 恒等作用 素で Q は任意の κ の 作用素。　Md （C ）の 行列 R に対

して ER を次式で 定め る 。

　　　　　　　　　　　　　　 ER （Q）＝ A ’

（R   Q）A

こ の 記号を使 うと 、 epは 、 次式で 与えられ る
。

sc）（1v，　OP　Rl　

’
  R 、＿凡 。   lv

，）＝ tr（ρER 、
。 ER

、
。 ＿ER − （1κ）） （2．1）

もし状態 ψが 、 ゲ ージ 不変な ら （g ・ βg
＝ v が 、 全て の g で 成立するな ら丿κ 上 に G の ユ

ニ タ リー表現 π κ が あ り、 作用 素 A は 、 以下 の 意味で 、 C の ユ ニ タ リー表現 の intertω iner

で ある 。

　　　　　　　　　　　　　 π d（9）  πκ（9）Ar 〆1π κ（9）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．2）

　 この 定理 2．2 の 最後の 部分 をス ピ ン梯子系に適用す る と定理 2．1 を得 る 。 また 、足の 数

n が 偶数の と きは次が成立す る 。

系 2。3 梯子の 足の 数が 偶 数の ス ピン 梯 子系 を考 える 。 も し純粋状態 g が 、 並進不変で sptit

条件 をみ たし 5σ（2）ゲ
ージ不変 とする 。

こ の とき定理 2，2 の ユ ニ タ リー表現 πκ は 、 半奇

数ス ピン の 表現 の み を含 む か 、また は整数ス ピン の 表現 の みを含 む 。

κ の ベ ク トル は 、
ハ ル デ ーン 系の edge 状態に対 応するが 、

一
般 に は 、 半奇数ス ピ ン と整

数ス ピン の 両方が あ りうる 。

　定理 2．2 は 逆 も成 り立 つ
。 すな わ ち （2．2）で 表わ され る純粋状態は split で ある 。 さ ら

に 定理 2．2 で κ が有限次元 とな る と きが ［1］で 考えられた valence 　bond　solid　state で あ

る 。 M ．Fannes
，
B ．Nachtergaele

，
R ．Wernerは 、AfHeck−Kennedy−Lieb−Tasakiの valence 　bond

solid 　state を拡張 し finitely　correlated 　state と名付 け体系的に研究 して い る 。 （［4】と 同を

参照）彼等が 、 で purely　generated　finitely　correlated 　state と呼ん で い る状 態は 定理 22
で κ が有限次元 とな る場合に 他な らな い

。 purely　generated丘nitely 　correlated 　state は 、

matrix 　product　state と同じ もの で 、 密度行列繰 り込み群で 得られ る 固定点で ある 。 （これ

は 、 ［7］で 指摘 され て い る 。 ）従 っ て 、密度行列繰 り込み群で の infinite　system 　method は 、

定理 2．2 の 作用素 A を有限次元 行列近似 を求め るため の アル ゴ リズ ム と言える 。 系 2．3 が

意味す るの は 、 密度行列繰 り込み 群で は κ の 有限次元近似と して は半奇数ス ピ ン の 表現の

み 、または 整数ス ピ ンの 表現だ け を とる必要があ る こ とで あ り、経験則 と合 っ て い る 。

　split性を持つ 純粋状態の 2 点相 関関数の 減衰の オ
ー

ダ
ー

は定理 2．2で 定義 した El　Vd の ス

ペ ク トル で 決まる 。 定義 よ り

　　　　　　　　　　　　　　　　E1　Vd （1κ）； 　1rc

な の で 1 は Elvdの 固有値 で あ る 。 状態 幹が 純粋で ある ときは 固有値 1の 重複度は 1で あ

り、 El　Vd の ス ペ ク トル の 絶対値は 1 以下 で ある こ とが 、

一
般的に言える 。 2 点相関関数が
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指数的に減少するため の必 要十分条件は 固有値 1以外の ス ペ ク トル は、絶対値が真に 1 よ

り小 さい こ とで ある 。 しか しこ の 条件を満たさない （2 点相関関数が指数的に減少 しない ）

split性 を持つ 状態を長距離相互 作用 を持つ 系の 基底状態 として構成で きる 。

　こ こ で 述べ た結果の 証明は 、［6］にあ る 。 split 性 などの 研 究は 、 まだ 十分 には進んで い

ない 。 実際、split 性 の概念 は公理的場の 量子論で しば h しば 使わ れ て い るが 格子模型で の

split性の 研究 は 、 論文 ［6］が 初めて で ある と自負して い る 。

一方で 、 予想 1．3 などまだ分

か らない こ とが 多い が 、split 性の 研究は ハ ル デ ーン 予想や ス ピ ン 梯子系の 理解に役立 つ 考

えて い る 。
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