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　非線形性が 強い 力学系で は 、古典軌道が 不安定とな り、カ オ ス 現象が現れ る。こ の 性 質に よ り、非線形

性 は 、エ ル ゴ ード性や不可逆性の 起源など統計力学の 基礎との 関係か ら注目 され て い る 。 し か し、こ の よ

うな考え方は、古典系で の み 正当で あ り、量子系へ 自然 に 拡 張されな い と考えられ る。とい うの も、量子

系で は 不確定性関係の ため 、 軌道とい う概念を元々 持ち に くい 上 、 状態を記述する波動関数が細か い 位相

空間構造を創れ な い か らで ある 。 最近に な り、古典極限で カ オ ス に な る系に少数の振動子 （冗 長な自由度）

を接触させ る こ と に よ り、量子系で あ っ て も、（厳密な意味 で な い に して も）カ オ ス 的 な 振舞 を させ られ る

こ とが分か っ て きた 。 本発表で は、冗長な自由度に よ っ て表面化した擬似 カオス 性 を動力学的な観点か ら

解析する ため 、de　Broglie−Bohrn 流の 量子力学の 解釈に伴 う量子軌道を用い て 視覚化する こ とを提案する。

また、本研究 の 動機 と な っ た量子宇宙論 と の 関係 も適宜紹 介す る 。

1　 1ntroduction

　非線形性が 強い 力学系で は 、カ オ ス と呼ば れ る不規則性 が 現 れ る 。 力学系に お け る カ オ ス 現象は 、積分

の 喪失や古典軌道の 不安定性 とい っ た 性質に よ っ て 説明 され る 。 こ の カ オ ス 性 は 、エ ル ゴ ード性や混合性

と い っ た統計力学 の 基礎付け に 関わる 性質との 関連か らも重要で ある。詳細 に つ い て は 、Ref．［1】の 1 章を

参照された い
。

　非線形性の その よ うな役割は 、量子系へ 自然に拡張で きな い もの と考え られ る 。 例えば 、カ オス の モ デ

ル と して よ く知 ら れ て い る力学系、キ ッ ク 回転子 を考えて み よ う。ハ ミル トニ ア ン は 、

H ・（・，・lt）− 1・・
＋ k・・s（心 （t− ・T）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ＝1

（1．1）

と表され る 。
こ こ で 、 q 、

　p は 、 そ れ ぞ れ 、 角変数 、 お よ び 、 作用変数で あ る 。 従 っ て 、q ∈ ［O，
2π ）。第 二

項は、t ＝ nT の時刻の み激力とし て働 く非線形ポ テ ン シ ャ ル であ り、定数 k は、そ の 強度を調整す るパ ラ

メ
ー

タで あ る 。 離散化 され た 時亥IJ　t − nT に お け る力学変数 （qn ，Pn）≡ （a（t　・＝ 　nT ＋ o），p（t ＝ nT ＋ o））に

注目す る と、キ ッ ク回転子 の ダイナ ミ ッ クス は 、

9n＋ 1 ＝

Pn ＋ 1
＝

9n 十 TPn
，

Pn　十 ksin（qn＋ 1） （1，2）

とい う法則に従 うマ ッ プ系に帰結され 、 K ≡ kT が K
。，

；O．9716．＿よ り大きい 場合に は 、 カ オ ス が観測

され る 。 こ の 力学系の 自然な量子化 とし て 、

　　　　Φ（t）＝u （t）Φ（亡＝0）

・… − T ・x・卜諭 爾

（1，3）

（1．4）

を考える 。
つ まり、式 （1．1）を形式的に 量子化 した ハ ミル トニ ア ン に よ っ て 、初期波動関数Φ〔t ＝0〕がユ ニ

タ リ時間発展する 量子系を 考え る の で あ る。こ の 波動関数 Φ（t）の 時間発展 は 、数値計算に よ っ て 容易に調

べ る こ とが で き、p 表現で 見 て 波動関数が局在化して しまうの が分 か る （［2】の Fig．9）。 古典分布関数の 広

が り方 との 比較 に よ り、こ の局在化現象は、量子的な干渉性の 影響が効き始め る Ehrenfestタ イム ス ケ
ー
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ル 以降顕著 に なる こ とが分か る 。 量子化され たキ ッ ク回転子は 、非線形性が 強 くともエ ル ゴ ー
ド性を示 さ

ない 典型例 と な っ て い る 。

　さらに、波動関数の 振動的な性 質か ら、量子状態 の 回帰性に 関して 、一
般的な こ とが 主張で きる 。

1）density　matrix で 記 述 され る 状態 （pure　state で もよ い ）が 、孤立 系の た め エ ネ ル ギ ー
準位 En が 離散化

され て い る 場合、その density　matrix は almost 　periodicity を示す。また 、エ ネル ギ
ー
準位 En を粗視化

して 得 られ る エ ン トロ ピー
も almost 　periodicityを示す。【3］

2）時間周期的なポ テ ン シ ャ ル を持つ 系に お い て 、 1周期 の 間に起こ る波動関数 の 位相 の ズ レ を擬エ ネル

ギ
ーと呼ぶ こ と に す る 。そ の 擬 エ ネル ギ

ー
準位が離散的にな っ て い る場合 、波動関数は almost 　periodicity

を示す v ［4］
こ こ で 、almost 　periodicityとは本来の周期性を拡張した概念で あ りht の 関数 A （t）に お い て 、

∀E，ヨTE ，　 IA（t十 T／， ）
− A（の1〈 dor 　all 　t （1．5）

を満 たす r．
の 集合 ｛τe ｝が有限な隙間 しか作 らな い （relatively 　dense）場合、「A （t）は almost 　periodicで

ある 。 」と言う。
こ れ に 関連して 、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 oo

関数 A （t）：almost 　periodic　〈＝⇒ A（t）一→ Σ⊃Anexp （iwnt）：
…
様収束

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ＝0
（1，6）

とい う性質が 成 り立つ 。

　以上 の よ うに 、量子系に お い て は 、非線形性 の 統計力学 の 基礎付け と して の 役割は 直接的 で は ない こ と

が分か る 。 そ もそ も、「量子系 には 、カ オス は存在しない 。」とい っ た標語が よく使われ て い る 。 量子系で

は 、軌道 と い う概念 を元 々 持ちに くい 上 、状態を記 述 す る 波動関数が 細 か い 位相 空 間構造 を創 れ な い か ら

で ある。そ こ で 、「量 子カ オ ス 」とは 、 古典系で は カ オ ス を示す系の量子 力学の こ と で あ る と解 され て い

る。そ の ような状況を受け、現在の 量子カ オ ス研究で は 、動力学よ りむ し ろ 、固有波動関数の 形や固有 ス

ペ ク トル の 統計的性質に カ オ ス 性の 痕跡 を見つ け る こ と に 関心 が 向け ら れ て い る 團同。

　現在 、 宇宙論の 分野 で は 、全て の 自由度が量子論的であ っ た量子 宇宙か ら地球などの 惑星や 太陽 、 銀河

とい っ た物質の構造の 形成史を 明 らか に し よ うと試 み られ て い る。特 に 、イン フ レ
ー

シ ョ ン 宇宙論に おい

て は 、量子状態 に あ っ た物質場の 量子ゆ らぎが 、 宇宙空間 の加速度膨張に よ り引き延ば され て 、マ ク ロ な

古典統計 ゆ らぎ に 進化 し、それが重力収縮 の 種 とな っ て 宇宙の構造が 形成 され た とさ れ て い る 。 しか し 、

ensemble が存在 しない 唯
一

の系に我 々 が構築し た量子力学を適応し て い い か の か とい う疑問 の 他 に も、全

宇宙とい う外な る 存在が ない 量子系に お い て古典性が 自発的に 発現し うる の か と い う疑問が生 じる 。 従来 の

イン フ レ
ー

シ ョ ン 研究で は 、イン フ レーシ ョ ン を引き起こす場 （イ ン フ ラ トン ）Φ の 量子期待値 ＜ Φ
2

＞ Q

を統計期待値 く Φ2
＞ c と等値され る こ とが行わ れ て きた が 、決 して 、自明な状態 の 時間発展 で は ない ［7］。

自由度無限大の 極 限操作 をす る以前 の 有限 自由度系で の 量子状態か ら古典状態へ の 転移 とい っ た量子 ダ イ

ナ ミ ッ クス は 、宇宙史 の 理解か らも重要な問題 とな っ て い る 。

　量子系 の 動力学 に 関 し て は 、Adachi
，
　Toda 　and 　Ikeda［8｝に よ り、古典動力学 の 回復 が 議論 さ れ て い る 。

Ehrenfestタ イ ム ス ケール 以降、量子古典対応が悪 くな る の は 、量子干渉性が働 き始 め るか らで ある。そ こ

で 、系に古典ラ ン ダ ム ノ イズを加え続け、そ の 均し効果 で 量子干渉性を抑圧 し、そ の 結果 、波動関数 の 局

在化を破 りうる こ と を 示して い る。こ の 方向の 研究 は 、Habibu，　Shizume　and 　Zurek ［9」に よ り続け られ て

い る 。

2　小数自由度非線形系の 動力学

　閉 じ た量子系に は カ オス が存在しない と い うこ とか ら、前述 の ように 、無限大 自由度の 量子系 との 接触

（ど れ か の モ
ー

ドと必ず resonance が起 こ る状 況）や古典的な ラ ン ダ ム カの 影響があ る場合など外部の 無限
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自由度の 存在 を前提 とし た 量子系 の 解析が進め られ て きた 。 と こ ろが 、最近 に な り、 古典極限で カ オ ス に

なる系に少数の 振 動子 （冗長な 自由度）を接触させ るこ とに よ り、量子系であ りなが ら （厳密な意味 で な

い に し て も）カ オス 的な振舞を させ られ る こ とが分か っ て きた 。 具体的 に は 、レ
ー

ザ
ー

光 の エ ネル ギーが

少数自由度量子 カ オ ス 系 内へ 散逸して い き 、 不可逆的に 吸収 され続ける現象 （［1GH11 ］）や 時間相関が 減衰

す る ノ イズ を 少数 自由度なが ら発生 し、別 の 系の 量子的干渉性 を不可 逆的に壊す現象で あ る （［12】［13D 。
こ

れ ら の 散逸性 ・揺動性は 、 量子系 に カ オ ス が な い とすれ ば 、無限 自由度 の 量子系に お い て の み可能とな る

と考えられ て い た 現象で あ る。

　こ の よ うな成果 を踏まえる と、1 自由度と無限自由度 との 間の 有限量子系で あ っ て も、何 らか の ダイナ

ミ ッ クス が存在し、何らか の 役割がある こ とを示唆 して い る と思 わ れ る 。 従 っ て 、少数 自由度量子系に お

け る 動力学 に 注 目した研究に も意義が あ る。

3　 量子 系の 動力学の 記述

　量子波動関数 と古典分布関数 と を比較する方法 として 、Wigner 関数や それ を粗視化 し た Husimi 関数 と

い っ た波動関数の 表現が 知 られ て い る 。 それ ぞ れ の 定義は 、

　　　　　　　　　・・ （q，P） 一 嘉！dη ・ 9 − 1・1・ 〉 ＜ ・r・ ＋i… xp （… ／h）　 （… ）

　　　　　・H （・ ・ 〉・… ） 一 素1蜘 ・ （・，・）・ xp ［
一去IP一く ・ 〉）

・ − k（q− ＜ ・ ・ ）1 （・・）

で ある 。 Takahashi　and 　Sait6［14］は 、時 間発展する状態の ス ナ ッ プ シ ョ ッ トとして こ れ らを利用 し、量子

カ オ ス 系の 動力学 を 解析す る こ と を考えた 。 確か に 、こ れ らの 表現は 、波動関数の振る舞い を力学系の 位

相 空間 上 で 直感的 に 理解する の に適し て い るが （例 えば 、期待値に お い て どの よ うな位相体積要素が 寄与
して い る か ？ とい っ た 問題 ）、Wiger 関 数 Pw の 時間発展方程式 は

　　　　　　　　　P・ ・一・H ，・P・ ｝pB ・

恩、徽謂、，
（a・ ・

2・ ＋… （・・ …
＋ 1

ρ・ 　 ・3…

とな っ て お り、Hamiltonian 中の ポ テ ン シ ャ ル 項 V が 3 次以 上 の 場合、ρw の 時間発展 は 、Liouville流か

らズ レ て し まう。従 っ て 、確率密度 の よ うに 保存する流れ の ある もとして ρw を解釈する こ とが で きな い 。

　量子 力学 の 解釈と して 、観測過程 を必要としない de　Brogiie−Bohm 流 の 解釈が提案 され て い る ［15i。そ

れ に よると、量子状態を、統計性 を持 っ た rigid な軌道 を 持 っ た 粒子の 流 れ と し て捉え られ る 。

一
見、　rigid

な軌道 とい うの は 、不確定性原理 と矛盾する よ うで あ るが 、以下 の ように定義 し、Schr6dinger方程式に よ

る波動関数の 時間発展 と矛盾 しない eSchr δdinger方程式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 h2 ∂
2　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　∂

　　　　　　　　　　　　　
乞苑5言φ（x ，

t）＝＝［
一
瀛 〜癒Σ

＋ V （x ；亡）｝φ（x ，
t）　　　　　　　　　　　　　　　　（3・4）

に 従 う波動関数φ（x ，
t）を考 える。iP（x ，

t）二 R （x ．
t）exp （kS（x ，t））の ように波動関数 を 極座標表示した上 で 、

式 （3．4）を 、 絶対値 R （” ，t）、位相 S（x ，
t）に 対す る 方程式 として 書き下 す と、

　　　　　　　　　　　　　箒＋ 素（募）
2
＋ v （x ・t）＋ VQ（x ）− o，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　嘉
・

＋ 蓋羞（R
・

｛票）一・

と なる。こ こ で 、 VQ（x ；t）は 、量子ポ テ ン シ ャ ル と呼ば れ る もの で あ っ て 、明示的 に 書 き 下す と
、

　　　　　　h2 ∂
2R

VQ （x ；t）＝一
亜 万蚕

（3．5＞

（3．6）

（3．7）
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で ある 。 次に 、 位相 5（x ，t）の 空間勾配を量子粒 子の 運動量 p と

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・
一・mdr 一籌　 　 　 　 　 （… ）

の よ うに関係付け、それ らの粒子が 、R （x ，t）
2

の 密度 を持 つ 統計分布をし て い る と解する こ と にする 。 す

ると、式 （3．5＞は 、量子版の Hamilton−Jacobi方程式で あり、 量子粒子の rigid な軌道を記述 し、式 （3．6）

は 、 分布関数の 連続の式に なる。 量子粒子の 統計分布関数 ノ（x ，p）を明示的に書き下すと 、

∫（・ ，・）一・R （・ ，の
・
δ（・ 一募） 〔3．9）

で あ る 。

　こ の量子軌道描像の 第一の 特徴は 、 量子ポ テ ン シ ャ ル を通して 量子干渉性 を考慮した上で も、 rigid な

軌道を定義で きる点で あ る 。 こ の 性質を利用 し て 、量子系に お い て も Lyapnov 指数や KS 　entropy を評価

し 、 新し い カ オ ス の 定義としよう とする試 み もあ る ［161。 第二 の 特徴は 、 統計分布が 連続の 式を満 た す た

め 、各量子粒子が確率密度を担 っ て お り、その 流れ に意味 が ある点で ある 。 こ れ は 、 前述 の Winger 関数

の 描像 とは 異な り動力学を記述 す る の に 大変都合が よい 。

　こ の ような量子軌道による量子系の 描像は 、量子重力に も適用され て お り、 量子宇宙や量子ブ ラ ッ クホー

ル などを記述 して い る と考えられ て い る 、時間を陽に含まな い 波動関数 （定常状態の 波動関数の ようなも

の ）に ダ イナ ミ ッ ク ス が ある よ うに み な して 物理的な情報 を 引 き出す研究 が 行 わ れ て い る ［17】。

4　 Quantum　Trajectory 　in　Non −Linear 　System
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図 1： 自由度 ql 内で 量子軌道

　前章 の 最後 で 述べ た よ うに 、量子軌道に よ る

量子力学 の 描写 は 、動力学 を記 述 す る の に 優 れ

て い ると期待される。そ こ で 、2 章で 問題 に な っ

て い た少数自由度非線形系の 動力学の 解析に用

い て み る 。

　まず、従来か ら解析に用い られ て い る キ ッ ク

回転子に お け る 量子軌道を求め る 。 k ＝ 2．O
，
T ＝

1，0の モ デ ル におい て 、時刻 t ＝1．O に等間隔に

置 い た 20個 の 粒子 の 量子軌道を Fig，1（a ）に示

す 。 t ＝ LO に 受けたキ ッ クに よ り、0 〈 q 〈 π

に置か れ た粒子は加速 され 、π ＜ q 〈 2π に 置 か

れ た粒子は 、減速され る。その 結果 、粒子 の 分

布 の 粗密が で きる た め 、量子ポ テ ン シ ャ ル （3．7）

の影響で 、粒子間 に 反発力が働 く。 常微分方程

式 （3．8）の 解 の
一意性に よ り、量子粒子の追い 越

しは禁止 され て い る 。 そ の ような量子性 の 現 れ 方が 、量子軌道の 加速を拒ん で い る ため、局在化が 起 こ っ

て い る と理 解で きる 。

　微分方程式の 解の 大域的な性質に関す る定理 と して 、2 変数 自励系 で は 、カ オ ス 的な振る舞い をす る 解

は存在しな い とす る もの が あ る （Poincar6−Bendixsonの 定理）。自由度 の 大きさ （次元）が ダ イナ ミ ッ ク ス

の 大域 的な性質を決め て い る こ と を示 し て い る 。 量子粒子に お い て も、直感的 なア ナ ロ ジ ー
が成立し て い

る ように見え る 。 そ こ で 、以下 の ように キ ッ ク回転 子を結合 し た モ デ ル を考え て み よ う。

H （ql ，P、，q2，P2；‘）＝Hk
、 （ql，Pl；t）＋ Hk

， （q2，P2；t）＋ CppPIP2 ・ 〔4．1）
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図 2： （ql，g2）内で の 粒子分布時間推移

kl ＝ 2．O，　k2 ＝ O．9，　Cpp ＝ 0．1，T ＝ 1．0 の モ デ ル に

お い て 、 Fig．1（a ）と比較する た め 、時刻 t ＝ 1．0 に平

面 q2 ＝ π 上 に等間隔 に置 い た 20 個 の 粒子 の 量子軌

道を Fig．1（b）に 示す。また 、Fig．1（b）の 量子粒子が 、

（ql，q2＞面内で どの ように 運動 して い くか を示し たの

が 、Fig．2 で ある 。 粒子密度が高まっ た部分で 、　q2 方

向へ の 運動が 生じて い るの が分か る 。 また 、 配位体積

AqiAq2 が どの ように変形され て い くかを視覚化する

た め に 、t ；LO で 10枚 の 平面 q2＝oonst 上 に
一

様 に

置 い た粒 子の 並 び Fig．3（a）の 2キ ッ ク後 の 分布を示 し

た の が Fig．3（b）で ある。配位体積が 巻き込 まれ て い く

様子が うかが い 知れ る 。 最後に 、量子軌道の 実効的な

加速度を評価 して み る 。 キ ッ ク 間隔 T （＝ 1．0）に お い

て 粒子が移動す る 距離を使 っ て 評価 した

　 　 　 　 1
F・　（n ）＝

T（P・（n ）− Pi〔n − 1））＝苑 （（qiln＋ ・
− qi・・ ）

一
（qt，n

− qd・n −1））

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　A ＠）＝T（qi・n ＋ 1・
L

・qi・n ）

を平均速度と み な す 。 さ ら に 、そ の 変化率

1

（4．2）

（4．3）

を実効的な加速度とみ なすこ と に す る 。 t＝20．0 に置 い た 10000点 の 粒子に関して Fl（20）を計算 した もの

が Fig．4（b）で ある 。 Sin カーブ に 近 い 加速 の 仕方 をして い る こ と が 分か る。比較の た め 、キ ッ ク 回転子
一

個 に つ い て 計算 した もの が Fig．4（a ）で ある 。

6

5

4引
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t −T

eO

　　　 　　　 l　　 　　　　 l 　　　 　　　 3　 　　　　 　4 　 　　　　 　 5　　 　　　　 E

　 　 　 　 　 　 　 q1

。

ヨ
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5

3

t 隅3T
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図 3； （ql，q2）内で粒子分布 ス ナ ッ プ シ ョ ッ ト

5　 まとめ

　量子 カ オ ス に お い て も、動 力学 の 理解 の 必 要性が あ り、実際 、少数 自由度系に お い て も、単純で は な い

動力学 が存在する可能性があ る、その ような もの を理解す る道具だて と し て 量子軌道を用 い る こ とを、本

発表で は提案した 。
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　量子軌道は 、 保存す る量 （確率）を担っ て お り、古典軌道との ずれ を 局所的
・
個別的 に 議論する こ とが

で きる こ とは 、本解析で も行 っ た ように 優位性 が あ る 。局所 的な量子 ゆ らぎと大局的な古典軌道とい う風

に 分離 で きる状況 に つ い て 解析 を進め られ る可能性があ る 。
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図 4 ： 実効的加速度 Fl（20）

参考文献

［1］G ．M ．　Zaslavsky
，
カ オ ス ー古典 お よび 量子力学系一

， 現代 工 学社．

「21M ．　Teda ，　s，　Adachi　and 　K ．　Ikeda，　Prog．　Theor．　Phys．　supp．98323 （1989）．

［3］1．C．　Percivalt　J．　Math ．　Phys．2235 （1961＞．

［4｝T．Hogg　and 　B ．　A．　Huberman ，　Phys．　Rev．　Lett　bf　48711 （1982）．

［51B ．　V ．　Chirikov
，
　F．　M ．　Izrailev　and 　D ．　L．　Shepelyansky

，
　Physica　D33 　77 （1988）．

161G．　Casatti　and 　B 　Chirikov
，
　in　Quantum　chaos ．t　 between　orcter αnd 　disoπder，　Cambridge　U 皿iv．

　　Press
，
　New 　York

，
1995．

［7】H ．Kubotani ，　T ，　Uesugi
，
　M ．　Morikawa　and 　A ．　Sugamoto

，
　Prog．　Theor．　Phys．98

，　 1063 （1997）．

［8］S．Adachi，　M ．　Toda 　and 　K ．　Ikeda
，
　Phys，　Rev．　Lett．61

，
655 （1988）．

［9］S．Habib
，　K ．　Shizume　and 　W ．　H．　Zurek，　Phys．　Rev．　Lett．804361 （1998）．

［10｝K ．Ikeda，　S．　Adachi　and 　M ．　Toda
，
　Phys．　Lett．　A147

，
189（1990）．

【11］K ．Ikeda，　Phys ．　Lett．　A168 ，
248 （1992）；K ，　Ikeda ，　Ann ．　Phys ．227

，
1（1993）．

［12］H，Kubotani，　T ．　Okamura
，
　M ．　Sakagami

，
　Physica　A214560 （1995）．

［13］M ．Sakagami
，
　H．　Kubotanil　T ，　Okamura ，　Prog ．　Theor ．　Phys ．95703 （1996）、

［14］K ．Takahashi 　and 　N ，　SaitδPhys．　Rev．　Lett．55645 （1985）．

［15］P．R．　Hol且and
，
　The　guantum 　theoTy　of 　motion

，
　Cambridge　Univ ．　Press

，
　Cambridge ，1987．

［16］U．Schwengelbeck　and 　F ．　H ．　M ．　Faisal，　Phys．　Lett．A199281 （1995）．

［171M ．　Kenmoku
，
　H ．　Kubotani

，
　E ，　Takasugi　and 　Y ．　Yamazakil　Phys．　Rev．　D574925 （1986）．

一 668一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　


