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量子系の ス ペ ク トル 揺動分布 と古典系の 可積分性
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§1．導入

古典カオ ス 系の研究は Poincar6まで さか の ぼるならば約
一

世紀の歴史が あるが、量子論の観 点

か らみたカ オス 研究
“
Quantum　Chaology” は 、 それ と比 ぺ るとやは り新しい分野 とい える 。 古

典カオス 系をい かに して量子化するか を考えるこ と自体に解決する べ きこ とが少なくない
。 それは

Einsteinの有名な議論を持ち出すまでもなく、少な くともEBK 量子化法ではで きない の は 明白
で あり、Schr6dinger方程式も解析的｝こは普通解けない

。 経路積分法によれば形式的には量子化す
る こ とはで きて も、 何かある物理量を評価 しようとすれば半古典近似等が必要 となる。 すると、 今

度は周期軌道の探索や Planck定数に関して の高次項の 処理等の 必要 が生 じ、これも簡単ではない 。

　しか し、年々 高速化する計算機によっ て、ますます強力となる数値的手法に よれば、そ の よ うな

解析的・原理的問題は差 し置い て も、固有エ ネル ギーや必要なら波動関数も数値的に得るこ とが可

能 となる。

　またそ の
一

方で 、 実際に実験か ら得 られるデータの 多くは、まずエ ネル ギー
準位であり、波動関

数の ような情報はなかなか得られない 。 多くの 場合そ の状態の ス ピンやパ リテ ィす らそ う簡単には

わか らない 。

　本稿で はまず こ の よ うな 、 数値的に （あるい は実験的に）得 られた情報か ら、そ の背後にある系
の 古典的陛質を探る立場をとる こ とにする。そ の ためにはやは りまず充分に古典力学的な挙動が研

究された系を挙げ、そ の 量子力学的に対応する系を研究する こ とが必要である。古典的には可積分

あるい はカオ ス 的で ある系を量子化 し、そ の 量子力学特有 の 情報源で ある 固有エ ネル ギーや波動関

数等に は 何が起 こ るかを研究するわけである。 その方針に従 っ て こ こで は時に固有エ ネル ギー
か ら

得 られる情報に着目し 、 特にス ペ ク トル揺動分布につ い て述べ る こ ととする 。

§2．ス ペ ク トル モ ー ド揺動分布

2− 1．準位間隔分布

　エ ネル ギー準位か ら得られる情報の 多くは
一

つ
一

っ の準位に とらわれるの で はなく、準位の集
団をなす統計に着目するとよい

。
これには様々 なもの が考案 されて い るが、最も良く知 られて い る

の は準位間隔分布で あるlI】。こ の 分布は、可積分系では Poissen分布に、カオ ス 系では Wigner分

布になるとされて い る。各 々 の分布の 確率分布 関数は Poisson分布 ： P（s）＝。xp （− s）、　Wigner分

布 ： p（s）＝摺2 ∫ exp ←4∫ヲπ）と表される。

　しか し、これには例外が知 られてい る。 双曲面 ビリヤー ドの場合に、形が全 く同 じで あるの に
一

部の 境界条件を Neumann 　eH牛とす ると瑚 立間隔分布が PoiSSDn分布的になっ て しまう場合があ
る［2・3・4］

。 こ の ビ リヤ
ー

ドはい た るとこ ろ定負曲率である の で、い つ で も古典的にはカオ ス になる と

される 。 （もちろん形状を変えれば、境界の形のためにカオス 性が減じられる こ とはあるIS］。）

　そこで FS 犯   er 等は準位間隔分布に代わっ て 、よ りカオ ス 性を忠実に反映する量子力学におけ
る指標 として 、ス ペ ク トル モ ー ド揺動分布を導入 した。そ して こ の 分布は対応する古典系がカオ ス

的な揚合には Gauss 分布に、可積分系の場合 には Poisson分布になる こ とを予想 した。さらに、
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数値的に双曲面 ビ リヤ
ー ドの 場 合に確かに境界条件によらず、予想通 りになる こ とを示 した｛3・4］

。

　我 々 は、古典系と して カオ ス 的で ある こ とが証明 されて い る ス タジア ム ビ リヤ
ー

ドの 場合に も

Gauss 的になる こ とを数値的に示 した 。 （§3．、 また16］を参照） こ の ようなビ リヤ
ー

ド系では 、 双

曲面ビリヤ
ー

ドと違いカオス 性はそ の境界の形に よっ て い る。 さらに 、 RSteiner等は様々 なカオ

ス 的・可積分的ビ リヤ
ー ドに っ い て横断的に調べ そ の 予想の 正 しい こ とを立証 して い る［Z。

　なお 、 この 準位間隔分布の境界依存性は双曲面 ビ リヤ
ー

ドの 場合は ほ とん ど唯
一

の例で あっ た。

しか し近年、菱形ビ リヤー ドにっ い て も 1 万個以上の 固有値を計算して統計を詳細に とる こ とに

より、より小 さな差異ではあるが準位間隔分布の境界依存性が 確認された ［Sl
。

2−2．ス ペ ク トル モ
ー ド揺動分布

　ス ペ ク トル モ
ー ド揺動分布 （Specnral　mode 　fluctuation　distribution： 以降、モー ド揺動分布 と

記す） とは 、
ス ペ ク トル 階段関数 2＞（E）の 平均的挙動く駁E》の 周りの 揺動糧 （E ）の 分布の こ とで

ある 。 それら三変数には、以下の よ うな関係がある。

　　　　　　　　」〉（E）＝ 〈N （E ）〉÷ Nfi（E）　　　　　　　　　　　　　　 （1）

記号 く＿〉はエ ネル ギー範囲M ： 〈の
一1

＜ ＜ △E ＜＜ E につ い て の平均をとる こ とを意味する。 こ

の M は今考えてい るエ ネル ギ
ー E よ りは充分小 さく、また平均的準位間隔 くの

一i
よ りは、充分大

きくなければならない 。 こ こ で 〈d＞は平均準位密度である。モ ー ド揺動は半古典近似を用 い て評価

す ると

　　　　姻 ・

押掛 ・｛舌副 μ
一1蹴 ・

− d’・ ） …

となる［9］
。 ここで、 A

ノ（E）は周期軌道ノの 振幅、∫
ノ（E）はそ の作用 、　 TJ・（E）はそ の周期を表わす 。

　モ ー ド揺動分布に密接な関わ りがある量子準位統計の
一

種に、ス ペ ク トル 硬度がある［1°】
。 これは

以下の よ うに定義される 。

　　　　A
・
・（L・

・）一く隅 辱
）〉

魔陣 ・ e）一（A ・ B・）］
・

de＞　　 ・3 ）

これは少なくともビ リヤ
ー

ド系の場含には （そ して、後に述べ るよ うなポテ ン シ ャル 系 の 場合に も）、

　　　　　　　　　　　　　　h〈d＞
　　　　　　　　

L ＞ 五
…

≡

雇「
・ Tmi

・ ・ 最騨

の 条件を満たすように充分に L を大きくとる と、ス ペ ク トル 硬度は飽和値

　　　　　　傷 僻 僻嘸確 ・殉
を持ち、これはモー ド揺動の 2次の モ

ー
メ ン トに他ならない 。

　こ の ス ペ ク トル 硬度で 、モ
ー

ド揺動を正 規化 した変数

（4 ）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　怖  
　　　　　　　　　　　　　囃 ）＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （5 ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　厠
の 分布と して モ

ー
ド揺動分布は定義される 。

したが っ て 定義よ り必ず平均値＝ 0 、分散 ； 1 の 分布

となる。こ の分布がカオ ス 系の 場合は必ず Gauss分布 になるとい うのが FSteiner等の 予想であっ た

网 。そ して 、乱雑行列理論の 揚合で の m （E）にあたる変数につ い ては、これは証明されて い る圓。

一
方、可積分系の場合は Gauss分布か ら歪んだ形になると予想 した［3・4・12］。

§3．ス タジア ム ビ リヤ
ー ドの 場合 6T

　ス タジア ム ビ リヤー ドには
一

種類の みだが、バ ウン シ ン グボール 軌道 と呼ばれる
一

族の 軌道があ

り、それがモ
ー ド揺動分布に影響を及ぼす。平均的挙動 の 周 りの 揺動は、少なくとも半古典近似の

立場では さらに

　　　　　　　　怖 （E）＝ 弗
゜

（E）＋ 腰 （E）

の ように本来の 不安定孤立周期軌道に よる寄与 とバ ウン シ ン グボール 軌道族に よる寄与 とに分離す

る こ とが で きる［1°・］3114・15 ］
。

　　　　A・Sb・（E ）簧 蹄鞄 ・）｝ ・z・’・不変 ・
一

・・ 一 ・巻欄 …

　　　　／v｝
・
・（・）一藩 薯樋 肋 一

誓〕， 　 　 …

　　　　　　　　　　　h2k2
　　　　　　　　　　　　　　　　　 m は ス タジ ア ム 上 の 点粒子の質量　　　　　　　　 E ＝

　　　　　　　　　　　 2m

　　これは
一方で Poiss〔｝n の 公 式に より

　　　　N7b（k7）一号揖　　k　
2 − k−

2
  （k − k，，）一

厂

1葺
2

＋ 笠，
k

．

一 響・　　（8）

　　となる［13］。するとス ペ ク トル 硬度もやはり不安定孤立周期軌道の寄与 Ai＄
°

と バ ウン シ ン グボ

　 ー
ル 軌道族の寄与 魂 に分けられ ： △

。c 窪 △
’i°

＋ △  となる。 それ らは各々

　　　　　　　　　
〈1＞

乙

　 　 〔B …辮 一

駆 （蜘 ・ 評 ・歩・ E｛−ilYl
d＞

　　　　　　　　 ’

　　　　　　　　　　　　　　　　　eo ：最短周期軌道長

A
・S・（・）・一〈1＞嘸囃 軅 ・蓋・（・匪 （10）

となるllo］
。
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数値 計 算 に は、こ こ で は無 次元 単位系 ：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 2m ＝ h ＝ 1 を適用 したの で 、　 E ＝k2 となる。 こ

k・一 ま一
＞i

　　　　　　　　　 軍纂剃磐2蕃緇鸛鑰 暈1池
　 ；　 これは図 1 の ような 1／ 4 ス タジ ア ム ビ リヤ

ー ド
　 ’

　　　で 、 周囲 の境界は全て Dirichlet境界条件として
　 lr
　i 計算したこ とと等価で ある識 々 ぽ 基底状態か

　 ，　 ら 3173 個の 固有値をもれな く計算し た。こ の 固

立．有値か ら直に モ
ー

ド揺動分布 を計算す る と、図

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2（a）の ように Gauss分布か ら歪んだ分布 となる。

図 11f4 ス タジア ム ビ リヤ
ー

ド： a は長方形部分の こ の歪み方は正方形 ビリヤー ドの場 合と、よく似

　　横幅を r は 1！4・M部分の 半径をfit，　　　　 て い る
［121

。 また、モ
ー ド揺動分布 の 計算された

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　可積分系 （ビ リヤ
ー ド）の多くが 、 このよ うな形

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　状の 分布 となっ て い る
田

。
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図 2（a）ス タジア ム ビ リヤ
ー

ドの モ
ー

ド揺動分布
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図 2（b）ス タ ジア ム ビ リヤードのモ ード揺動分布 ；バ ウン

　　　シ ン グボー
ル 軌道族の 寄与 を除い た場合

Gauss分布 との
一
致の度合を測るた めに、こ こ では分布の 歪度を計算するこ とにす る。 歪度をみ

るには、モ ー ド揺動の 三次モ
ー

メ ン ト

M ・… E・《挈噺   （ID

を 。
。
で正規化 した値

M
・圃 を計算すれ1、r、、・、、・．

　　　　　　　　　　△
． （E）

1〜

　不安定周期軌道の み の場合は、より長い軌道は より複雑に分岐して い くことか ら、乱雑位相近似

を用い る と、歪度に関するすべ て の 寄与は打ち消 し合 うと考えられる。 したがっ て

Mls
°

（L ，
　E ）≡ O

と期待できる。
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　半古典近似で評価する限り A．と同様、やはり1v夢
゜

とNSb の混合した項の 寄与はなく 、 あるとす

れば残りは NSb の 3 次の 寄与である 。

　　　　MS ・
　（…E）一く黷 蘭 ず→　　　　 （1・・

こ れは乱雉位相近似に より

　　　　晦 ）一一
3羨 爾 霧瞬 ・ m ）｝

−9 　 　 ・13・

となるが、これはすでに L に依存 して い ない。もちろん、M
，（L ，

E）≡ ルf鈩（L，E）となるの で 、歪

度は

　　　　瓣 舞
L

、蕪 伽 彰・ m ）｝
一
；　 　 ・14・

　　　　　　　　 ＝ −O．757　　　　（a ＝ r ＝ 1）

と評価で きる。数値的に 固有 エ ネル ギー
か ら直接求めた 固有エ ネル ギーより歪 度を計算する と

Sk　＝ 　−O．73　1　 （5000 ＜ E く 22500 ）となり、上述 の 半古典近似の 結果との よい
一
致をみた。

こ の よ う｝C 　Sk を正 規化す る と E に もよらず 、 数値計算等で比較検討する場合に便利である。

　次に、式 （8 ）と数値的に得られた固有エ ネル ギー
を用 い て 、塊 。 （E ）＝、V（E）

− Arbb（E）として 螺

を 計 算 す る と 数 値 的 に は △留 ＝ 0．1001nk− 0．098 を 得 る が 、 半 古 典 近 似 は

△
t

％
°

　． 　O．　1011n　k − 0，108 とほ 1ま一致する値を得た 。 そ し て
、

モ ー
ド揺動分布を計算す る と、非常

に良くGauss分布 と一
致する （図 2（b））。

§4．非線型振動子 系

4−1．二 次元非線型振動子 ［16］

　これまで ビ リヤ
ー

ド系以外の系につ い て の モ
ー

ド揺動は、まだ調べ られ てい なか っ た。
一

方で、
二 次元の 非線型振動子系は準位間隔分布 とス ペ ク トル 硬 度に つ い て は 、既によ く調ぺ られて い る
【17．Is・19・20］

。 こ こ で 非線型振動子系 とは 4 次の ポテ ン シ ャル に よる振動子が結合 した 、
ハ ミル トニ ア

ン が

　　　　　　　　H 一去（pc ＋ P？v）＋ 3x4 ＋ ア
4 一丿し（ry）

2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）

となる系を さす。 こ れ は無次元単位系m ＝ n ＝ 1を採用 した量子系 と考える こ ともで きる。λ ＝o
の 場合は 4 次の ポテ ン シ ャ ル 系の重ね合わせであり、良く知られて い るように可積分系で ある。 結
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合定数 がλ ＞ 2畜 ≡ 3．464で ポテ ン シ ャ ル が下に boundedでは なくなる。 また 、 こ の 結合項は系

全体が ス ケーリン グ則

　　　　 E → a4E 　： x → ax
、 　y → ay 、 　t → t！a

を保つ よ うに選ん で ある 。 した が っ て例 えば、  エ ネル ギーが違 っ て も幾何学的に相似な古典周

期軌道が必ず存在する 。   最短周期の エ ネル ギー依存陛が わかる 。   位相空間の 構造が エ ネル ギ

ー
に よらない

。 等の 長所があ り、半古典近似を用い て量子力学的量を評価 しやすい と期待で きる 。

また 、
λ ＝0等で エ キ ス トラ な対称陀が発生する とい うこ ともなく、λ の 値で系 の対称性が変わる

こ とはな い e しか し、
一
般に こ の よ うなポテ ン シ ャル 系にい えるよ うに古典周期軌道を探すの は容

易ではな い
。

　こ の 系に つ い て は数値計算は調和振動子解の 適当な重ね合わせ で よ く近似で きる として、ハ ミル

トミア ン を数値的に対角化する方法を とっ た。もちろん実際に無限次元 の ハ ミル トニ ア ン を数値的

に対角化する こ とはできない の で、基底状態か ら充分多くの 調和振動子解を準備して対角化し、適

当なエ ネル ギーの 低い方の解のみを解析に使用する
［21L

我 々 は 、8500〜15500次元の ハ ミル トニ ア ン を用い て対角化 し、低エ ネル ギーイ則の 3000〜5  本

の みを固有値が得られたとして解析 し た 。

　可積分系とカオ ス 系の 中間的な系を扱うと、
一
搬 に準位間隔分布 もそ の 中間的形状の分布 となる。

そ こ で、Brodv分布 と呼ばれ る これ らの 中間的分布を良く近似する こ との知 られて い る分布を用 い

る。そ の確率分布関数は

綱 一r〔瓢 （・ ・ 1叫 ・ s
… 1
）

と表され る。 こ こ で ω を Brody変数 と呼び、

tO　＝ O で Poisson分布、　 tO　・．1 で Wlgner分

布 となり、0 〈 ω ＜ 1ではその 中間的な分布

を表現する こ とがで きる 。

　図 3 に、こ の系にお ける Broclj’変数の λ一

依存性を表 わす。 0．3 ＜ λ く 0．8付近 にプラ

トーが認め られ るが 、こ れ は 古典系 で は

λ Rs　O．8までは last　KAM が残 っ て い るため

位相空間全体で の 混合が起 こ らない こ とと良

く対応して い る 。
こ の 時、

last　KAM の 存在

はやは り数値的にボア ン カ レ断面を調 べ る こ

とによっ た 。

　 こ の 系は Z ＝0，0 では厳密に可積分系で あ

り 、 またλ＝2．7 では、数値的にほぼカオ ス

的である こ とがわか る。そこ で λ＝O．O の時 、

10

．90

．8

フ
　

　　
6
　
　

5
　

　

4
　
　

3

0，
　

α
　
　

0。
　

0。
　

α

　

　．
∈
o」
巴

者
o

占

0．2O

，1O

　 O　　　　O．5　　　　1　　　　1．5　　　　2　　　　2．5　　　　3

　 　 　 　 　 　 λ

図 3 λ vs ，　Brvdv 変数 （二 次元）

すなわち可積分系の場含に半古典近似に よりス ペ ク トル 硬度を予想する と110・Is］、

孵 黙
〔

加
2
η

2
／

　／α
3
β

3E

冫三
。 α。286E ％

袈；・ 参〕
％

（16）
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　　　　・ … ⊂藷ア
葦

， ・− 1俵〕
4
／9

，
・ 一 ・囲 ・ 185

， ・一 蝋
また λ＝2．7 の時、っ ま りカ オ ス 系の 場合は ［10】

嘸 纏礁 廨 か 際
〉

〕÷ 一 ・ ・ 一一 （1・

となる 。 こ こ で ス ケ
ー

リン グ貝・」よ り概 れ る以下碓 覧 鞭 麟 孫 。 1．・1誌 誰 位皺

〈d＞・ ・．152♂ を 用 い て い る ．
・ れ に 対 し て 、 数 値 的 に は Z ・ ・．・ の 時 1・ は

△．，（E）＝ 0．0254E舞＋ O．146 、
　 Z ＝2．7 の時には △。。（E）；o．0802］nE − O．0454 とな り、数値計算の精

度を考え る と、良く
一
致して い る （図 4）。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 D、6

　 　 4

　 　 35

　 　 3

　 　 25

△。、 15

　 　 1

　 　 05

　 　 0O

　　　　　　　jo　　　　　　lOO　　　　　 l50　　　　　 200

　　 　　 　　 　 E 隔

図 4（a）△。， の エ ネル ギー依存性 （Z ＝ 0つ）

　 　 0．5

　 　 0AAPt

　 O3

　 　 0、2

　 　 0．L

　 　 O

゜ 1°° 2°G3e °

穿
5°° 枷 獅 8°°

図 4Φ）△
。，

の エ ネル ギー依存性 （λ ＝2．7 ）

こ の ように △．， の 存在が ビ リヤ
ー

ド系以外の ポテ ン シ ャ ル 系でも確認で きた の で 、 正規化 した モ

一
ド揺動pr（E）（式（5））及びその 分布 （図 5）が計算可能 となる。　 A ＝ O．Oでは モ ー ド揺動分布は

可積分系に よく見られる特徴的な傾 い た分布 となる［
T・12］。そ して、0．0≦ 2 ＜ 1．0 で は モ

ー ド揺動分

布は様々 な形状を示す 。 こ こ で 、準1立間隔分布は Poisson分布に近い形を して い る。 こ の複雑な

形状の変化は KAM 領域、 可積
−
分陸の 島とカオ ス 領域が位相空間内に混在して い る こ と と密接な

関係があると思われる。特に、0．O≦Z く 0．1では ほぼ完全な Poisson分布の ままである。しか し、

λ ・eO ．1で は既にモ
ー

ド揺動分布は 2 ＝ 0．0 の 時の 形か ら大きく変形 して い る．これはモ
ー

ド揺動分

布は準位間隔分布よ りも系の 可積分 性に敏感な こ とを意味して い る 。 また、0，3≦ λ ＜ 0．8 では Brody

変数はプ ラ ト
ー

を形成するが、モ
ー ド揺動分布はやは り変形 し続け、λ ・ O．8では既に Gauss分布

にかな り近い形状 となっ て しま う。そ して 1 ＞ 1．0 ではもうほぼ Gauss分布である。しか し、準位

間隔分布は まだ Wigner分布 へ 変化する途上にすぎず、λ ＞ 2．0で ようや くほぼ WiT　gner 分布 とい

っ て よい形 となる 。

4−2．三次元非線形振動子

　4 次の ポテ ン シ ャル による振動子を 3っ 重ね合わせ、結合項をもっ た系を考える。その ハ ミル ト

ニ ア ン は
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H 一去し．i・ ・1・ 〆）…
4

＋ ・・
4

＋ ・
4 − ・（x2y2 ・ ・

2z2
　＋ z2x2 ） （18）

とし鳥 したがっ て 二次元系 の 場合 と同様 、 ただ一
っ の 結合定数によ り 、 可積分系か らカオス 系ま

で連続的に変化 させ るこ とがで きる。 λの 値で系の 対称性が変化する こ とはなく、λ ＝ O．Oで可積

分となり2 ＞ 1．75877で下に boundedで はなくなる。また、やはりス ケーリン グ則

E → a4E ； x → ax 、　 y → ay 、　 z → az 、　 t→ t／a

は保たれ 、 前章で述 ぺ たの と同様な解析上 の利点がある。
一
般の 古典周期軌道を探すの は、二次元

の場合よ りもさらに難 しい と考え られ る 。

　Brody 変数の エ ネル ギー
依存性をみ る と、

二 次元の 場合と異な り特にプ ラ ト
ー

の よ うな もの は

確認 されて い ない
。 これは、三次元で は KAM トーラス が残存 してい て も、　 A

’
norld 拡散が起 こ る

の と対応 して い ると思われる122］
。

　 A ＝ 0．0 で は可積分系で ありλ ＝ L4 ではほぼカオス 系 と考えられる。 こ の 時、二 次元系の 場合

と同様に半古典近似に よりλ＝O．O で は

　　　　　　　　　　　　　　 m2n2k2 ／

孵 鼠ヤ掛
彦

≡ °一

　
（19）

　　　　α 一 ・繍
雪

，

を得る。

　 そ して 、λ；1．5で

A
・ （E）一殲厚 陣 響 黔 毒・ ・  ・一・・195

・一… ぼジ
≦

・ ・
一 〔濃ゴ〜 … 附 185

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ．1．．
となるが 、やは り こ こ で ス ケ

ー
リン グ則 よ り得られ る性質、最短周期 Tmin≡ 1．41E〆

”
s

〈d＞　・　・．・412E ％を用い て い る。

こ れ に対 して 、 数値計算で は λ　＝ 　O．O で

・．（E）．… 28E％． 1．34 、 λ 。 15 で

△
． （E）；O．1641nE ＋ 0．902 を得 る e 二 次元

の 場合ほ どで はない が、計算精度を考 える と

よく合っ て い る と考え られる 。

ほ ぼ、二次元 の 場合と同 じ傾向が準位間隔分

布 （図 6　：　Brody 変数の λ依存｝生を参照） と

モ
ー

ド揺動分布 （図 7）にも確認できるが、

図 6 には二 次元 の 場合の ようなプラ トーは見

られない
。 これは、古典的には三次元 系の 位

相空間内で last　KAM が こ われて い なくとも

0、908D

．］

i：1：
耄

。．40302D

■

eo

18mbd 口V 、B、B 「od ソ
ーpor8m

（20）

準位密度

  5 　 　 ｝

幽●mbds
1．5

図 6 λ vs ，　BrD〔1｝
一
変数 ：第

一
励起状態か ら2500〜5000本

　 　の 固有値に よる。
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アーノ ル ド拡散によ っ て位相空間内の カオ ス 領域全体の 混合が起 こ る こ との 反映 と考えられる。
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図 7 モ ード揺動分布 （三次元 ）

§5．結論 ・議論

　モ ー ド揺動分布は可積分系 で は、予想 された通 り特徴的な歪度を もっ た分布 とな り、カオ ス 系

ではガウス 分布 となる 。
ス タジア ム ビ リヤ

ー ドの場合、バ ウン シ ン グボール 軌道族の 寄与が問題だ

が、その 寄与を除くのは半古典近似に よっ て簡単にで き、本来の孤立不安定軌道の み の 寄与とする

とガウス 分布 となる こ とが確認できる 。

　非線型振動子 の 場合には、モ ー ド揺動分布は可積分系に小さな結合項を入れわずか に可積分か

ら外れると、その形は大きく変形 し様 々 な形 となる 。 そ して 、 古典的には位相空間の 半ばが カ オ ス

領域となる と、すでにモ
ー ド揺動分布はほぼガ ウス 分布 となる。

　こ の ように、可積分からカオ ス まで 連続的に変化 させ る こ との で きる場合で調べ る と、準位間

隔分布の方がモ ー ド揺動分布よ り古典的な可積分腔・カオス 性及びその 中間的な状態をよく反映 し

て い る （［16】、 また［23｝も参照）。 また 、
二 次元 と三次元 の非線型調和振動子の結果を比較す る と

位相空聞内で の アー
ノル ド拡散の有無まで も、プ ロ ディ変数によく反映 してい るの がわかる ．

　 しか し、こ こ で以下の ような点が問題点と して 残 っ て い るの がわか るで あろ う。
ス タジア ム で

は 、 た っ た
一

っ の バ ウン シ ン グボー
ル 軌道族の み でモ

ー
ド揺動分布は可積分系の よ うな形状になる。

とこ ろが、非線型振動子では、少 しで も可積分か ら外れる とす ぐに形状が変化 し、last　KAM が壊

れ る頃には もうガ ウス分布的になっ て しまう。位相空間にはまだ可積分 tEの 島がた くさん残 っ てお

り、それ らがス タジア ム の 場合におけるバ ウン シ ン グボー
ル 軌道族の ような働きを して もい い はず

だが、そ うはなっ てい ない。半古典近似で歪度等を評価する ような方法は この 点を説明するの は難
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しい と思われる 。 例えば 、 孤立不安定軌道の み の 寄与は 当然ガウス 分布とな っ て い る と考えられる 。

しかしそ うだとすると、可積分 陛の 島々 の 寄与がやは り特に歪度を生 じない ことになっ て しま う。

また、組織的に孤立不安定軌道の みの寄与の み にする方法も今の とこ ろない 。こ れ らの 点が解明さ

れなければモ
ー ド揺動分布 の

“

カオス の 印
”

として の 是非を問 うこ とはで きない まま となる の で 、

さらなる理論的 ・数値的研究が望まれ るとこ ろである。

参考文献

ll］ 0 ．　B6higas
，
　M ，」．　Giannoni　and 　C．　Schlnjt，　Ph｝s．　Rey　Lett．52（1984）1；」．　Ph｝＄ique　Lc賃．45（1984）レ 1015．

［2｝ E．B．　B。gom晦 B、（醜 eoちM ．　J．　G   o舳 d　C 　Schmit
，
　Ph｝s ，　Rev 鳳 ．69（1992）1477．

［3｝　R 　Auric　L　J．　Bolte　and 　F．　Stcincq　Ph｝s ．　Rey　Lett．73（1994）1356．

［41　R 　AuriCli，　F．　ScheMer，　and 　F．　Steine鴨　Ph｝
’
s．　Rev　E51（1995）4173．

［5］ C．Groshe丿．　Phys．　A ：Math．　Gen．25（1992）4573；君励 伽 卿 αな，伽 治 oZ齢 蹶 83 伽 5とtherg　Trace

　 Fonuulae，（丶V（）dd　Scien丘丘c
，
　Shhgapore

，
1996）．

【6】 M ．Tbmiya　andN ．　Y｛〕shinag 興　J．　Ph｝s ．　S  ．」匹 66（1997）3318．

［刀 RAudch 　A 　B菖cker 　and 　E　Sオeine 【
，
　hr，　J．　Mo 己Ph｝s．　B11（1997）805．

｛8］ H ．A1ちC．　DernabOsvski，　H ．−D ．　G   ，　R．　Hoffed｝ert，　H．　Rehfel¢ 　A，　Nchter　and 　A 　Baecker，　Ph｝
’
s．　Re  ：E

　 58（1998）1737 

［91MC ．　Gutzssiller，　J．　Math．　Ph｝s．（N．Y）12（1971）343；（］Zzaos　in （］lasSical　and （｝utnttan　Mechaiics

　 （S加皿ger・Verlag，
　Nesv　YoH7k　l990）．

［10】M ．V．　Benき〜Pr  ．　R 　S  ，　London　A400（1985）229．

［11］O．Cosd  　and 　J．　L．　LebO、sitろ　Ph｝s．　Rev，　Letし75｛1995）69．

［12］PM ．　Bleh壁 Z．　Chen＆　F．　J．　D｝son ，　and 　J．　L．跏 嘔 Co    ．　Ma止．　Ph＞s ，15−1（1993）433．

卩3】M ．Sieber　U．　Smilanslg｝｝S．　C．　Creagh　and 　R 　G　Liulejohn丿．　Ph｝容．　A ：M 舐h　Gen26（1993）6217．

［14】D ．Alo皿so　and 　P．　Gaspard
，
　J．Ph｝s，　A ：Ma 血 Ge駐 27（1994）1599．

［151M ．　V 跏
・and 　M ．　Tab（x

，
　Proc．　R．　Soc，　Lond．

，
A349（1976）101、工Phys．　A ：Math．　G   ．10（1977）37監，

［16｝ M ．Tbmi｝’a　and　N．　YbshinagζPhys．　Re、二E58（1998）8017．

［17｝TH ．　Sdigma恥 J．　J．　M ．　Verもaa轄 hot　and 　M ．　N ．　Zhbauer　Phys．　Re、： Leは．53（1984）215；」．　Ph｝s．

　 A 豆8（1985）2751．

【1810．Bohigas，　S．「r｛）msovic 　and 　D ．　Ullmo，　Ph｝
’
sics 　Rep．　223（1993）43．

【19］KM ．　A面 ns 　and 　G　S．　E皿 Ph｝s ．　Re、：E51（董995）1822，

【201D．　U皿皿 o ，　M ．　Grinberg　and 　S．1bmso、元，　Ph｝s ．　Rev 　E5・1｛IY）6）136．

【21］S．（iraff7L　V 　R．　Mansfredi　and 　L．　Salanic瓦M 〔ri　Ph｝s ．　L  ．　B9（1995）747．

［22］L．E．　Reichl，7he　Trcvzs7’
tion　to　Chcu）s．’lnα）nservattve 　Classical　Systems・’9媚 加 n ルtauifestations

，

　 （Sprhlger−Verlag
，
　New 　Y6ピ1〜1992）．

［231M．　Tomi｝
’
a　and 　N ．　Ybshinagq　J．　Stat．　Ph》

’
s．83（1996）215，

一 679 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　


