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TAP 平均場近似に よ る誤 り訂正符号の 復号化
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　統計モ デ ル を用 い た情報処理で は最適性が 理論的に示 され なが らもそ の 計算量的複雑さ

の た め に 実用化に 至 っ て い ない ア ル ゴ リズ ム が 少な か らず存在する 。 他方、統計力学で は

専 ら厳密計算が 絶望的な大 自由度の ボ ル ッ マ ン 分布 を相手に し て きた た め数多くの 近似計

算法を高度に発達 させ て きた 。 ならば 、それ らの 近似計算法を計算が 困難な情報処 理 の 問

題 に活用す る こ とはで きな い だ ろ うか ？本稿 で は 、厳密計算が 困難な情報処 理の 一例で あ

る誤 り訂正符号 の 復号化 問題 に対 し て ス ピ ン グ ラ ス の 平均場 理論 で 開発 され た TAP 平均

場近似が 高性能な 近似解法となる こ とを示す 。 なお 、 本報告は Aston大学 David　Saad 氏、

東工 大総理工 村 山立 人氏 と の 共同研究 の 結果 ［5、4，6，12｝に 基づ い て い る 。

1　 誤 り訂正 符号

　誤 り訂正 符号 とは デ ジ タ ル 情報通信 を行 う際に ノ イズ に よ る誤 りを小 さ くする ため に 用

い られ る符号化技術 で ある 。 以下 、簡単の た め情報は ビ ッ ト問に相関の な い N 次元 2 値ベ

ク トル ξ＝（ξi， ξ2，
．．．

，婦 ）、（ξ ＝ ± 1
，
i 二 1

，
．．．

，
N ）で 表現 され る もの と し、ノ イズの 種 類

と して は 2 値符号 が 各成分無相 関に確率 p で 反 転す る Binary　Sylnmetric　Channel （BSC ）

を仮定す るが 、Gaussian　Channel で も同様で ある 。 こ の 目的の た め 、通常情報 ξを符 号

語 と呼ば れ る それ よ りも長 い M 次元 （M ＞ N ）の 2 値 ベ ク トル JO ＝ （曜，
」3，

＿
，
Jk ）、

（娠
一士 1，μ ＝ 1，．，．，M ）に

一
旦 変換 （符号化）して 送信 し 、 受け手は ノ イズ を含む符号語

J か ら元情報 ξを推定 （復号化）す る 、と い う手続 きがな され る （図 1）。 こ の と き符号化率

R ＝ NIM が小 さい 程冗 長性 が大 き く誤 り訂 正能力は 高 くなる が 、その ぶ ん単位 時間当 た

りに送信で きる情報量が 減少する 。
こ の 二 つ の 要請 を出来るだ け満足 し、かつ 現実的な計

算資源の 範囲で符号化／復号化の 手続 きを設計す る こ とが 誤 り訂正符号研究に 課された研

究課題で ある 。

2　 Sourlas符号

　Sourlemg（1989）は こ の 誤 り訂正符 号の 問題が ス ピ ン グ ラ ス モ デ ル と密接に 関連して い る

こ と を指摘 し 、以 下の よ うな符号 を考察 した ［18，
19亅。 送信者は元情報か ら K 個の成分を

選び 、そ の 積に よ り符号語
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Message

ξ

Noise

　　 ξ
一
→

　　　　　　　　　　　　　　　」£＝ξz
μ ，、ξtμ 12

…　　ξ‘
μ、K　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）

を構成する 。 た だ し、t
μ、i は符号語の 第μ 成分 嘘を作 る際 に 葱番目に取 り出す元情報の 成

分 ξt
。，i を指定する添字で あ り、これ に 関して はあ らか じめ送信者 、 受信 者 と も既 知で ある

とする 。Sourlasは すべ て の 積 の 組み 合わせ M ・＝N ！／K1（M − K ）！を送信す
』
る と仮定 した

が こ れ で は 符 号語が あま りに も長 す ぎて 実用 的に 意味が な い ［18」。 以下 で は 、 各符号語 を

構成す る K 個 の 元情報 の成分は 出来 るだけ ラ ン ダ ム に 、なお か つ 各成分は なるべ く均等に

KM ／N 回ず つ 符号語 の 構成 に用 い られ る よ うに決め る 、と仮定 す る ［5，
4］。

　受信者は 送信 中に ノ イズ が 付加 され た符号語 」 を受 け取 る 。 Sourlasは復号化を以下 の

ハ ミ ル トニ ア ン

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ルf

　　　　　　　　　　　　n （Si」）一一
Σ 」

。
Sl

． ，、・s・
．，2

… Sl
。，。 　 　 　 　 　 （2）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ”＝＝r

に よ っ て 表現 され る イジン グ ス ピン 系 の問題 と関連付 けた。 より具体的 に 言 えば
、 西森温

度 β・
一 （1／2）1・［（1 − P）／・】で の各 イジ ・ グ ス ピ・ 変飆 に 関す る磁化 〈S、〉，N

を計軋

　　　　　　　　　　　　　　　　ξ
B − ・ig・ 〈St＞β，v 　 　 　 　 　 　 （3）

の よ うに元情報 ξの 推定値 を割 り当 て る と 、 オ
ーバ ー

ラ ッ プ M ＝ （11N ）Σ窪1 ξ濠 の 期待

値 はど の ような ア ル ゴ リズム に よ る結果 よ りも大 き くなる ［19，
13

，
8］。

つ ま り、式 （3）は元

情報 と復号化 され た情報の オ ーバ ー
ラ ッ プ を最大 に する とい う意味で の Sourlas符号 に 関

す る最適復号法に他 ならない
。

　こ の 符号の 性能／ 限界 を考え るた め に Shannon に なら い 長 符号長 極限 N ，　M → oc 、
R ＝ N ／M 〜 0 （1）を考える こ とにす る ［16］。 驚 くべ きこ とに上 記の 符号化／復号化が実現

可能な らば K → DQ で こ の 符号は Shanmon に よ り求め られ た 誤 り訂正符号に 関する限界

性能を達成す る こ とも示 される ［18，
51。 問題 は こ れが現実的な計 算資源で 可能か否か とい

うこ とで ある 。 符号化に 関して は各符号語 を構成す るの に元情報に 関す る K 個 の 要素間の

積 を計算す る だけで よい の で 計算量 は 0 （MI 〈）で あ り全 く問題で は ない
。

　問題 とな る の は復号化 （3）に必要 な計算量で ある 。 磁化は各イジ ン グ 変数 Stの ボ ル ツ マ

ン分 布に関す る期待値

　　　　　　　　　　　　くSl・・。

一

Σ83 ’e

絵 影
（SIJ）亅

　 　 （・）
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であ る 。 これ は 離散変数 （イジ ン グ 変数）に 関す る和で ある ため 求積法などで 求め る こ とは

出来な い
。 したが っ て 、厳密に計算す る た め に は S に 関する 2N 個 の状態すべ て の和が 必

要となる 。 残念なが ら、これ を現存する計算資源で 高速に行な うこ とは極め て難 し い
。

3　 平均場近似

　こ こ で 改 め て 困難 の 原 因 を考えよ う。 こ れ は 要す るに ボ ル ッ マ ン分布

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 eXP 卜βH （SIJ ）］
　　　　　　　　　　　　　　P （SIJ）一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （5）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 z （」，β）

が 変数問の 多数の 依存 関係 を含 むため ス ピン Slの 期待値 を計算す る の に他の 変数 の 情 報が

必 要 とな り、その 変数の 情 報 を得 る た め に は また他の 変数の 情報が 必要 とな る 、とい っ た

計算の連鎖的爆発が 生 じて し まうか らで あ る 。 逆 に い うと 、 もし仮 にボル ツ マ ン 分布が

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N

　　　　　　　　　　　　　　　　　　HQI（Sl）　 　　　　　 　　　　 （6）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ！＝・1

の よ うに独立 な分布の積の 形で表現 され て い れ ば上で 述 べ た よ うな計算の 爆発は 生 じな い
。

　それ な らば 、式 （6）の よ うに 変数 に 関 し て 因数分解 され る分布の 中で 何 らか の 基準 に基

づ い て 真の ボ ル ツ マ ン分布 （5）に
“

似 て い る もの
” を選び それ を復号化 に用 い る 、と い うの

は 自然な発想で あろ う。 これ は 統計力学に お い て平均場近似 として広 く知 られ て い る近似

法の 発想で あ る。近似 の 基準 と して 分布間の
一

種 の 距離 を表す KL ダ イバ ー
ジ ェ ン ス

　　　　　　　　　　　　　K ・（・1・）− i・（畷 暮1　 　 （・・

を最小 にす る、ナ イーブ平均場近似が よ く知 られて い るが 、平均場近似は これ に 限 らず色々

な種類が あ る ［14】。

4　 TAP 平均場近似 に よる復号化

　そ の 中で こ れ まで の 統 計力学で の 経験 と照 ら し合わ せ て 最 も Sourlas 符号と相性が 良い

と思 われ る の は TAP （Thouless ，
　Anderson　and 　Pallner）平均場近似と呼ばれ る もの で ある

［20］。 TAP 平均場近似は もともと系 に含まれ る ラ ン ダム 性 に よ り特徴付 け られ る ス ピン グ

ラ ス モ デ ル の研究か ら開発された近似手法で あ り、系に内在す るラ ン ダム ネス が従 う統計

性 を うま く利用 する よ うに 構成され る 。 Sourlas符号の復号化問題に は符号語を構成す る成

分 の 選び 方、元情報、ノ イズ な どハ ミ ル トニ ア ン （2）に （凍結 され た）ラ ン ダム ネス が 存在

し、そ の 統計構造が 既知で あ るた め ス ピ ン グ ラ ス モ デ ル と類似 した取 り扱 い が有効 で あ る

こ とが 予想 され る の で あ る 。

　た だ し 、これ まで の とこ ろ TAP 法の 適用 は 専ら SK モ デ ル ［20，
15］、　Hopfieldモ デ ル

［11，
17］な どの 全結合型 の モ デ ル に 限 られて い る 。 その ため 、ボ ン ド数 （符号語 の 和）M が

一 822 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

「
多体問題 として の 情報処埋

一統計力学 と情報科学 の 接点 一
」

高々 0（N ）と なる
“

希 釈ス ピ ン グ ラ ス モ デ ル
7’

で ある Sourlas 符号 に は 既存の 手法をその ま

ま適用 する こ とは出 来ず 、原点 に 立ち返 り改め て 考察を行な う必要が あ る 。

　詳細は ［4｝に 譲 る こ と に して 、Sourlas符号にお ける TAP 平均場近似で は こ の 系に 内在

す る凍結 された ラ ン ダ ム ネス の 性 質 を反映 して以 下 の 2 つ の 要請を行う。

・ ボ ル ッ マ ン 分布は イジ ン グ 変lft　S， に 関 して 因数分解可能で ある 。

・ 各イジ ン グ変数 Slに対す る （有効）ボ ル ツ マ ン ウ エ イ トは 符号語 J
，t に関 してや は り

　因数分 解可 能で ある 。

1番目は平均場近似の 要請で あるが 、 2 番目の要請は符号語 ゐは ほぼ 要素 間で 無相関に な

るよ うに構成 され て い る とい うSourals符号の特徴 を取 り入 れ た もの で あ り TAP 法特有

の 要請で あ る 。 この 2 つ の 要請に基 づ き Bethe近似 ［2］に な らい 導出され る平均場分布 と

有効ボ ル ツ マ ン ウ エ イ ト（あ る い は 空孔場 （cavity 　field））間の 自己無撞着方程式が TAP 方

程式で ある 。

　Sourlas符号 に関 して 得 られ る TAP 方程式は以 下の よ うに な る 。

　　　　　　　　　　 Mgel　＝　tanh β」
μ 　II　rrll

，k　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k∈L（μ）／l

　　　　　　　　　　陶 一 ・縣、i。
　
・・nh

−
・

　
・… i ・ ・）　 （・）

ここ で 、 痂
μ

は 符号語 弗 が な い 系に それ が 加 え られ た とき、ス ピ ン Stに 加え られ る有効

ボル ッ マ ン ウ エ イ トを

　　　　　　　　　　　　W
・ff（・T，・IS，， ｛」・ ・。｝）

−
1 ＋

争
‘3ど

　　　　　 （1・）

に よ り与え るパ ラ メ
ー

タで あ り、tanh
− 1

　Mpiが空孔場 （cavity 　field）を意味する 。 また 、　m
μ

は 符号語 ノ
μ
が ない 系で の ス ピ ン Stに 関する周辺分布 （1 体分布関数）

　　　　　　　　　　　　　　P （・・1｛」v ・。｝）−
1 ＋

騨 　 　 　 　（11）

を与え 、 F は元情報が偏 っ て 表現 されて い る場合に導入され る事前知識 を表して い る 。 L （μ〉、

M （i）は それ ぞ れ 符号語の μ成分 を構成 して い る ス ピ ン を表す添字 の 集合 、1番 目の ス ピン

が 関連し て い る 符号語の 成分 を表す添字 の 集合 、L （μ）／t、　M （1）／paは それ ぞれ L（μ）か ら ど

を、M （1）か ら μ を除 い た 集合 を意味す る 。

　TAP 方程式 （8）、（9）は適当な初期条件か ら反復法に よ り解 くこ とが 出来 る 。 復号化が可

能な場 合 （強磁性 相）は 高 々 0 （10）程度の 繰 り返 しで 実用的に は 十分 な解が 得 られ る 。

一
回

の 繰 り返 し計算かかる 計算量 は高 々 0 （K2M ）程度で ある の で 実用 的に全 く問題 は ない
。 た

だ し 、パ ラ メ
ー

タ γ几μ や 洗 μ が そ の まま磁化を表すの で は な い こ と に注意しな けれ ば なら

な い
。 反復法に よ り収束解が 得 られ た 後 、磁化は

〈Si＞・ − t・an ・C蕩。

  晦 ・ ・） （12＞
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図 2： TAP 方程式を用 い た復号化の 実験 結果 。　a）K ＝ 2、　b）K ＝ 5 とも 1＞ ＝ 10000 、

M ＝ 20000（R 　一：N ／M ＝ 1／2）の 系に 関 して TAP 方程式 を事前知識 （符号の 偏 り）を反 映

させ た初期条件か らそれぞ れ 30 回反復 させ た解 を用 い て 復号 化 した 。 マ
ー

カ
ー

は 10 回の

実験で の平均 （誤差棒はそれ よ り小 さい ）、曲線 は レプ リカ法 （RS 解）に よる予想で ある 。

か ら求め られ る 。 2 つ の 式 （12）、（9）の 違 い が Onsager 自己反跳場に対応す る 。 全結合型の

モ デ ル と異 な りこ の 系で は 1 つ 1 つ の ボ ン ド （符号語）の 影響が 大 きい た め反跳場をナ イー

ブ な平均場方程式に対す る補正 とい う形 で は表現で きな い の で あ る 。

　N ＝ 10000 、M ＝ 20000 （R 　・− N ／M ＝ 1／2）の 系に関 して K ＝ 2
，
5 の 2 つ の場合に TAP

方程式に よ る復号 化の 性 能 を調 べ た 。 その 結果 を図 2 に示す 。 横軸はチ ャ ン ネル ノ イズ p 、

縦 軸は元情報 と復号化され た情報との オーバ ー
ラ ッ プ M を表 す 。 こ こで は 元情報に偏 りが

存在 して い な い 場合 （unbiased ）と元情報が ＋ 1 の 出現 する確率が 0．1 にな る よ うに偏 っ て

符号化され て い る場合 （biased）に関 して調 べ た 。 また 、 西森温度で の 最 良性が
Lc
近似

”

を

行 な っ た際 に も保証 され る か い なかを調べ る ため 西森温度 と低温 T ＝0．26 で の 結果も比較

した 。 さ らに理論 との比 較を行な うため に レ プ リヵ法 （RS 解）に よ る 予想 も同時に グ ラ フ

に 記した 。
マ

ーカーは 10 回の 実験結果 の 平均値 を表 し 、 その 誤差棒 は マ ーカーよ り小 さ

い
。 曲線は レ プ リカ法 （RS 解）に よ る理論予想で ある 。

　 こ の 結果か ら以 下の こ とが 分か る 。

K 二2 の 場合

・ 強磁性 解 （M ＞ 0）は 元情報に 偏 りが あ る場合 、な い 場合 とも大 きな引き込み 領域 を

　持 ち、どの よ うな 初期条件か らも収束する 。

● 西森温度の 最良性が 認 め られ る 。
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・ ノ イズ の 大 きさに 関 し て 性能は 連続的 に 悪化す る
。 p を大き くした 場合に M ＝ 0 の

　解に 連続的に つ なが るた め 強磁性解で あ っ て も M の 値が K ＝ 5 の 場合 と比較し て 小

　さ くなる 。 すなわ ち、誤 り訂正能力が 低 い
。

・ レ プ リカ法に よ る理論予想 と極めて 良 く一
致 して い る 。

K ＝ 5の 場合

・ 元情報 に 偏 りが な い 場合、常磁性解 （M ・＝ 0）の 引 き込み領域が大 きくその ままで は

　意味の ある復号 化が 難 しい
。

・ こ の 問題 を解決する た め に は元情報 に偏 りを持たせ る バ イ ア ス 符号化が 有効で あ る 。

・ 西森温度 の 最良性が 認め られ る 。

・ 転移は 1 次で あ り強磁性解と常磁 性解は つ なが っ て い な い
。 強磁性解は比較的大 きな

　M を保ちつ つ ある 臨界的な ノ イズ の 値で 消失す る 。 その た め 、強磁性 解が得 られ る

　場合 は誤 り訂正 能力 は高 い
。

・ レプ リ カ法に よ る理論予想 と極 めて 良 く一
致して い る 。

5　 お わ りに

　統計力学 におけ る TAP 平均場近似が Sourlas符号の 復号化に有効で ある こ とを示 した 。

最近 、 符号理論に お け る ブ レ ー
ク ス ル ーとされ注 目 され て い る もの に Turbo 符号 と呼ば

れ る もの が あ る ［1］。 Turb。 符号 も Sourlas符号 と同様 ス ピン モ デ ル に帰着 させ る こ とが 出

来 る。両者の 大 きな差異は格子構造の 違 い にあ るが 、実の とこ ろ Turbo 符号で用 い られ る

復号化 ア ル ゴ リズ ム は TAP 平均場近似 に よ り導かれ た もの と同じに なる
。

　Sourlas符号の 性能は Turbo 符 号の それ に は及ば ない
。 そ の 理 由は Turbo 符号が 実質的

に ス ピ ン変数に付加し て 通信 中に ノ イズに よ る符号語 の ビ ッ ト反転が 生 じた か しな い か まで

推定す るこ と に よ りフ ラ ス トレ ー
シ ョ ン を解消 しなが ら復号化 を行 な うの に対 し、Sourlas

符号で はあ くまで もフ ラ ス トレ ーシ ョ ン を含 むハ ミ ル トニ ア ン （2）の まま推定 を行な うか

らで あ る 。 こ れ は 利用する ハ ミ ル トニ ア ン の 違 い か ら生 じる能力差で あ る と言える 。 た だ

し、こ こ で 述 べ た TAP 方程式に よ る復号化は Sourlas符号が 潜在的に 持 っ て い る復号 化

能力を （N → DO で ）完全 に引 き出して い る と考える こ とが で きる
一

方、同じ形 をして い る

Turbo 符号の 復号化ア ル ゴ リズ ム は その 潜在能力 を完全 に は引 き出して は い ない と思われ

る 。 なぜ な ら 、 TAP 方程式 （8）、（9）は Sourlas符号が有す るラ ン ダム 格子 の性質を反映 し

て 得られ る もの で あるが Turbo 符号の 格 子に は規則性が あるため 同じア ル ゴ リズム が一
般

に は厳密解を導か ない か らであ る 。

　それ ならば 、Turbo 符号 と同様ビ ッ ト反転が 生 じた か 否か まで 推定 し フ ラ ス トレ ーシ ョ

ン を解消 し なが ら復号す る符号で 、なお か つ ラ ン ダ ム 格子 を有する もの を構成すれ ば 良 さ

一825 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

研究会報告

そ うで ある 。 実は Gallager符号と呼ばれ る符号が こ れ に対応す る ［3，
9

，
10］。 不思議なこ と

に Gallager符号は 1962 年に提案 されて い なが らご く最近 MacKay 　and 　Nealに 再発見

され る まで 符号理論 の 世界か ら完全に忘 れ去 られて い た ［9】。 こ の 符号は Sourlas符号 と同

様統計力学的に解析 す るこ とが可能で あ りその 詳細は ［12，
　6】にあ る 。 ちなみ に 、最近の 研

究成果に よれ ば適切 な ラ ン ダ ム 格子 を有する Gallager符号は Tllrbo符号を抜 き世界最高

の 誤 り訂正 能力 を有す る こ とが報告 されて い る ［7】。
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