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1　 は じめ に

　学習 ，
パ ター

ン分類 ， 画像処理な どの 情報処理 の 問題はしば しば，統計的推測の 問題 と

して 定式化で き，統計学の さ まざまな 手法が利用 され る．問題 の 規模 が大 き くなる と ，

「大 自由度の 統計学」 と して の 統計力学 の 枠組みが 自然 に適用 で きる場合が ある．統計力

学 の 分野で 開発 されて きた さまざまな手法を駆使して ，情報処理 の 問題に対 して 多くの 研

究が行われて い る．例え ば，学習，符号，画像復元な ど の 問題 に対 して レプリカ法な どに

よ る 解析が な され て お り，そ れ ぞれ の 問題 の 性質 に つ い て 多く の こ とが 明 らか に され て い

る．本稿で 扱う平均場 近似 もまた ， 統 計力学の 手法が情報処理 の 問題に応用さ れて い る
一

例で ある．平均場近 似は ， 問題の 性質 を解析する ために使 われ る こ ともあるけれ ども ， む

しろ 問題 を実際的に解 くため の 効果的な近似アル ゴ リズム を与 える 点 にお い て 重要 で あ

る．

　情報処理 の 分 野で 使わ れて い る 平均場 近似 は ， ほ と ん どが ナイ
ーブな平均場 近似 で あ

る．また ， その 理論 的な側面 に関 して は ， 情報処理 の 立場か らは ほ とん ど注意 が向 け ら

れて こな か っ た．他方 ， 統計力学の 分野 で は， Thouless−Anderson−Palmer （TAP ）の 方

法 ［i］を は じめ としてよ り進ん だ平 均場近似 に関す る理 論が開発されて い る．けれ ども，

それ らの 内容 の 統計学的な意味 を正 しく理解する こと は容易で はな く，そ の こ とが ， これ

らの進 んだ平均場近似が情報処理の 分野 にお いて 広 く活用 され るこ とを妨げて い るよ うに

思 われ る．著者は， Plefka展 開 ［2］に も とつ く平均場近似 の定式化に対し て ，情報幾何学

［3，
4］に もとつ く解 釈を与 えた ［5 ，

　6］．情報幾何学は，統計モ デル の 族を多様体 と して とら

え，そ の幾何学的構造を議論する こ と で モ デル の 統計的性質を明 らかにす るた め の 理 論的

基礎を提供 して い る ．平均場近似に つ い て も ， 情報幾何学に もとつ い てそ の統計学的な意

味がよ り明確 に されて い くの で はな い か と期待で きる ．本稿で は ，平 均場近似 に対 して 情

報幾何学に もとつ く統計学的な解釈に つ い て 現在まで に得 られて い る知見 ，お よびそ こか

ら派生 して くる い く つ か の 間題 に つ い て 述 べ る．
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2　 問題

本稿で 取 り扱 う問題 を述 べ る．変数 8 ＝ （Sl ，
＿

，
SN ）に 対 して ハ ミル トニ ア ン を

　　　　　　　　　　　　　H （・）一 一
Σ h・Si

一
Σ Wi ゴs・Sゴ　　　　　　　 （1）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i　　　　 〈乞ゴ）

と定義す る． H （s ）か ら得 られ る ボル ツ マ ン ・ギ ブス分布 q（8）は，統計学的 に い え ば ，

h ＝ （hi），
　w ＝ （Wij）をパ ラメ

ー
タ とする指数分布族 B を定義す る．平均場近似の対

象 とな る問題は ，
パ ラ メ

ー
タ h ， ω か ら期待値 m … 〈s＞q を求め る問題で ある． 8 ∈

｛
− 1

，
1｝

N
な どの 場合 には ， 直接 の計算に よ っ て 期待値を求 め るな らば変数の 数 ノV の 指

数オーダーの 計算量が必要とな り ， 実用的に は何 らか の 近似手法が必要とな る．平均場近

似 はこの 問題 に対 する近似解 法を与える ．

3　 平均場近似

　平均場近似 を得 る方法 はた くさんあるが ，本稿で はふた つ の 方 法を取 り上 げる．ひ と つ

は 「変分原理 」 に もとつ く も の ［7］で あ り，も うひ とつ は 「摂動展開 j に もとつ くもの ［2｝
で ある ．

　変分原 理に もとつ く導出で は，相互 作用 の 係数 Wij がす べ て 0 で あるよ うな ， ｛θi｝を

パ ラメータとす る ハ ミル トニ ア ン

　　　　　　　　　　　　　　　 H ・（・）＝ 一
Σθ、・

， 　 　 　 　 　 　 　 （2）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i

を考え， Ho （s ）か ら得 られ るボル ッ マ ン ・ギブス 分布 の 族 ∫o によ っ て q を近似する こ

とを考 え る． Kullback ダイバ
ー

ジ ェ ン ス D （pllq）＝ 〈log（p！q）＞p を最小 とする p ∈ 乃

を求 めれ ば，そ れ が q に対す る 「最 良」 の 近似だ と い うこ と にな る． 〈s＞p をも っ て m

の 近似とする． D （pl［q）の 停 留条件 と して平均場方程式が 得 られ る．これ は，い わ ゆる ナ

イーブ平均場近似 に あた る．

　変分原理 に もとつ く平均場近似 の 導出は，現在で は情報処理 の 文 脈で もよ く理 解され て

い る と言 っ て よ い ．グラ フ ィ カル モ デル を は じめ とす る多 くの 統計的モデル に対 して ，変

分原理 に も とつ い て 平均場近似が定式化され
， 適用 されて い る ［7］．

　摂動展開に もとつ く導出で は ， q に 関する ギブス 自由エ ネル ギー C を ，
　 m を固定 して

相互 作用の 係数 ω に関し て テ イ ラ
ー
展開す る

2．この テイラー展開 は ， Plefka展 開 ［2］と

よ ばれ る ．テ イ ラ
ー級数 を 1 次 まで で 打ち切れ ばナイーブ平均場近似が得 られ る ．よ り

高次の 項 ま で 考慮 する こ と に よ っ て ，高次 の 平均 場近似が得 られ る ［9］． TAP の 方法 ［1｝
は ，熱力学的極限にお い て主要な寄与 をす る項をすべ て 残して議論す る とい うア プロ

ー
チ

で ある ．こ うして得 られ た近似的ギ ブス 自由エ ネル ギ
ー

に つ い て ， 停留条件を考え る こ と

に よ っ て 平均場方程式が 得 られ る．

　
21

／N に 関 す る 展 開 に よ る 導 出 ［8］な ど もあ る が，こ こ で は 触れ な い ．
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図 1： B の 直交双 対な葉層構造 （ア ，
A ）の 模式図

　摂動展開 にもとつ く平均場近似の 導出は，情報処理 の文脈で はそれほ ど浸透 して い る と

は い え な い ． Opper　and 　Winther［10］は，ガ ウ シ ア ン プ ロ セ ス に おける ベ イ ズ識別 の 問

題に対して ， Plefka展開にもとつ く平均場近似 を適用 して いる ．

4　 情報幾何学 に よ る解釈

　変分原理お よ び摂動展開の ， どち らの 導出に対 して も，情報幾何学 ［3，
4］に も とつ く幾

何学的な解釈 を与 える こ とが可能で ある．

　情報幾何学の立 場で は ， B は 「統 計多様体」 とよ ばれ る微分可能多様体とみ なされる ．

（h ，
w ）は統計多様体 β の ひ とつ の 座標 系で あ り，正 準パ ラメータ とよばれ る．　 Fo は

w ＝ 0 で特 徴づ けられ る B の 部分多様体で ある ．変分原理 にお ける ， D （pllg）を最 小 と

す る p ∈ Xo を求める 問題は ，幾何学的に は q か ら fe へ
， ある意味で 「垂線」 を下 ろす

こ とに相 当す る ［1耳 垂線 の 足 が p を 与える ． フroは B の 部分多様体 と して
一

般に は平

坦 でな く曲が っ て いる の で ，垂線 の 足 は
一

般 には 唯
一

で ある とは限 らな い ．

　摂動展開 に対する情報幾何学的解釈は ， ω および m によ る B の 直交双対 な葉層構造

（∫ ，
A ＞（図 1）を導入 する こ とに よ っ て 与え られ る ［5，

6］．　 q と同じパ ラ メ
ータ ω をもつ

分布 （h は異な っ て もよ い ）の 集合 を F （ω ）とする と，これ は B の部分多様体で ある．

D （pllq）を最小 にす る p ∈ F （ω ）を求 める問題を考え る ．こ の 問題 は 自明な解 p ＝

αを も

つ が ，こ の 事実に は し ば ら く目をつ ぶ る こ とにす る． p を指 定す る ためには独立な パ ラ

メ
ータ と して 正 準パ ラ メ

ー
タ （h ，

w ）を とる の が 自然で はあるが ， 摂動展開の 情報幾何を

考え る ため に は ， p を指定す る 独立 なパ ラメ
ー

タ と して 直交双 対な葉層構造 （．7
’
，
　A ）と対

一836 一

N 工工
一Eleotronlo 　Llbrary 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

「多体問題 として の 情報処理 一統計力学 と情報科学 の 接点
一

」

応 した座標系 （m ，
w ）を とる ．　 m 三 〈s＞p で あ る． （m ，

　w ）は混合座標系 とよ ばれてお

り ， （少な くと も有限の N に対 して は）正準パ ラ メ
ータ （h ，

w ）と同様 に B の 座標系 と

して使うこ とがで きる． D （pllq）を m を固定 して w ＝ 0 に関 して テ イ ラ
ー展 開す る．

する と， こ の テイ ラ
ー展開が ， Plefka展 開を 与えて い る こ とがわか る．ナイ

ーブ平均場

近似 との 関係や ，線形応答定理 に よる相 関の 推定な どにつ い て も，情報幾何学的の 立場 か

ら統
一

的な解釈を与え る こ とがで きる ［5，
6］．

5　 Plefka 展開の 収束性

　Plefka展開は w に関す る べ き級数展開で ある か ら ，

一
般の べ き級数 と同様 に ， 収束 域

が定義 され る．数学的に は
，

ω が収束域に含まれ て い る場合には Plefka1展開は意味を

もち，級数を有限項で打ち切る こ と によ っ て得 られる 近似 は ， 数学的に みて 「よい 」 近似

を与え る こ とが 期待で き る．けれ ど も，収束域 の 外の ω に対して は， Plefka展 開はべ き

級数と して 収束せず，平均場方程式の 意味 も数学的に は もはや 明確 で ある とはい え な くな

る． したが っ て，数学的 にい えば摂動展開に よ っ て得 られ る平均場近似は Plefka展開の

収束域で の み有効で ある とい う こ とが で きる．

　SK モ デル に つ い て は，　 Plefka展 開の 収束域は Plefka［2亅に よ っ て研 究 されて い る。

砺
〜 N （O，

1／／＞）とす る と， Plefl［a 　X 開が収束する条 件は N → oo で

　　　　　　　　　　　β
一2

＞ ma 」C｛（1 − 2q・ ＋ a、），
2（q、

− q、）｝　 　 　 　 （3）

　　　　　　　　　　　　　　　　％ ・ 寿琴曜 　 　 　 （・）

で 与え られ る．こ の 収束条件 と，レプ リカ法に よ る解析結 果 とを比較す る ため に ， hi ≡

h とす る と，同
一
視

　　　　　　　　　　　　q・
・ ＝ ！・x ・anhn （β（qlf2z＋ h））　 　 　 （・）

の も とで 式 （3）の 第一項 は SK 解に対する de　Alme1da−Thouless（AT ）線 ［12亅に対応 して

い る こ とがわか る． レプ リカ法 によ る解 析結果 か らは，第二 項 に対応す る条件 は得 られな

い 3． h−1／βパ ラメータ平面 におい て SI（解に つ い て調 べ て み る と，図 2 にみ られ る よ う

に 　1／βが 小さい 部 分で式 （3）の第 二 項が 限界 を与 える こ とが ある の で ， SK 解に 対応

する解にお ける Plefka展 開の有効性が 数学的に保 証 され る範囲は RS 領域 に含 まれ，そ

れ よ り本質的に狭い こと にな る
4．

　情報処理の 問題へ の応用 の 観点 か ら重要なの は N が有限 の 場合 で ある ．こ の 場合 には

モ デル はエ ル ゴー ド的で あるが ， D （pllg）は ω の 複素数値に対 して特異 性を もち ， その

特異点が Plefka展開の 収束域を制限する ． こ の 制 限が実際の 平均場近似 の 応用 に対 して

どの よ うに影響する か を調 べ る こ と は
， 興味深い 課題で あ る．

3
第二 項 は・q（1）の 騰 の モ

ー
ドの 不安定化 に 関する 条件なの で，灘 点近似に よ ・ て 0 （1）の 項 輔

と して しま う レ フ リカ 法 の 解析結 果 に は現れ て こ ない もの と考 え られ る．

　
4
図 2 か ら もわ か る よ う に ，第二 項 の 寄 与 に よ る 収 束 域 の 狭 ま りは ご くわ ずか で あ る．
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図 2： h−1／β平面における SK 解に対 する Plefka 展 開の 安定性条件。実線 （AT ），波線

（P）は式 （3）右辺 の それぞれ第 一項 ，第二 項 か ら決 まる 安定限界を あらわ す．

6　非エ ル ゴー ド性 と情報幾何学

6．1　 平均場近似の 統計学的解釈をめぐる問題点

　SK モ デル に つ い て の研究にお いて ，平均場方程式 は AT 相転移温度以下の 低温で は解

を複数もつ こ とがよ く知 られて い る ．ところ が ， 情報幾何学の立場か らみ ると話は違 っ て

くる．多様体 f （w ）は統 計多様体と して 平坦 で ある こ とが 容易 にわか る の で ， 対応す る

最小 化問題

　　　　　　　　　　　　　　　　。鷄 ）
D （plla）　　　　　　　　 （6）

の解は 自明 な解 p ＝ q だ けで ある こ とが言 える．両者 の あい だ には ，明 らかな矛盾が あ

る．

　こ の矛盾 か ら，重要な問題 が提起され る ．統計力学の 立場で は ， 平均場方程式が多数の

解をもっ の は，系が エ ル ゴー
ド性を喪失 して い る こ とと対応す る と され て お り，ひ と つ の

エ ル ゴー ド成分に関して の 期待値 は，平均場方程 式の あるひ とつ の 解に対応づ け られ る ，

とい うこ とが基本的 には広 く信 じられて い る．けれ ども，平均場方程 式の解の 性質は物理

学 にお い て も完全 に理解されて い るわ けで はない ［13］．とくに ， 情報処理 へ の 応用 を想定

す る立場か らすれ ば，平均場方程 式の 解 に対 す る 「統計学的な」 解釈を与 える こ とはたい

へ ん重要な問題で ある ．

　Plefka展開によ る平均場近似の 導出 に対 して は情 報幾何学か らの解釈が与え られ たの

だ か ら，平均場方程式が複数解 を もつ ときの それ らの解に対する統計学的な解 釈 にっ い て

も ， 情報幾何学的な考察か ら何 らかの 手がか りが得 られる の で はな い か，とい うこ とが期

待 され る．こ こ で の本 質的な 問題 は ， 熱 力学的極限に お い て は じめて 出現す る 非エ ル ゴー

ド性で あり ， そ の よ うな状況が情報幾何学 にお い て い かに表わ され るか を調 べ る必要 が あ
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（a ）強磁性モ デル

1

w

3

2

1

0

1卩

1■ 一〇．5 0

（b）N ＝ 2m0

．5 1

図 3： 混 合座標 系 （m ，
ω ）にお ける等 h 線

る と考え られ る．そ の よ うな方向を 狙 っ て ， 非エ ル ゴー
ド性を示す もの の なかで もも っ と

も単純でそ の 性質が よ く理解されて い る モデル として 強磁性モ デル をと りあげて ，情報幾

何学の 立場か ら の 検討を試み る．

6．2　 強磁性モデル

　本 稿で の 問題の 定式化 に沿 っ て い え ば，強磁性 モ デル は ， ω ij ≡ 婿N
，
　hi ≡ h で ある

モデル と して 特徴づ け られ る．これ は，各 N に対 して ， （h ，
w ）を正 準パ ラメータとする

2 次元 の 平坦な統計多様体を定 めて い る こ とにな る． Plefka展開を考える と， ω に関 し

て 2 次以 上の 項は N → OQ の 極限で 無視で き，よ く知 られて い る よ うに N → co の 極限

にお い て 厳密な平均場方程式

mi ≡ m ＝ tanh（wrn 十 h） （7）

が得られ る ．

　強磁性モ デル に対応す る統計多様体 の 構造 を調 べ る と， こ れ が よ く知 られた カス プ形 の

特異性 を もつ こ とがわか っ た．図 3 （a）に，強磁性モ デル に関 して 混合座標系 （m ，
w ）に

示 した等 h 線を示す．図中灰色の 領域は， Plefka 展開の 収束域外である こ とを示 して い

る ．比較の ため に，図 3 （b）に， 1V ＝ 2 の モ デル に 関する等 h 線 を示す． 1V＝ 2 の 場

合 に は ，各 ω に対 して m と h と の あい だ に は 1 対 1 の 対応がある が ， ノV → OQ の 極限

で は，図 4 に 模式的に示 したよ うに， w ＞ 1 に対 してそ の よ うな 1 対 1 対応 が 失われて

お り， m が f （w ）の 座標系と して 機能 しな くなる ， とい う ことが 起こ っ て い る．
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図 4： 強磁性モ デル に 関する統計多様体の も つ カ ス プ特異性の 模式図

　以 上の こ とは ， 物理的 には 「常磁 性 一強磁性相転移 にともな う自発磁化の発生」 と して

よ く知 られて い る こ とで ある ．けれ ども，情報幾何学的 に は 「統計多様体 の大域的な 幾何

学構造の変化」 で あり，そ の 意味する と こ ろは今の と ころ明確で ある とは い えない ．統計

力学 で は普通 に現れ る こ の 種の 非エ ル ゴー
ド性が ，情報幾何学 にお い て どの よ うに表現 さ

れ るの か ， とい う問題 は ，
こ れまで の とこ ろ まっ た く研究 されて お らず ，たい へ ん興味深

い 問題で ある ．

7　 ま とめ

　本稿で は ， P 正efka 展開に よ る平均場近似の 導出に対 して 情報幾何学の立場 か らの 解釈

を与えた著者の研究の概略を紹介し，そ こか ら派生す る諸問題 に つ い て 述 べ た．

参考文献

［1］D ．J．　Thouless
，
　R 　W ．　Anderson　and 　R ．　G ．　Palmer

，
　Phil．1晦 g．， 35 （1977 ）， 593．

［2］T ．Plefka
，
」．　Phys．　A ： M αth．　Gen．

，
15 （1982），

1971．

［3］S．Amari
，
1）ifferential−Geometrical　Methods　in　Statistics

，
　Lecture　Notes 　in　Statis−

　 tics
，
　vol ．28

，
　Springer−Verlag（1985）．

［4］長岡，甘利，　 「情報幾何の 方法」 ，岩波講座 応 用数 学 ， 岩波書店

［5］T ．Tanaka
，　in　M ．　S．　Kearns　et　aL （eds ．），

　Advances　in　Neurα1　lnformation　processing

　 Systems
，
　voL 　11

，
　The　MIT 　Press（1999），

　pp．351−357．

一 840 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

「

多体問題 として の情報処理 一統計力学と情報科学の接点
一

」

【6］T ・Tanak ・
，　t・ apP ・a・ i・ 伽 剛 σ・脚 纏 ・・ （1999）．

［7］M ・1・J・・dan
，　Z・Gh・h・amani

，　T ・S・J・・kk・1・
，

・・ d　L．　K 　S・u い ・ M ．1．　J・・d・n （・d．），

　　　五eα糀 腕 gin （ヌη p痂 cα 」ルfodets
，　Kluwer　Academic　Publishers

，
　Dordrecht （1998），

　　　pp．105−161．

［8】K ・N ・k・ni ・hi
，
　Phy ・・　 R ・v．　B

，
23 （1981），

3514，

［9！T ，Tanaka
，
、Phys．　Rev．　E ， 58 （1998），

2302．

【10亅M ・OPP・… dO ・Wi ・th・・
，　t・ apP ・a・ i・ M ．　S．　K ・a・ns 　et ・L （・d・．），

舷 ・。 ，，、 ¢。

　　　N ・ural ・1・f・rm ・ti・・ P 叨 ce ・・吻 梱 ・m ・
，

・ ・1．11
，
　Th ・ MIT 　P ・ess （1999）．

［11］T ・Tan ・k・
，
嫐 辺 踊 ・・．跏 伽 ent ・tS

，
肭 一A （1996）， 709．

［12］J・R ・L・d・ Alm ・id・ and 　D ・J・Th ・ul・・s
，　J．・Phy・．　A ，　M ・th．σ・・ ．

，
11 （1978），

983．

［13］G ．Parisi　and 　M ．　Potters，」，　Phys．　A ’ ハ4ath．　Gen，
，
28 （1995），

5267．

一 841 一

N 工工
一Eleotronio 　


