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「交換法」の ラ ン ダ ム ス ピ ン 系へ の 応用

東大物性研　　福島 孝治

　 「交換法」は 「拡張ア ン サ ン ブ ル法」の
一

つ の典型例 として 、特 に ス ピ ン グ ラ ス の研究

に精力 的に 用い られ て い る。こ こで は 、方法の 概略を述べ た後で 、普段 は あ まり触れ られ

な い 平衡化の 問題を議論 し 、 後半に は 「交換法」の 「拡張ア ン サ ン ブ ル 」的 な応用例 を
一

つ 示す。

1　 「交換法」

1．1　 は じめ に

　一
般に 相転移に伴 う 「遅 い 緩 和現 象」に は 、

一
次転移の 際の 準安定状 態間の 遷 移時間が

系の 大きさに対 して指数関数的に増大する もの と、二 次転移の 際の 相 関長の 発 散に伴 う臨

界緩 和が ある 。
ス ピ ン グ ラ ス は 多数の 準 安定状 態が 存在す る系で あ り、その 臨界現 象 を調

べ るに は ち ょ うど一
次転移 と 二 次転移の 難点を合わせ た状況 に な る 。 こ の 問題 に対 して 、

最近モ ン テ カル ロ 法で の 緩和 を速め る こ とを 目的とした 「拡張ア ン サ ン ブ ル 」の 方法が注

目を集めて い る 。 これ は緩和が 速 くな る よ うに ダ イナ ミク ス 自身を改 良す る の で は な く、

知 りた い ア ンサ ン ブル に何 らか の 修正 を加 える 方法で ある 。 拡張ア ン サ ン ブ ル 法 の
一

つ で

ある 「交換法1 と呼ば れ る方法で は 、 温度だけが異な る複数の 系 （合体系）を同時に シ ミ ュ

レ
ー

トし 、 適当な 2 つ の 系の 温度をモ ン テ カ ル ロ 法の 素過程 とし て 交換す る。（方法の詳細

は 、佐 々木氏の 解説に すで に 述べ られ て い る ので 、こ こ で は 割愛する 。 ）こ の 温度交換は

詳細釣合の 条件を満たすよ うに構成 され る の で 、 熱力学的性質は 通常の モ ン テ カル ロ 法 と

同様に評価で きる 。 ただ し、温度交換 を導入する こ とに よ り、低温 で ある準安定状態に系

が 捕 まっ て い て も、 高温に 移 るこ とで そ こか ら抜け出すこ とが で きる とい うメ リ ッ トが 得

られ る 。

1．2　 うま くい くため の 必要 条件

　この 方法を使い 始め た当初は 、 方法の 簡単さに もか か わ らず非常に 有用で 、で きなか っ

た 計算が で きる よ うに な っ た とい う驚 きが 大 きか っ た よ うに 記憶 して い る 。 しか し、冷静

に な っ て み る と 、
“

うま くい く
” とい う言葉は極め て 曖昧だ し、

“

本 当にで きな い 計算が で

きる ようにな っ た
”

こ とは事実ど うか を示すこ とは一
般 には 困難で ある 。

モ ン テ カ ル ロ 法

で ある限 り、
“

で きた
”

とい え る十分条件は ない わ けで 、幾つ かの 満たすべ き必 要条件をで

きうる範囲で チ ェ ッ クする しか な い
。 以下 に 交換法に お い て 考えられ る条件を挙げて み る

。

［1，
3］．

条件 1 交換が 有意な確率で 実現 して い る 。
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条件 2 それぞ れ の 状態が合 体系 を動 き回 っ て い る 。

条件 3 その結果 、 状態が 記憶を無 くして い る 。

条件 4 物理量が 収束して い る。

特 に条件 1 、 2 は こ の 方法に特有の こ となの で 詳し く説明 をす る 。

1．2．1　条件 1　 温度の 決め方

　まず、こ の 方法が 「交換 法j と呼ばれ る ために は 、シ ミュ レ
ー

シ ョ ン 中に 交換が 実際に

成立 して い な くて はな らな い
。 そ うで な い と通常の モ ン テ カル ロ 法 とな ん ら変わ らな い

。

こ の 方法で 交換が 実現する ように 調整で きる パ ラ メ
ー

タは 温度だけで あ る 。 ど の よ うに 設

定すべ きで ある かは完全 に は わか らない が 、例えば 、「交換確率が 温度に よらな い 」とい う

の は一
つ の 指針で ある 。

こ の ため の 実装 方法は
、 佐々 木氏の 記事ある い は 、 文献 図 の 付録

を参照頂 きた い
。 こ こで は適当に設定した場合 の悪 い 例 を一

つ 示す 。 図 1 は 、有限温度相

転移 〔逆温度で β，
〜 0．44）を示す 2 次元強磁性 イジン グ 模型の 例で あ る 。 左図 は 、逆温 度

で 等間隔に 設定 した温度 を用 い た計算で 、サ イズ とともに 臨界温度近傍の 交換確率が激減

して い る 。 その ために 、温 度方向に 関して 、低温側 と高温側が 実質的 に分離 され て しまい 、

高温で の 速い 緩 和が低温 に 伝わ っ て い な い
。 こ の 問題 は 、温度をうま く設定す る こ とで 改

善 され 、右図の よ うに温 度に依 ら ない 確率 を実現 して い る。つ ま り、前項の 条件 ユは 満た

されて い る 。
こ こ で 要する 手続 きは 、短い モ ン テ カル ロ ス テ ッ プ数で 大雑把 に エ ネル ギ ー

の 振舞 を調 べ るだけで あ る 。
マ ル チ カ ノ ニ カ ル 法 ［4］や テ ン パ リン グ 同の よ うに 、逐次的

なパ ラ メ ー
タ の 学習は必要な い

。 もっ と も、全温度差 を固定 し 、 また温度数 も固定 して い

るの で 、サ イズ と ともに交換確率は 減少して い る 。例 えば相転移点近傍だけに 興味が あ る

の で あれば 、 サ イズ と共に 全温度差 を変化 させ るか 、 温度点 を増や す工 夫が 望 ましい 。
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図 1： 交換法に おける交換確率を逆温度の 関数と して 示す 。 左は逆温度を等間隔で 設定 し

た もの 、右は 文献 ［2］の 方法で 設定 した温度を用い た 。 ど ちら も最低温度 と最高温度 、 全温

度数は 等しい
。
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12 ．2　 条件 2　　 エ ル ゴ ード時間

　温度の 設定に よ っ て 、各温度に お ける交換確率は保証 され るが 、本当に 重要なの は 各状

態が 温度空間をラ ン ダ ム ウ ォ
ー

ク して い る こ とで ある 。 失敗する 場合として 、 各温度で は

それぞれ 適 当な交換が 実現 して い るが 、全体 として は温度空 間の 中の 狭 い 領域 に 閉 じ 込 め

られて い る こ とが ある得る 。 条件 2 は こ の 問題を考慮 して い る 。 実際の 計算で は 、適当 に

マ
ー

クをつ けた状態を追跡 し、全温度空間を
一
度巡 る時間ス ケ

ー
ル を調べ る こ とが で きる 。

こ の 時間 ス ケール は エ ル ゴ ード時間 と呼ば れ 、もと もとは マ ル チ カ ノ ニ カ ル 法 ［4］で 導入 さ

れ た 量だが 、

一
般の 「拡張ア ン サ ン ブ ル 法」で 対応す る量は 定義する こ とが で きる 。 こ の

時間が 調べ て い る合体系の 平衡化に要する特徴的な時間 を与え て い る と考え られ るの で 、

平衡化の チ ェ ッ ク として 是非押えて お きた い 量で ある 。

1．2．3　条件 3 、 4　　平衡状態 はどの よ うに確認す るか ？

　
一

般の モ ン テ カ ル ロ 法に おい て 、遅 い 緩和現象を示す系で の
“

物理 量の収束
”

は必ず し も

平衡化を意味 しな い
。

ガ ラ ス の ように 激 し く遅 い 緩和の 場合は
、 準平衡状態に つ か まっ て

い る こ とと平衡状態に 達して い る こ との 区別は難 しい の で 、十分な注意が必要で ある 。 し

か し 、 拡張ア ン サ ン ブ ル 法を用 い る と 、 準安定状態か ら脱出す る動的過程を方法 自身が 原

理的には持 っ て い るために 、 準安定状態に系が留 ま り続ける可能性は低 く、む し ろ
“

物理量

の 収束
”
が 平衡化の確認条件として 復活で きる 。 図 2 に ス ピン グ ラ スの 平均場模型で の 交換

モ ン テ カ ル ロ 法で の 緩和の 様子を示す。 縦軸は こ の 模型の 特殊 な対称性か ら O に な る量 で 、

モ ン テ カ ル ロ ス テ ッ プの 関数 として 単調 に緩和 して い くこ とが わ か る 。 交換法の 結 果 は 、

通 常 の モ ン テ カ ル ロ 法 よ りも速 く平衡条件 に満 た す こ と は 当然 で あ るが 、その 緩和 関数は

あ る特性時間をもっ た 指数関数で よ く表 され る 。 また 、その 時間ス ケ
ー

ル の サ イズ依存性 、

温 度依存性等 の 振舞は前項の エ ル ゴ ード時 間の それ とほぼ一致 して い るこ とか ら、温度交

換 を利用 して 緩和が促進 され る とする 我 々 の 期待が 実現 され て い るこ とが わ か る 。 ［6］

642186420111
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図 2： 2 つ の 異な る定義で の エ ネル ギ ーの 差 の モ ン テ カ ル ロ ス テ ッ プ依存性 。 ［6］平 衡状 態

で は ゼ ロ に な る 。 上が 通常の 方法 、 下が 交換法に よ る結果を示す。
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1．3　 並 列化に つ い て

方法の 構造か らほ ぼ 自明な こ とで はあ るが 、

「交換法」は 並列計算に 向い て い る 。 各ノ
ー

ドに 交換法の 要素を割 り当て れ ば 、 交換過 程

は各ノ
ードで シ ミ ュ レ

ー トすべ き温度等の 外

部パ ラ メ
ー

タを必 要に 応じて 、他 の ノ ー ドか

らもら うこ とに なる 。
つ ま り、 ノ

ード問の 転

送量は 系の 大 きさとは無関係に非常 に 少な く

済む。

一
方で 、

ノ ード間の 転送を無 くして し

まうと、それは 通常の モ ン テ カル ロ 法に 他な

らず、緩和問題の 解消は期待で きない 。 結局 、

非常に少な い 転送が 大 きな利益 （緩 和 問題 の

解消）を実現 して い るわ けで ある 。
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MPI を用い た交換法に お い て 、一秒間当 りの

状態更新数を使 っ た 計算機数 （PE ）の 関数と

し て 示した 。 系の 大きさ L の 小 さい 場合を除

い て 、PE 数に比 例 して更新数が 増加 して い

る こ とがわか る 。

2 　応用

　単純に こ の 方法をス ピン グ ラ ス 系に応用 した仕 事は 、現在 まで に た くさん 存在する 。 こ

こ で は 「拡張ア ン サ ン ブル 法」ら し い 使 い 方 を紹 介す る 。

2．1　交換法の 応用　自由エ ネル ギ ー
差の 計算法

　系の 秩序に共役 な境界 条件 とそれ をひ ね っ た境界条件の 元 で の 自由エ ネル ギ ー差 は 臨界

現 象を調 べ る際 に重 要な量で あ る 。 しか し 、自由エ ネル ギ
ー

や エ ン トロ ピーは モ ン テ カ ル

W 法で も調べ る の は 難しい 量で ある 。

一
方で 、それ は マ ル チ カ ノ ニ カ ル 法の 得意 とする 部

分だが 、こ こ で は あえて 交換法で 考え て み る 。

　調べ る ス ピン 系の ハ ミ ル トニ ア ン は 、

n ・。・ 〔｛s｝，
α）＝

一
Σ ゐ，

5潮 一
α 」BC Σ 　S、S，，

　 　 　 　 　 　 　 　 tj　　　　　　　　　　　　　　 z∈∂1、；j∈∂2　v
（1）

とする 。 第
一

項は バ ル クに対 する項 で あ り、第 二 項の ∂1，∂2 はそれぞ れあ る
一

つ の 境 界面

とそれ と正反対の 境界面 を表 し て い る 。 また 、 結合定数 α は ± 1 の値 をと り、そ の 符号が

正 の 場合は 周期的境界条件で あ り、負 の場合は反周期的境界条件で とする 。 今 、位 相 空間

をス ピン 自由度 ｛Si｝に加 えて 、先に定義 した 「境界条件」で ある α の 符号 も含め る 。
こ の

時、温度 T に お い て 、（反）周期的境界条件を見 つ け る確率、すなわち α が 1（
− 1）で ある確

率は 、

　　　　　　・（・ − 1
， （
− 1＞・・）−

T「
｛s ｝娠 1

曷器
（一堀 TLZ （

会i黒c
， 　 （・）

となる 。

一
方、計算した い 量は

、 周期的境界条件と反周期的境界条件の 元で の 自由エ ネル
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ギ ー
差 △ F （T ）で あ り、 次の よ うに表 され る 。

・xp （・F ／T ）一

。瓢。

一

P （α ＝ 1）
P （α ＝ − 1）

（3）

これは 、モ ン テ カ ル ロ 法の 中で α もス ピ ン 変数 ｛Si｝と同様に 動的変数 と して 扱い
、 その 頻

度の 商か ら自由エ ネル ギ ー
差が 計算で きる こ とを意味 して い る 。 ただ し 、α は Ld

−1
個の ス

ピ ン と結合 して お り、 その 反転確率は 大変小 さい
。

つ ま り、自由エ ネル ギ ー
差 をモ ン テ カ

ル ロ 法の 言葉で 書 き下 した 代償 として 、緩 和 の 問題が 表面化 した こ とに な る 。 しか し、拡

張 ア ン サ ン ブ ル 法を用 い れば 、こ の 問題 は深刻で は ない 。 む しろ 、式 〔3）は モ ン テ カル ロ

法で 方法 として 難 しい 量 を 、緩 和が 深刻だが 計算 自体 は 簡単な量に 焼 き直すこ とが で きた

と言え る 。

　こ の方法を用い て 、 3 次元 土 」 イジ ン グ ス ピン グ ラ ス 模型の 自由エ ネル ギ ー
差を計算し

た 。 この 模型 はス ピン グ ラ ス 研究の 最 も標準的な模型で あ り、今 な おその 性 質が議論され

て い る 。
こ れ まで の 研究か ら、ス ピン グ ラ ス 相転移 は有限温度で 起 こ る と され て い るが 、

その 低温相に つ い て は わか っ て い ない こ とが 多い 。 例 えば 、秩序パ ラ メ ー
タが 有限に 残る

か は は っ きりと決着が つ い て い な い
。 図 3 に 結果 を示す 。 サ イズ の 違 う自由エ ネル ギ ー差

の 交点として 、転移温度が わか るが 、デ ー タは 1．1近傍で 交点が あ り、有限温度相転移を示

唆 して い る 。 こ の 値は これ まで に報告されて い る値 と矛盾しな い
。

一
方で 、転移温度以下

で は っ きりとした発散傾向が 確認で き、こ れ は低温相が し っ か りと した硬 い 相で あ り、有

限の 秩序パ ラ メ
ー

タが存在 す るこ とを強 く示唆 して い る 。
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図 3： 3次元 ± 」　lsingス ピ ン グ ラ ス模型の 自由エ ネルギ
ー
差の 温度依存性 。 転 移温度 （Tc 〜

L1）を境に 、サ イズ と と もに減少する高温 相 と増加す るス ピ ン グ ラ ス 相 の 違 い が よくわか る 。

　この 方法は 、 境界条件は離散状態で 表現で きれ ば 、 応 用可能で あ り、 た とえば 、 トポ ロ

ギ カ ル な欠陥を伴 うよ うな相転移に つ い て も調べ られ る 。

3　 まとめ

　こ れ まで に 、拡張ア ン サ ン ブル 法の
一

つ で ある交換法の 実用上 の 注意点を まとめ て 、 後

半に ス ピ ン グラ ス へ の 応用 例 を説明 した 。交換法 は ス ピ ン グ ラ ス 系を中心 に 多 くの 応用例
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が あるが 、平衡化の チ ェ ッ クに 関す る統
一

的 な見解はな く、それぞ れ の研究で まちまちで

ある 。
こ こ で は 交換法で の 一

連の チ ェ ッ ク事項を提案 し 、 その 例を示 した 。 平衡化の チ ェ ッ

クはモ ン テ カル ロ 法に よるデ
ー

タ に信頼性 を与える重要な問題 な ので 、マ ル チ カ ノニ カル

法の場合 も含め て今後整備 され るべ きで あ る 。

　拡張ア ン サ ン ブ ル 法は 、緩和の 問題 を解消する
一

般的な方法で ある 。 ア ン サ ン ブ ル 空間

の なかに 、 良 く緩和する部分 （ソ
ー

ス）と、なか なか 緩和 しない が 非常に興味ある部分 （タ
ー

ゲ ッ ト）が ある とする と、緩和の 問題 を解決する指針 は得 られ た と い うわ けで ある 。
つ ま

り、その 二 つ を結び つ ける こ とで 、ターゲ ッ トの 緩和 を ソ
ース で 解消するの で あ る 。 その

具体的 な方法は 、マ ル チ カ ノ ニ カ ル 法で あ っ た り、 交換法で あ っ た り、 何で もい い の で あ

ろ う。 例えば 、 交換法で は交換対象が 温度で ある必 要は な い の で 、 温度以外の 変数を交換

す る こ とに よ り、タ
ーゲ ッ トの よ り近 くに ソ

ー
ス を見 つ け る こ とが で きれ ば よ りよい わけ

で ある 。
こ れは 、 今 まで 緩和の 問題 で 悩 ま され て きた系に対す る アプ ロ ーチの

一
つ の指針

を与えて い るの と同時に 、緩和以外の 困難 な問題 も緩 和 の 問題 に 置 き換 え るこ とが で きれ

ば 、解を求め うる可能性 を も与えて い る 。 また 、
こ うした考えの 自然な拡張に 挙げ られ る、

千見寺氏 らに よ り提案され た良 く緩和する非物理 的空間の 利用法 ［7］は そ の 典型で ある。 彼

らの 方法は 、ターゲ ッ トとソ
ー

ス をつ な ぐパ ス を賢 く選ん だ例で ある 。 ど うすれ ば 、興味

ある空間の 近 くに緩和を解消 して くれ る空間 を見 つ け る か が腕 の みせ ど こ ろ で あ ろ う。 今

後は 、それぞ れ興味ある系や 物理 量に特化 した拡張ア ン サ ン ブ ル を探 して 行 くの が 一
つ の

方向か と思 わ れ る 。 そ して 、出て きた 色 々 なア ン サ ン ブ ル 系 を統
一 して み る こ とが で きた

時に 、方法論 と して 次の 大きなス テ ッ プ に な る こ とを期待する 。
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