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（2000 年 5 月 8 日受理）

　日常世界に お い て 流体現象は，河川 ，
キ ッ チ ン （コ ン ロ ，流 し，や かん の水，など），動植物内

等い た る所に現れ る．こ れ らの ような流体現象の 多 くは ，移動境界 （気
一液，固液 ， 液一液，な ど）

を持ち，それ らの 境界は
一

般 に複雑で あっ たり， 大 きく変形 した りする．こ の ような現象の 解析

は チ ャ レ ン ジ ン グか つ 実用的に も重要で あるが ，物理 的対象と して は複雑すぎ，研究する手段 も

近年まで 実験以 外に はなか っ た．しか し，近年の 数値流体の 計算法の 発展 によ り，こ れ らの 現象

の 数値的扱 い が 可 能に な りは じ め
， 計算物理の対象にな りつ つ ある ．本原稿で は，自由界面流れ

を 例 に近年開発 さ れ た移動境界流れ の 計算手法に つ い て紹介する。2

1　 は じめ に

　移動境界を持 つ 流体現象に対す る数値計算法は非常に 多くあ り［1］，
ど の 方法が 良い か は現象に

強 く依存す る ．本原稿で は ， 界面 の大変形を伴 う流体現象 （例 えば波が 崩れ るよ うな流体現 象〉に

的を しぼ り，界面の 大変形に も対応で きる数値計算手法に つ い て 説明す る ．

　移動境界 を持 つ 流体現象の シ ミュ レ ーシ ョ ン は ，境界の 扱い の 繁雑さなど の ため難 しい と言わ

れ る。私 も実際にや っ て み て その 難しさを痛感 した．しか し，流体の 支配方程式 に は基本的に完

成され た もの が あ り， 界面が大変形して も流体現象は こ れ らの 支配方程式に従 っ て い る ．本原稿

で は ，以下 の 流体の 支配方程式 （重力，粘性 ， 表面張力の 効果 を含む）を採用す る ．

　　　　　　　　　　　　　　　　霧・ （… ）・ 一 一
・▽ ・u

， 　 　 　 （1）

　　　　　　　　　　　　寄・
〜
・
・
… 一 一

… 劣・ ・ ＋   ， 　 　 …

　　　　　　　　　　　　　　　　窪・ （… ）・ 一 一
農・ 叫 　 　 　 　 （・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P ＝ P （ρ，
e），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

こ こ で ， ρ： 密度 ，
u ： 速度 ，

　p ： 圧 力，g ： 重力，μ； 粘性係数 ，
　F

、v ： 表面張力
，
　e ： 内部エ ネルギ t ま

た
， （1）， （2）， （3）， （4）は，連続の 式 ， 運動方程式 ，

エ ネル ギ
ー
式 ， 状態方程式で ある．基本的に は，

　 寧

本稿は 、編集部か ら特に お願い して 執筆して い た だ い た記 事で あ る 。

　
1E −mail ： kensuke◎aurora ．es．h。kudai．ac ．jp

　
2

こ こ で 紹介す る方法 は 私が 開発 した もの で は な く，私は こ れ らの 方 法 を現 象 の 解析 に 用 い て い る だ けで す．ユ ー

ザーの 立場 か ら これ らの 方法を紹介 させ て 頂 きます．
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こ れ らの 式 を差分化 し計算機 に計算 させ れば流体現象は再現 されるはずで ある，しか し， 以下に

説明する よ うに
， それ が容易で は ない ．

　で は ，何が それ ほ ど難し い の か ？流体の支配方程式は ，見ての とお り非線形 の連立偏微分方程

式であ り，い か に も難しそ うに見える．しか し
， 本当に 難 しい の は ，連立偏微分方程式だか らで

も非線形だか らで もな く左辺の 移流項 3 ，つ ま り移流方程式

　　　　　　　　　　　　　　　　　寄・ （・ ・▽）ノー ・
， 　 　 　 　 （・）

の計算で あ る．こ の 方程式 に は，厳密解
“f（r ，

t）＝ ・　f（r − ut ，0）
”

まで 存在 し， その 計算は簡単に

見え る．移流方程式の 解の 簡単な例 として ，

一
次元か つ 全空間に

一様 な速度 u が与えられて い る

場合を図 1 に示す．こ の場合 ， t＝0の プ ロ フ ァ イル が dt後 に udt 移動するだけで あり簡単であ

f
u − 一

レ

　 X

t ＝ 0

f 幽一
、

　 ・

、 ud

　 、

　 　 、

　 　 、

　 　 、

t ＝ dt

図 1：
一

次元移 流方程式の 解．全領域 に対して
一

定 の 速 度 u が 与えられ て い る場合，初期プ ロ フ ァ

イル （t＝0）が dt後，右図の よ うに udt だ け移動する．

る．しか し，こ れ を具体的に メ ッ シ ュ 上で 計算しようとす ると様 々 な困難に直面する こ とがすぐ

に分か る．

　まず ， ラグラ ン ジ ュ メ ッ シ ュ （流体 とともに動 くメ ッ シ ュ ）を使 う場合を考える，こ の場合，図

1 の よ うな計算は容易に行な うこ とが で きる。しか し，2 次元に拡張し，図 2 の ような水波が壊れ

る ような状況になるとメ ッ シ ュ の捻れや 重な りの ため計算が 破綻して し まう．

Y

図 2： 太 線は界面を表す．ラ グ ラ ン ジ ュ メ ッ シ ュ で は界面の 大変形に 対応で きない ．

次に ， 図 3 の ようにオ イラ
ー

メ ッ シ ュ （固定メ ッ シ ュ ）上 で 界面を動かすこ とを考え る．液体の

3 こ の 項は ，対流項 と も呼ばれ 流体の 移 動を表す．
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図 3： 太線は 界面 を表す．オ イラ
ーメ ッ シ ュ は界面の 大変形に は対応で きる が ，界面 で の 数値拡散

が問題 とな る．

部分 を 1
， 気体の 部分を 0 とする密度関数を導入 し

， 密度関数の 勾配が 存在す る所 を界面 とすれ

ば
， オ イラ

ーメ ッ シ ュ 上 で 界面を表現で きる ．こ の 方法は
一

見良さそ うに見える が ， 界面 で の 数

値拡散が 大きな 問題 とな る ．簡単の た め
，

一次元 の 等間隔の グ リ ッ ドを例に ，そ の こ とにつ い て

説明する ．い ま，図 1 と同 じ問題を固定グ リ ッ ド上 で 計算する こ とを考え る．各 々 の 格子点で の

f

（a ）

一
s

　 、

　 、

　 1sss

0 　 　 　 　 　 0

（b ）

o

X

（c ） （d ）

図 4：
一次元の移流方程式に 線形補間を用い た計算．

dt 後の値 を知る に は udt 前 の値 （図 4 （a）の 黒丸の 値）が分かれば 良い ．しか し，そこ に は 一般

に グ リ ッ ドは な く （図 4 （b））， 黒丸の 値を知 るに は，何 らか の 工 夫が 必要で ある．もっ とも簡単

な方法は線形補間で ある が ， それをすると黒丸の 位置が本来あるべ き位置 （図 4 （a ））か ら図 4 （c）

の よ うにずれ て し まい ，プ ロ フ ァ イ ル が 正 し く伝わ らない （図 4 （d））．こ の よ うにプ n フ ァ イル

が崩れ て い くこ とを数値拡散 とい う．こ の 方法で もメ ッ シ ュ を細か くとれ ば 良い で は な い か と思

われ る方が い ると思 うが
，

こ の 方法を使 う限 り時間発展の たび にプV フ ァ イル が崩れ て い くため ，

本質的な解決に はな らない ．しか し，もし数値拡散 もな く， 精度良 く移流計算がで きれば ，固定

グ リ ッ ドを ベ ース に した方法は
，

メ ッ シ ュ が捻れて計算が破綻する こ とが な い ため界面の 大変形

に も耐 えられ る．そ こで，本原稿で は等間隔の 固定グ リ ッ ドを使 っ て 計算す る こ と を考える．

　固定グ リ ッ ドを使 う場合は，移流以外に も大 きな問題が 出て くる，例 えば ，直交格子上 で 曲線
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（例えば 円形の 水滴，図 5）を表現しようとする場合で ある．図 5 は ，そ の
一例で あるが，簡単に

図 5： メ ッ シ ュ の 中心が 円の 内側に ある所を円と考え て 円を表現した場合．

は 表現で きな い こ とが 分か っ て 頂ける と 思 う．こ の 問題は メ ッ シ ュ を細か くとれば ある程度回避

で きるが ，
メ ッ シ ュ を多く取 っ た分 ， 計算時間を必要とす る．表面張力の計算に は

， 曲率が必要

なため ， 曲線 を精度良 く表現する こ と は 重要で あ る．しか し，直交格子上 で 曲線 （特に移動する

曲線）を精度良 く記述する こ とは容易で は ない ．

　こ の ように，界面の 大変形 を伴 う現象の シ ミ ュ レーシ ョ ンが容易で はない こ とは分か っ て頂け

ると思 う．しか し，こ れ らの よ うな問題は
， 近年の 数値計算法の 進歩に よ りほぼ 解決 され て い る．

本原稿で は ，こ れ らの 数値計算法を紹介する．具体的には ，以下の 方法に つ い て紹介する．

・ 高精度な移流方程式の 数値解法の CIP 法 （第 2 章）．

・ 界面を扱 うの に 便利 な 1evel　set 法 （第 3 章）．

・ 界面に境界条件を必要 としない （計算の 中 で 境界条件が 自動的に満た され ，実質境界条件 を

　 必要 としない ）， 圧力 ベ ー
ス の Multi −Fluid

，
　Multi−Phase　Flow の 数値解法の CUP 法 （第 4

　 章）．

これ らの計算法の計算例等が ，［2，
3

，
　4］の ホ

ーム ペ
ー

ジ にあるの で ，まず見る こ とをお勧めす る ．

2　移流方程式の 数値解法

　本章で は
，

主 に 以 下 の 1 次元移流 方程式 ：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　躯 霧一・7 　 　 　 　 （・）

を扱 う．移流方程式 （6）を 固定グ リ ッ ド上 で計算す る こ とは ，図 4 か ら分か る ように ，意外に 難

しい ．こ の 計算で は，有限の 格子点 （図 6 の 白丸）の 情報か ら，い か に厳密解 （図 6 （a ）の 実線）

に近 い プ ロ フ ァ イ ル を復元す る か とい うこ とが 重要にな る．線形補間を使 っ た場合，図 6 （b）か

ら分か るよ うに著し くプ ロ フ ァ イルが失われ る．そこで ，線形補間で はな く，2
，
3

，

… 次関数を使
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（a ） X （b ） （c ）

Exac し　solution First 　order n 　th 　order

図 6： 格子 問の 補間の 例．線形補 間 （b）を使っ た場合，プ ロ フ ァ イルが大 きく崩れ る．n （n ＞ 1）

次の 補間を使 う場合 （c ），線形補間 （b）よ りは
， 厳密解 （a ）に 近付 くこ とが 期待 され る．

えば 図 6 （c ）の 様に 比較的厳密解に 近い プ ロ フ ァ イル が得 られ ると考え られ る．こ の 様な，2，3，

… 次 曲線を使 う方法は 非常に 多くあ る が ，大きく分けて 2 つ の タ イプ に分けられ る．1 つ 目は ，

ラグラ ン ジ ュ 補間と呼ばれ る方法で
，

n ＋ 1個の 格子点を用い て n 次 曲線 を構築す る方法で ある．

こ の 方法で 代表的な もの は Lax −Wendroff 法で
，
3 つ の 格子点の 値を使 っ て 2 次曲線を構築す る．

こ の 方法の 欠点は ，次数が 上が るに し た が っ て 計算に必要な格子点が 多くな り境界条件 を付ける

こ とが 難し くなる こ とで ある。2 つ 目は
，

ス プ ラ イン 補間と呼ばれ る方法で ，格子 の
一区間 （例え

ば ， i8i ＋ 1 の 間）を n 次曲線で 補間する 方法で あ る．こ の 方法は
， 境界条件が付けや す く扱い

やす い の で
，

こ こ で は こ ち らの 補間方法を採用する．こ の方法で良 く使われ る の は ，3 次関数を

使う方法で ある．3次関数の係数を求め るに は 多 くの 方法が ある が
， 今回はそ の 中の

一
つ の 方法，

矢部等に よ っ て 開発 され た Cubic　interpo！ated 　propagation（CIP）法 ［5，
6｝に つ い て紹介する ．

　格子の
一区間を補間する 3次関数に

恥 ）＝ ai （x
− Xi）

3
＋ bi（x − Xi）

2
＋ ・，（x

一  ＋ f‘， （7）

を採用す る ．こ こ で
，

＝i ＝ i × △x
，
△x ： 格子間隔 ， fi≡ f（Xi ），　 ai

，
　bi

，
　Ci： 係数 普通に考えれ

f u

→

x

Xi −1Xi 　 Xi ＋ 1

図 7： 格子問を 3 次関数で補間す る．Ui ＞ 0 の 時は
，
　 Xi −1 で 連続 の 条件を課す．

ば，3 つ の 係数 （ai ，
　bi

，
　Ci）を決め る ため に ，以下 の条件，もし Ui ＞ 0 な らば Xi ＿1 （Ui 〈 0 な ら

ば Xi＋1）に お い て （風上側に お い て ），
　f， 慕， 耋 が連続とい う条件 を課す，しか し，こ の 条件を

用い ると行列計算をしなければ ならず多少面倒に な る．

　そこ で ，CIP 法で は 異な る方法を用 い る．い ま
， 初期値として fだけで なく， f’

も与 え られ て
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い る とす る．こ の 時，補間関数は，

　　　　　　　　　 恥 ）一 αゆ 謁 ＞
3

＋ bi（x −
・・∂

2
＋ ∫1＠− Xi ）＋ fi1　 　 　 　 （8）

とな り，未知係数が 1 つ 減 る．従 っ て
，

上 で 用い た条件 も 1 つ 減らすこ とが で きる ため ，格子間

で f， 農が連続 と い う条件を与えれば係数が以下 の よ うに決 まる．

　　　　　　　　　　　　　　・1 一
げ1
去5⊥ 2げ‘

盡乎
一1）

， 　 　 　 …

　　　　　　　　　　　　　　bl−

3（∫
謡

）
＋

2∫1
≠ ・　 　 　 （・G）

こ の 様にす ると行列計算をする必要が な くなる．そして ，こ の 3 次関数を用い て
，

プ ロ フ ァ イル

を図 1の様 に シ フ トすれ ば
，

　　　　　　　　　　　　　　　 ∫1＋△ t ＝瓦 （Xi
− Ui △ t），　　　　　　　　　　　　 （11）

の よ うに f の 時間発展が計算で きる．こ の方法で は ， ∫の 時間発展を計算す るた めに は ， f’
の 時

間発展 も計算する必要が ある．い ま，u を定数と考え，（6）の 空間微分をと ると
，

　　　　　　　　　　　　　　　　　讐・船 ・
， 　 　 　 　 （・2）

にな・・こ こ で ’f’一霧… 見・ ・（12）・ 形・・（・）・同・・ あ ・，・ の 式 1・ ・，f・様滋

密解 f’

（x ，の ＝ ∫
’

（x
− ut

，
0）が 存在する．　f’

の補間関数は，（8）の 空間微分

　　　　　　　　　　　　FI（x ）＝ 3αi（x
− xD2 十 2bi（x

− Xi ）十 ノ∫，　　　　　　　　　　　　　　　　　（13）

で あるから，こ の 補間関数を用 い ，

　　　　　　　　　　　　　　　 π
‘＋△  罵＠ゴ

ーUi△ t）， 　 　 　 　 　 　 　 （14）

に よ り，ノ
’

の 時間発展 を容易に計算する こ とが で きる ．CIP 法の 2，3 次元へ の 拡張 につ い て は

［7，8］を参照．

　上では ，u を定数としたが ，　 u が 定数で ない 問題に もこ の方法を適用で きる。　 u が定数でない 場

合 ，（6）の 空間微分は，

　　　　　　　　　　　　　　　　筈佃 籌一 一 芻， 　 　 　 （・5）

とな る．CIP 法を使 うため ，（15）を以 下の よ うに 時間的に分離し，

　　　　　　　　　　　　　　　　　雛 ・盤 ・
， 　 　 　 　 （16）

　　　　　　　　　　　　　　　　　響一 イ 器 　 　 　 　 （・7）

順 に 解 く．まず ， （16）に対 して CIP 法を用 い ，（14）に よ り，∫
’
の 時間発展を計算する ．い ま， そ

の 値を 跨 とする．次に ，∫
「’

を用 い （17）を差分に よ っ て計算し，ヂ
’叶 △ t

を求め る ．

　CIP 法 の 意味を簡単に 説明する と図 8 の様になる．　f’
の 情報 （図 8 の 矢印）も使 い 格子間を 3

次関数で補間す るため，プ ロ フ ァ イル を精度良 く回復 させ る こ とが で きる ．
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X

図 8： CIP 法の 意味．

CIP 法と線形補間を使 っ た方法 （1次の風上差分）の 違い を見るた め に 矩形波f云搬 の 問題 に こ れ

ら の 方法を適用する．そ の 結果が図 9 で ある．線形補間で はプ ロ フ ァ イル が 大きく崩れ ，また ，

†t
ま：’

：二

。 ：

嘱

After 　 100 　 steps

U ニcons し ．

X

内
ヨ，
匿

匿
b

ご
，，，
p一

o　　　n 　　ゆ 　　　oo　　 su　　leo　 12o　 1ね

　 First 　order

：：一

：1

c 圭P

11

一邑：

：二

。 ：

「

O　　　rc　　40　　CO 　　OO　　100 　　1to 　　140　　　　1

　 　 　 C 工P
「

図 9： △x ＝ 1
，
△t＝0．5，u ＝ 1．点 （四角）は シ ミ ュ レーシ ョ ン

， 点線は厳密解．

プ ロ フ ァ イル は時間とともに さらに崩れて い く．こ の 方法で は
， 関数 ∫を密度関数 として 界面 の

識別に使 うには ，数値拡散が大きすぎるため無理がある ．次に CIP 法で あるが ， 多少数値拡散が

ある もの の プ ロ フ ァ イルは ほ とん ど崩れ てお らず， また ，
こ れが 時間 とともに崩れ て い くこ とも

ない ．CIP 法で は ，値が 不連続な所で 多少数値振動が起 こ るが ，
こ の 問題 は ，

　 Rationat　CIP 法

［9，10］など を使 えば 図 9 の CIP ’
の よ うに防ぐこ とが で きる．こ の 方法で あれば界面 の 識 別に使

える．実際に ，CIP 法は様 々 な問題に 適応 され多 くの 成果 を上げて い る ［11］．

3　 界面の 取扱 い

　CIP 法は ，移流方程式の解法として ， 数値拡散が少な く，安定した ，優れ た方法で ある．しか し，

CIP 法は 界面 で 数値拡散が起 こ らない とは保証して お らず，界面が 激し く変形す るよ うな場合 ，

数値拡散が 問題 とな る場合が あっ た．そ こ で
， 界面で の 数値拡散を完全に な くすために ， Sethian

等に よっ て 開発され た 1evel　set 法 【12，
13，14亅を導入す る．数値拡散を防ぐ方法は他に もあるが

【15】，こ の 方法は数値拡散を防ぐだけでな く他に も多 くの メ リ ッ トを持つ ．1evel　set 法の 特徴を以

下に上げる．
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　 ・ 界面の トポ ロ ジ
ー

の 変化に対応で きる、

　 ・ 格子点の 情報だけで ， 格子の 間にある界面を表現で きる （図 5 の 問題を避けられ る）．

　 ・ 界面で の 法線 ベ ク トル を正確に見積もる こ とが で きる （法線ベ ク トル は
， 表面張力の 計算に

　　 用 い る）．

　 ・ 極めて シ ン プ ル な方法で あ る．

　level　set 法では ， 界面を level　set 関数 ψ に よっ て追跡する．い ま，
こ こ で は気相 ， 液相の 2相

流の 問題 を考え ， level　set 関数を以下 の 条件 ：

　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ＞ 0　　 液相 ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　ψく 0　　 気相 ，　　　　　　　　　　　　　　　 （18）

　　　　　　　　　　　　　　　　　1▽ψ1三 1　全領域
，

を満たす関数とする．こ の 時 ， 界面は
，

zero 　level　set ψ＝0 に なる，1 次元 の 場合を図 10 左 に

示す。図 10 か ら分か るよ うに ，界面は格子点上 にある必要は な い ．物質の 識別 に用い る密度関数

Ψ Level 　set 　func ヒion

　　　〔
GaS 　　　　　　　 Gas

V −
V

−一一一ノ
　 X

I」iquid

φ Densi しy　f…unction

　　　　（，
へ

　 　 　 　 　 ’　　　　　　　　、

　 　 　 　 　 ’　　　　　　　　　 、
　 　 　 　 　 ’　 　　　　　 　　　　 　　　、
　　　　 ’
　 　 　 　 ’　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　、　　　 ’　　　 ’

d
丶

　　φ
1　 　 ，

φ＝ H ・ （Ψ）

1…

O
α α

丶　 x

図 10 ： 左図は level　set 関数 　level　set 関数を H α （下 図）に よ り変換す る こ と に よ り， 密度関数

（右図）を生成する こ とが で きる．

φ（図 10 右）は ，こ の level　set 関数か ら ffα （図 10 下，　 Smoothed 　Heaviside関数）を用 い 以下

の よ うに計算す る．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 φ＝ H
α （ψ），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（19）

こ こ では，H ．として

　　　　　　　　　　一 ト ・ ÷剃 i緤 　 （…

を採用する ．こ こ で
，
2α は 仮想的な界面 の 厚 さで ある。実際の 界面に厚さは な い が ，界面に 幅

を持たせ る こ とに よ り計算 を安定させ る こ とが で き，また ，表面張力を計算す る際に必要に なる．
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そし て ，界面の 時問発展は ， 移流方程式

咢・ （… ）Cb・・＝ ・，

に よ っ て 計算され る ．こ こ で は
，

こ の 移流方程式の 計算に も CIP 法 を用い る．

〔21）

　しかし ，
こ の 移流の 計算後の ψは

一
般に level　set 関数 の性質が い くらか損なわれ る （図 11

（a））．そこ で
，
level　set 関数の 性質 （18）を回復させ る た め に

，　zero 　level　set は界面 を正 確に捉え

Ψ
　 　 　 ！

へ

（a ）　 ／　 丶、
　 　 ノ　 　　 　 　　 　 　

　　 ／　　　　
丶

、　　 X

！
！

　　　　　　　　　　　　　
丶

丶
ノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 丶

ノ　　 　 　　 　　 　 　　 　　 　 　　 　　 　 　　 　　 　、

図 11： （a ）の 点線は初期の 1evel　set 関数 ， 実線は
， 移流計算後の lcvel　set 関数，矢印は zero 　level

set を表す．（b）の 実線 は 再初期化 後の level　set 関数で ある ．

て い ると考え，zero 　level　set が動か ない よ うに して ，　 level　set 関数を再初期化 （Reinitialization

4
）する （図 11 （b））．再初期化 の 方法 に は色 々あるが 【13］，こ こ では ，その 中 の

一
つ ，界面を陽

的に 見つ ける こ とな く再初期化 する方法 【i4］を紹介する．具体的には （22）の ψが定常 にな る ま

で 計算す る こ と に よ り 再 初期化 す る．

霧一・（ψ）（1 − 1・ψ1）， （22）

ここで，S（ψ）は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ψ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 舘 sign （ψ）．　　　　　　　　　　　　　　　　（23）　　　　　　　　　　　　　　　s（ψ）＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 岼

S（ψ）は ，ψ＝ 0 の所 （zero 　Ievel　set ， 界面）で は 0 で ある ため
， （22）か ら分か るよ うに界面は 動

かない ．その 他の 所で は ， S（ψ）が 0以外の値を持つ ため
， 1▽ψ1＝ 1 に な り，再初期化 され る

5 ．

　こ の方法で は ，界面を陽的に （直接）追跡せ ず， 陰的 に （level　set 関数を通 して ）界面 を追跡す る

ため 界面の トポ ロ ジーが 変化す るような状 況 （例 えば 2 つ の 水滴が衝突する ような場合，図 12）で

も問題な く計算する こ とが で きる．

図 12 ： 水滴衝突時の level　set 関数の 時間発展． 界面の トポ ロ ジーが 変化 して も，level　set 関数

の 計算で は
，

そ の こ とを気にす る必要は ない ．

　
4
直 訳す る と再 初期化 に な る が ，意 味 的に は 再構 築の 方が 適当だ と思 わ れ る．

　5 図 10 の よ うに level　set 関数が ぶ つ か っ て い る 所 （とが っ て い る 所 ）は ，1▽ψ1；1 に は もち ろん な らず 計 算が 収束

しな い よ うに 見 え る．しか し，この 問題は 実際の 計算に 使う（22）の 差分 式を工夫す るこ とに よ り，うま く避 け るこ と

が で きる ［14］．
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　また
，
level　set 法は ，表面 張力の 計算に も威力を発揮す る ．表面 張力は

，
　 CSF （Continuum

Surface　Force）モ デ ル 【16］に よ り密度関数の 勾配を使い 体積力 F ， v と して （24）に よ り計算さ

れ る．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fsv；σ rc▽φ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （24）

こ こ で ， σ は 表面張力係数， κ は 曲率で ある．κ は

　　　　　　　　　　　　　　　　　 κ 蕭一
（▽

・n ），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（25）

に よ っ て計算され ，n は 界面に対する単位法線ベ ク トル で ある．　 n は
， 1evel　sct 関数の勾配

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n ＝ ▽ψ， 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （26）

に よ り計算され る。level　set 関数の 勾配は
， 図 13 か ら分か るよ うに ，まさに単位法線 ベ ク トル

図 13： 2 次元空間上 に円形 の 水滴が ある場合の level　set 関数 太線は ，
　 zero 　level　set （界面）．

で ある．その た め 1cvel　set 法を用 い る と
， 単位法線ベ ク トル を精度良 く計算で きる．従 っ て

， 曲

率が精度良 く求ま り， 表面張力を精度良 く計算する こ とが で きる．

4　Multi −Fluid
，
　Multi −Phase 　Flow の 数値 解 法

　界面が 大変形す る流体現象の シ ミ ュ レ ーシ ョ ン をする場合 ， 界面 に境界条件を課すこ とは容易

で は ない ．そ こ で ，界面 に ，陽的に境界条件を課 さな い 方法 （界面に特別に 境界条件を付けな くて

も， 自動的に 境界条件を満たす よ うに計算で きる方法）に よ り計算す る こ とを考える ．こ こ で は
，

そ の ような方法の
一

つ で ある CIP −CUP （CIP −Co 皿 bined　Unified　Procedure）法 ［171に つ い て 紹

介す る．

　CIP−CUP 法で は ，　 CIP 法を利用するた め に
， 支配方程式 （1）， （2）， （3）を Advectien　part と

Non　advection 　part に分離し て 計算する．

　 1．Advection　part：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　霧・ （・ ・▽）・… 　・i 　 　 　 （27）
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∂u

蕊
＋ （・ ’▽）u ＝ o・

∂e

　 十 （u ・▽）e ＝ O
，

∂t

（28）

（29）

2，Non 　advec 七ion　part：

　　　霧一 一P▽ ・u
，

寄一 ÷ ・ ＋ 芳・・ ＋   ，

　　　霧一一1・ ・u
・

（30）

（31）

（32）

時間発展は ，Advection　part と Non −advection 　part を交互に 計算す る こ と に よ り計算 され る．

Advection　part に は，　 CIP 法を用 い ，　 Non −advection 　partは
， 差分法に よ っ て 計算す る．ただ し，

異なる音速を持 つ 混相流を扱 うため に 陰的解法の CUP 法 を用い る．異 なる物質に対す る音速は
，

密度関数に よ り識 別する ．音速は C9 ＝ ∂p／∂ρ と定義で き，こ の 関係 は 以下 の よ うに書 き換 える

こ とが で きる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　霧一 ・3霧　　　　　　　 （33）

（30）と （33）か ら

　　　　　　　　　　　　　　　　　嘉 一
・c？・v … 　 　 　 　 （・4）

が得 られ る．そ し て
， （30）， （31）， （34）を差分に よ り計算す る．

〆
＋△ t 一

ρ
躍

　　　　　＝一
グ▽ ・u

畔

，
　 ム オ

（35）

　　　　　　　　　　　　　　　　望 一一
▽1

‘

；
△ ‘

・ 　 　 　 ・36・

　　　　　　　　　　　　　
ut ＋

芋 一
・ ・ 薨・u …   ， 　 　 ・37・

　　　　　　　　　　　　　　　
〆

＋

芸卉 一P・7？… u
・ ・

e 　 　 　 ・38・

’
は Advection　part を計算した後 の 値で ある．こ こ で ，（36）の 発散を （38）に代入す る と圧力に

対す る以 下の Poisson方程式が得られ る．

　　　　　　　　　　　　　・ t
（
▽

睾；
創

・一 穿隷 ・
▽

2ti
’

・ 　 　 （39・

こ の Poisson方程式 （39）を全領域 （液相部分だ けでな く気相部分 も含め て）に対して計算する こ

とに よ り， それ ぞれ の 音速に 対応 した圧 力が 計算 され る．そ して ，そ の pt＋
△t を用 い （35），（36），

（37）か らそ れ ぞれ の 音速 に対応 した ut
＋ △ t

，ρ
t＋At

が計算され る．こ こ で は ，異なる音速を扱 う

形式を扱 っ たが ，より
一

般的な異な る状態方程式を扱 うこ とが で きる形 式 ［18］も提案 されて い る．

一 250 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

界面 の 大 変 形 を伴 う自由界面流れ の 計算手法

5　適用例

　界面の 大変形を伴 う流 体現象へ の 適用例 とし て 円形跳水 ［19，
20

，
21］を取 り上げ る

6 ．円形跳

水は
， 蛇口 か ら定常的 に水を流し，その 水流が 流しに衝突 した時に水流 を中心に して形成 され る

円形 の 水位 の 不連続の こ とで ある （図 14）．こ の 現象は ， 層流か つ 定常で あ りなが ら界面の 大変形

z

｝ 1
　 Nozzle

IJ聖 黍
一

r

晒

曇
一

図 14： 円形跳水の概略図．dが 0 または低い 時， （a）の 様な流れ の構造 TYpe 　Iが形成され る．　Type
I の状態か ら d を徐々 に上げて い くとある高さ d

，
で ，（b）の様な流れ の構va　Type 　IIに 転移する．

を伴 うとい う希な現象で あ り， 界面の 大変形を伴う流体現象の 中 で は最 も扱 い が 容易で あると思

われ る．また ，こ の 実験で は
， 常識的に考えれば円形で あるはずの 跳水が多角形に変化するとい

う実験結果 ［22，
23

，
21｝も報告 されてお り非常に興味深 い 現象で あ る．

　こ の現象に 対 し ， 軸対象を仮定した 2次元 （r−z）の シ ミュ レ ーシ ョ ン を行なっ た．図 15 に シ ミュ

レー
シ ョ ン と実験の界面ブ ロ フ ァ イル を比較した結果を示す．界面の変形 ， 境界層，剥離渦，表面

［
∈

ε
N4

2

0
10 20 30 r ［mm 】

図 15： 実線がシ ミ ュ レ ー
シ ョ ン ，点線が 実験の界面プ ロ フ ァ イル 。パ ラ メ

ー
タ は すべ て 実験と同

じもの を使用・液体 の 密度 ρt ＝ 1110kg ！m3 ， 気体の 密度 ρa
＝ 1．2　kg！m3 ， 液体 の 動粘性係数

vl ＝ 7．6 × 10
−6

　m2 ／s 気体の動粘性係tS　u 、
＝ 15．O　x　10−6

　m2 ！s ， 表面張力係数 σ ＝ 4．5　x　10− 2

N ／m ， 流量 Q ＝ 27ml ／s。400　x　130 の メ ッ シ ュ を用 い た．

6
私 の 研究対象で もありますの で ， 簡単 に紹介 させ て 頂きます．
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張力等の 影響が 複雑 に絡み 合 っ た現象に して は ，良 く一致して い る ．こ の シ ミ ュ レ ーシ ョ ン に よ

り， 円形跳水に お ける 流れ の構 造形成に つ い て 様 々 なこ とを明らか にする こ とが で きた ［24，
　25］．

　また ， 同様な計算法 （1evel・set 法を使わず，　CIP −CUP 法だけで計算）が ミル クク ラウ ン ［27，
2］

や砕波 ［26］など の 自由界面流れ の 解析 に使われ成果を上げて い る．

6　実際に 数値計算す る上 で の 注 意点

　本原稿で は ，界面の 大変形に も耐えられる数値計算法 に つ い て紹介し て きた ．こ の 様 に書 くと，

こ の 方法で 自由界面流れ は何で も計算で きる，とい うような印象を与えて しまっ た か も知れ な い

が ，実際は そうで はな い ．

　現段階で は
， 広 く何に で も使える計算法は な く， 現象に よ り計算法 を使い 分 け る 必要が ある （自

由界面流れに限らず）．界面が大きく変形する現象に対して は，こ の原稿で紹介 し た方法は 適 し て

い る と思 うが ，そ うで ない 自由界面の 現象に対 して は ， ラグ ラ ン ジ ュ メ ッ シ ュ を使 う法が 良い か

もしれ な い ．実際に計算をする場合は，現象に よ り適切 な計算法を選択する こ とが重要で ある （何

事 もそ うだ と思 い ますが ）．

　こ こ で 紹介 した方法は
， まだ多 くの 問題 を持 っ て い る．一例 として ，保存則を完全 に は満た して

い な い こ とが あげられ る ．しか し，保存の 破れ はわずか で あ り， 保存を保証しな い 替わ りに得 ら

れ る メ リ ッ ト （界面を陽的に 扱 うこ とが で きる等）が 大きい こ とを忘れて はならない
7 ，個人的な

考え として ，保存の 破れは 良い こ とで は な い が ，保存を保証する計算法で は計算で きず，多少の

保存 の 破れが ほ とん ど問題にならない 現象に対 して は，使っ て も良い の で はない か と考え る．実

際に数値計算を行な う際は ，数値計算法の 問題点 も考慮した上で使う必要が ある ．

7　 お わ りに

　本原 稿で 紹介した計算法は，概念を理解する の は比較的容易である．しか し， 実際に プ ロ グ ラ

ム を組もうとする と敷居が 高 い と感 じた （私の 力不足か もしれ ませ ん が ）．計算法の 考え方は シ ン

プ ル で あっ て も実際の 計算式は複雑で あ り， 計算法とは直接関係な い 境界条件に悩 まされた り，高

性能な行列計算法を使 う必要が あ っ た りと苦労が絶えな か っ た ．また ，こ の よ うな計算 に は多く

の 経験を必要とする と こ ろ もあ る、例 えば
， 行列計算の 方法は数多 くあ り，ど の 方法が 良い か は

計算対象 に依存し ，
ど の 方法が適 当か を見究め る の は ，意外に 難しい ．流体の計算法の 選択 に し

て も同じで ある ．しか し
，

それ らを乗 り越れば
， 誰 も取 り組め なか っ た問題に取 り組め る よ うに

な り新たな 発見の チ ャ ン ス が 広が る と 思 い ます．

　最後に ，共同研究を通 じて 数値計算法につ い て 議論 して 頂 い た東工大 総合理工 の 肖 先生 ， 原

稿を読ん で 分か り難い 箇所を指摘 し て くれ た北大 電子研 情報数理 の 飯間 さ ん ，櫻井 さん ，牛島

さん ，野 々村さん
，

上 田 君に感謝致 します．

7
保存 の 問題 は，近年の 研究 ［28，29，13］に よ り，上 の メ リッ トを残 しなが ら解決 され っ っ ある．
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