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　　　　　　　　　　　　　　　　　 概 要

　 公理論的量子力学に基づ い て 量子系 に おけ る 時間演算子を解析す る，時間演算子 の解析の

基礎 とし て，Hilbert空間上 の 2 つ の 作用素 T と H が み た す ，
　Weyl の 関係式 に 似た 代数的関

係式 ，

‘T 一弱 ’Weyl の 関係式，を導入 す る．こ の関係式は
，
Y ．　Aharonov と D ，　Bohm に よ っ て ，

1次 元 自由粒 子 系 の 時 間演 算子 と し て 提案 され た 作用素 To と
， 自由ハ ミ ル トニ ア ン Ho との

間で もみた され る，そ こ で本稿で は 7b の解析をね ら っ て
，
T一弱 Weyl の 関係式をみたす作用

素 T と H の
一

般的な解析および ，そ れが時間演算子に もた ら す結果 に つ い て 報告す る．

1　 は じめ に

　時間演算子 T は時間とエ ネル ギ ーの 不確定性関係 と不可分な概念である．それ は通常 ， 物理系

の ハ ミル トニ ア ン H と正 準交換関係 （canonical 　commutation 　relations
，
以下 CCR と呼ぶ ［1］）

【T ，
II］　＝ i を満た す作用素として 定義 され る （［2】お よびそ の 参考文献を参照）．仮に こ の よ うな作

用素が矛盾な く定義で きたなら，Schwarzの 不 等式によ り
， 位置と運動量 との不確定性関係と同様

に
， 時間とエ ネルギ

ー
との 不確定性関係が 量子力学の 理論の 数学的枠組か ら自動的に導出 され る，

例えば Y ．Aharonov と D ．　Bohm ［3｝は，1次元 自由粒子系 （以下 1DFPS と呼ぶ）に 対して
，

　　　　　　　　　　　　　　　T ・ … S（QP − ’
＋ P

−’Q）　 　 　 （n ）

と い う作用素を提案 した．こ こ で Q と P はそれぞ れ L2（R1 ）上 の 位置演算子と運動量演算子で

ある・こ の 作用Wt　To を使えば
，
形式的には 自由ハ ミル トニ ア ン Ho ；＝ P212 と CCR ［To ，

　Ho ］＝i

が
，
したが っ て To と Ho との 間の 不確定性関係が 導出で きる．しか し

， （1．1）式にお ける逆作用素

P
− 1 が矛盾な く定義で きるか とい う疑問が残 っ た．また数学的に厳密で はない にせ よ

，
あらゆ る

物理系に 対して時間演算子を定義で きる とは限らな い
，
とい う W ．Pauli に よ る批判 を忘れ る こ と

はで きない 國．さらに，例え矛盾な く時間演算子を定義で きた として も
，
そ の 物理的解釈の 不 透明

さは 残 され たままで ある．

　我 々 は 公理論的量子力学 ［5］に基づ い て 時間演算子 に 関する議論を進め て い く．こ の とき公理

論的な立場か ら ， 上述の 問題 点に つ い て い くつ か述 べ る こ とが で きる ．まず （L1 ）式における逆作

用素 P
− 1

は矛盾なく定義可 能であ り，
L2（R1 ＞上 の 自己共役作用素で ある （詳述は次 の 節で なさ

れ る）．Pauliの 批判につ い て は次の こ とが 指摘で きる．それ は
，
こ の 種 の 主張に お い て使われ て い

る
， 次の よ うな命題であ る ： ある作用素 T が存在 して

，
それがあるハ ミル トニ ア ン H と CCR

TH ψ
一HT ψ＝乞ψ，　∀ψ ∈ Dom （TH ）∩ Dom （HT ＞ （1．2）

1E −mai1 ： miyam ・◎hep．phy・．wa ・eda ．ac ．jp
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をみた して い れ ば
，
次の 関係式

Hei εTv
， ＝eicT （H ＋ c）ψ，　∀ψ∈ Dom （H ），

∀E ∈ Rl （1．3）

が な りた つ ．しか し
，
こ の 命題は

一
般に 正 し くな い こ とに注意しなければ ならない ．こ の 命題 をみ

た さな い 例 として，L2（［0，1D 上の位置演算子 Q と運動量演算子 P をあげ る こ と が で き る ，（1．2）

と （13 ）式 にお い て，T を Q に
，
　H を P に 置 き換える と， （1．2）式は な りた つ が ， （1．3）式は

E ＝ 2π n
，

n ∈ Z の ときだ けな りた つ ，なぜ なら P が 自己共役で ある ため の 条件として
， その 定

義域 Dom （P ）に含まれ る任意の状態 ψ は
， 境界条件 ψ（0）＝θψ（1）をみ た さなければ な らない か

らで あ る．こ こ で θは，1θ1＝ 1 をみたす適当に固定され た複素数で ある ［6］．こ の 境界条件よ り
，

ψ∈ Do 皿 （P ）が 許 Q
ψ∈ Dom （P）をみ たす （つ ま り

，
P が eicQab に作用で きる）ため の 必要十分

条件は
， ψ（0）＝＝　eeieCb（1）が なりたつ こ と

， すなわ ち c　＝＝　2π n ，　n ∈ Z となる こ とで ある ．さらに 時

間演算子が オブ ザ
ーバ ブ ル （すなわち自己共役作用素）で なければならない 積極的理由は今の と こ

ろ み つ か っ て い な い ．そ こ で我 々 は，時間演算子は少な くとも対称作用素で あ り， か つ ある物理系

の ハ ミ ル トニ ア ン と CCR （12 ）式をみた す作用素で ある こ とを要求する．こ こ で対称作用素とは ，

そ の 特別の 場合と して 自己共役作用素を含 むよ うな作用素で ある （［5，6］および 3 節 を参照）．

　我 々 の こ こ で の 目的は
，
ど の よ うな量子系が 対称な時間演算子の存在を許すの か

，
また時間演算

子が 量子系の ダ イナ ミ クス とど の よ うに か かわ っ て い る の か を暴 くこ とにある ．そ して
’
，
そ の よう

な量子系を分類する こ とに よ っ て
， 時間演算子の 物理的解釈を考えて い くこ とで ある ．時間演算子

は そ の 定義に よ り
，

ハ ミル ト ニ ア ン と CCR を通 して直接に関係 して い る．また
，　CCR はそれ をみ

たす 2 つ の 作用素の ス ペ ク トル の 定性的な性質を決定して し まうほ ど
， 代数的に強 い 関係式で あ

る ［7］，そ こ で 時間演算子を解析す ることで
，
我々 は量子系の ダ イナ ミ ク ス の 定性的な面 に関する

情報を得る こ とが 期待で きる ．後の 議論の ために
，

こ こ で
LT 一弱

’Weyl の 関係式 とい う概念を導入

する ．あ る意味で こ の 関係式は （1．3）式に おけ る T と H を入 れ替えたもの で ある．

　定義 1．1 （T一弱 Wey1 の 関係式）澗 を Hilbert空 間 ，
　T を 冗 上 の 対称作用素 ， そして H を H

上 の 自己共役作用素とする．こ の とき作用素 T と H の 組が
，
T一弱 Weyl の 関係式 （T −weak 　Weyl

relations ，
以 下 丁一weak 　WR と呼ぶ ）をみ たす とは 1

Te
一渭

ψ＝eritH （T ＋ オ）ψ，
∀ψ∈ Dom （T ），

∀托 Rl （1．4）

が な りたつ ときを い う．

こ こ で
，
Dom （T）とは作用素 T の 定義域の こ とを指す ［5，

6】．（1．1）式の 作用素 To は
， 実は 対称作

用素で あ っ て （次の 節 を参照），自由ハ ミル トニ ア ン Ho と CCR （1．2）式をみ た し ，
さらに Ho と

To−weak 　WR

Tee
−itH°

ψ ＝ e
− itH

°

（To　＋ t）ψ，　∀ψ∈ Dom （To），
∀t∈ C （lm　t≦ 0） （1．5）

をみ たす こ とが 直接に計算する こ とで わか る．こ の 代数的関係式が 1b の ス ペ ク トル や定義域につ

い て の 情報を得 るた め に重要な役割を果たす こ と を後に示す．
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2 節にお い て
， 時間演算子の解析の 際に T −weak 　WR が 重要な役割を果 たすこ と を確認する ，そ

の ため に
， （1．5）式の To−weak 　WR を もちい て

，
Dom （1b）が survival 　probabilityに よ っ て 特徴付け

られ るこ とをみ る，CCR と T ．weak 　WR の 関係に つ い ては 3 節で述 べ る．4 節に お い て
，
　T −weak

WR をみたす作用素の 組 T と H に関す る い くつ か の 定理
， 命題等を示す．それ らは

，
T の 標準偏

差 と survival 　probability との 間に なりた つ 興味深 い 不等式 ，
　H は点ス ペ ク トル を持たな い 等の T

と H の ス ペ ク トル の 性質 ， そして T と H と の 間の 不確定性 関係に関す る もの である．5 節で は，

これらの 結果 と Schr6dinger作用素論 ［8，9，10】か らの 結果 をもとに，時間演算子に関する議論 を

展開する ．そこ で
，
1DFPS 以外の 量子系で 時間演算子が 存在する こ とが 可能な系に つ い て述べ る．

実際ある ク ラ ス の 量子系に お い ては
，
To の ユ ニ タ リ

ー
変換に よ りたや す く構成で きる．その 構成

方法は容易で あ るが
， 時間演算子が 存在す る量子系が 非常にた くさん ある の は お ど ろ きで ある ．6

節に お い て結論を述べ る．

2 時間演算子の解析にお け る T−weak 　WR の有効性

　こ の 節に お い て
， 時間演算子の 解析に T −weak 　WR が 重要な役割を果たす こ とをみ る．そ の ため

に まず ， （1．1）式に おけ る 作用 素 Te とそ の 定義域 Dom （To）を概 観す る ．

　2 乗可積分な関数か らなる Hilbert空間 L2（Rl ）を考える．　 L2（R1 ）上 の 作用素 To は次 の よ う

に定義され る：

　　　　　　　　　　　Dom （To） ：＝ 　Dom （QP
−1
）∩ Dom （P

−1
（〜），　　　　　　　　　 （2．1）

　　　　　　　　　　　　　　T・ ・− 1（QP − 1
＋ ・

− 1q

）・　 　 　 （・・）

こ こ で
， 作用素 P は 1DFPS の 運動量演算子で ある．公 理論的 な立場で は ，　P は L2（Rl ）上 の 微分

作用素 Dx を使 っ て P ；
＝− il）

＝
と定義され る．こ こ で

，
Dx は

，
以下 の よ うに定義され る：

D ・ m ・・ ・ ・… ＝｛・ ・ L・
… ）芸離譲計 （2．3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　砂 （x）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　 ψ∈ DOIn（Dx），　　　　　　　　　　　　 （2．4）　　　　　　　　　　　　　Dzψ（x ）：＝
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　dx

こ こで
， 微分可能な関数は少なくとも絶対連続 ［11］である こ とを注意 してお く．作用素 P を使っ

て
，

こ の 物理 系の ハ ミル トニ ア ン Ho は Ho ：＝ P2／2 と定義され る．また位置演算子 Q は
，
　m を

掛け る L2（R1 ）上 の 掛け 算作用素 Mx に よ っ て ，　Q ：＝ Mx と定義され る．　Rl 上 の 可測関数 f（x ）
をか ける L2（Ri ）上 の 掛け算作用素 Mf は

，
以下 の よ うに定義され る ：

・・m （Mf ）・一 ｛・ ・ L2 （・
1
） ム1

膕 ψ（瀬 く ・・｝， （2，5）

　　　　　　　　　　　　M
∫ψ（x ）：≡f（x ）ψ（コc），　ψ∈ Dorn（Mf ）．　　　　　　　　　　　 （2，6）

To の 定義式の なか に含まれ る P
−1 は 矛盾なく定義され 、　L2（R1）上 の 自己共役作用素で ある こ

とを注意して お く．何故なら，
一一
般に任意の 自己共役作用素 A に対 して，もしもそ の 逆 作用素 A

−1
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が 存在す るならば逆作用素 A
−1 は 自己共役で なければ ならな い か らである ［12］．1DFPS で の 運

動量演算子 P の 場合 ，
P は単射 ，

つ ま り ｛ψ ∈ Dom （P ）［Pψ ＝ 0｝＝ ｛0｝が な りた つ ．したが っ

て 逆作用 素 P
−1

は定義可能 ［5，
6

，
12〕で 自己共役で ある ．ヱb の 運動量表示 ［5］は次の よ うになる：

　　　　　　　　　　　　即
一Ll （・躍 ・／… 恥

・Pの・　 　 （… ）

またそ の 定義域 は次の よ うになる ：

Don1（FToF
−1
）　＝ 　Dom （DkMl ／k）∩ Dom （Ml ！kDk ）

一 ｛ψ・ D ・m （M1 副 M1
ノ・ψ ・ D ・m （Dk ｝｝

・ ｛ψ ・ D ・m （D 副 D ・ψ ・ D ・m （Ml ！k）｝・

〔2．8）

（2．9）

こ こ で
，
F は F（）urier 変換を表し，L2（Rl）から L2（R と）へ の ユ ニ タ リー作用素に な っ て い る．

　と こ ろで To の 定義式 （22 ）の なか にある P
− 1 の ため に

，

一
見 Dom （To）は制限 され て い るか

の よ うに思われ る．実際この こ とは次の 簡単な例か らわか る ［2］，

　例 1 ： φπ （k）：＝ kne
− a ・κ

2

（n ≧ O
，

αo ＞ 0）を考える ．こ の とき直接計算す る こ とで
， φπ ∈

Dom （FToF
’1

）（n ≧ 2）と わ か る．したが っ て こ れ ら の 関数に 対し て 次の よ うに計算 さ れ る ：

　　　　　　　FT ・F
− ’di。 （・）− 1［（・・

一・）・
n −2　一… k−n

− 1　一一
… k・

］　・
一・

・
k2
　・　 （・・1・）

しか し
，
上式にお い て n ＝0

，
1 の場合を形式的に 考えれば

， 右辺の 関数は二乗可積分で は ない ．ゆ

え に φo ， φ1 ¢　Dom （FTeF
− 1

）で なければ な らな い ，

上 の 例 の 結果に もか か わ らず，Dom （lb）は L2（Rl ）で 稠密で ある．こ の こ とは以下 で 定義する部

分空 間 C《⊂ Dom （FTbF
− 1

））が L2（R毒）で 稠密で あ る こ とか らわか る．　Ciは次の よ うに定義さ

れ る ：

　　　　　　　　　　　ei・一｛ψ ・ ・r（喇 ・ UPP ψ（k）・ Rk ＼｛・｝｝・　 　 （・・1・）

ゆ えに Te の 共役作用素 鴛 が 定義可能で あ っ て ［5，
6

，
12］　，

　Toが 対称作用素で ある こ とが 以 下の

計算か らわかる ：

　　　　　　坩 ・ 1（（QP −1
）

・

＋ （P
−’Q）り・ 1（（P −1

）
・Q ’

＋ Q ’

（・
一’

）
宰

）… T・・ （・・12）

こ こ で 1Q
’ ＝Q お よ び （P

− 1
）

＊
＝ P − 1 で ある こ とを使 っ た．

　時間演算子の解析に お い て
，
1 節の （1．4）式で 定義した T −weak 　WR が 重要な役割をする こ と を

み るため に ， （1．5）式 に おけ る

’
Te．weak 　WR をつ か っ て DQm （乃 ）が survival 　probabilityと関係つ

くこ と を以 下 で 見る こ と に する ．こ こ で （1．5）式に お ける To−weak 　WR は
，
運動量表示に お い て

直接計算する こ と に よ り示せ る ．FToF − 1 が 部分空 間 Ci を不変に す る こ とは重要で あ る ．つ ま

り FTeF
− 1

： Cオ
ー・　ei で あ っ て

，
　ei に 含 まれ る 状態に 対し て FToF

− 1 を何度で も作用する こ と

が で きる，位置表示で表せ ば エb ： F
− 1ei

→ F
−1Ci

で ある ，こ こ で F
− lei

＝ ｛ψ ∈ L2（Rl）iψ＝

F
− ｝

η， η ∈ ei｝であ る．

　 こ の 事実は 自明 で は な く，した が っ て Ciは To を特徴付け る 重要な部分空間 で あ る と考えられ

る．こ の こ と に着 目し て （12 ）式を使えば 次の 命題が 得 ら れ る ．
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命題 2。1 ： 任意の 非負整数 n
，

m と ψ，φ∈ Ci に 対し て
，

壽聖。。
ltlndm〈

φ1・一’tH
・ψ〉

dtm
＝0 （2．13）

が な りた つ ・つ まり 〈ip　1・”’tH ・　th＞は t∈ R1 の急減少関数で ある・

　証明 ； ψ， φ∈ F
− lei

とする ．こ の とき To が F − lei
を不変に する こ とか ら

，
7bφ，

7bψ∈ F −1Ci
⊂

Dom （To）とわか る．（1．5）式をつ か うこ とで 次の 事実が わか る：　
’

〈φ1・一幽 励 一 〈φ1（T・
− t）・

一’tH °

ψ〉

　　　　　　　一 側 ・
覗

ψ〉
一一　t〈φ1・一’tH

・

ψ〉・ （2．14）

さらに
，
Ho が絶対連続 （（2．3）式におけ る絶対連続 とは違 う．定理 4．4 の 後の 説明 を参照）で あ

る こ とか ら
，
w −　lirnt＿．±。。

　e
−itil

・ψ ＝ 0 が任意 の ψ ∈ L2（R1 ）に対して なりた つ こ とに 注意する ［8］

．す る と 1・mt − ・ ． ． 〈gb　le
−’‘H ・・T ・・L，〉− 1・m ・一… 〈矧 ・

調 ・

ψ〉一・ が わかる ・・ 栃 の 事実 と

（2．14）式に よ り
， 結局

　　　　　　　　　　　　　　　t！
i
呈』

・〈φ1・f”t” ・

ψ〉一・ 　 　 　 　 （・・15）

と わ か る．臆 の 自繖 ・ ≧ ・ と ψ， φ ・ ei に 対し て 1im・一…
t・ 〈φ｝・

一‘‘H ・ψ〉一 ・ が な りた っ

こ とを示すに は
， 任意の k ∈ N に対 し て Tok ：F

−1Ci
→ F

− 1ei
が な りた つ こ とと 1 （2，14）式 と同

様 の 以 下 の式を見れ ば よ い ：

〈di　l・”’tH ・T
・

n ＋ 1
ψ〉

鳶Σ
岡

＝

〈φ1（To − t）
筧 ＋ ’

ε
輯

ψ〉
←t）e

〈・，

n ＋ ・ 1・
　i・　le−・tif・

　・・〉・ ← t）
n ＋ 1

〈φi・一・…
ψ〉，（・．16）

る．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ，

つ ま りHo ：F
− 1Ci

→ F
−lei

が なりた つ こ とに 注意すれば よい ．こ の と き任意の ψ ∈ F
−lei と

t ∈ Rl に対 して e
−itH °

ψが 無限回強連続強微分可能 ［5］で ある こ とか ら，もとめ る結果が 得られ

る．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ■

上 の 命題か ら
，
t − … の とき・確立孀 くgble

−t‘H ・ψ〉は t の ど ん なべ きょ りも速 く ・ ・収

束する とわか る．こ の こ とは 自明でな い の であるが ，それ は 次の 例よ りわか る ．

（・．15）式と上式によ り，帰融 に任意の ・・ ≧ 2 に 対 して 1・mt − … t”

　〈ip　le一溜 ・

ψ〉一・ が 得ら＊・

　〈ip　1・”’tH ・

ψ〉憮 限 回連黼 分可 能で ある こ とをみ る ため に は，・H ・　abS　F − ’e・
　’

・・不変にする

例 2 ： 任意の ψ ∈ L2（R 毒）と t ∈ Rl に対 して ψ の survival 　probability　PV （t）を次の よ

う・艤 す ・・ 駟 …〈咋
・・〃

・

ψ＞
2
・

Pthn（t）＝ （1＋ t2116a3）
− n − 112

ともとまる．

ltlrC2n＋ 1）の よ うにふ る ま う．

こ の とき以前の 例 に お ける φπ ，

’
n ≧ 0 に 対 し て

こ れ らは t → 土oO にお い て 高々 t の べ きと して
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　上の 例か ら我 々 は Dom （To）（もし くは To）と survival 　probabilityとの 間に何 らかの 関係があ

る と期待で きる．実は こ の 期待は K ．Bhattacharyya や Eric　A．　 Gislason等の 仕事か らも見るこ

とが で きる ［13，
14］，あ る 意味で こ の 期待は命題 4，2 に おける 不等式 （4．2）を導 くこ とで実現 され

る とい える．こ の 不等式は T −weak 　WR をもち い る こ とで 示 され る．

3T −weak 　WR とその CCR との 関係

T −weak 　WR をよ り理 解す るため に ， 1 節にある T −weak 　WR の定義と同値な別の 表現を以 下に

お く．

　命題 3．1 ： 咒 を Hilbert空間 ，
T を H 上 の対称作用素 ，

そ して H を 冗 上 の 自己共役作用素と

する ．こ の とき以下 の （i）， （ii）は同値で ある．

（i）　 T と H は T −weak 　WR をみ たす．

（ii） 任意の ψ∈ Dom （T）と t ∈ R ］
に対 して ψ‘ ∈ Dom （T ）（壷 ：＝ e

−itHiP
）が な りたち

，

　　　か つ 次の等式が な りた つ ：

〈ψ‘ll「ψ‘〉＝ 　〈ψP「

ψ〉＋ t〈ψ1ψ〉． （3．1）

し た が っ て T は 非有界作用素で ある ．

こ の 命題の 証明は
，
Dom （T ）が H にお い て稠密で ある こ と及び内積の 連続性に よりただ ち に 示さ

れ る．こ の 命題よ り
，
ある物理系に ハ ミル トニ ア ン H と T −weak 　WR を み た す対称作用素 T が 存

在する こ とは
，
そ の 物理系に （3．1）式 の よ うな状態 ψt におけ る期待値が 時間の パ ラ メ ータ t に 比

例 す る 対称作用 素 T が 存在す る こ と と同値で ある．1 節で 述べ た よ うに
， 対称作用素 A とは

， そ

の特別の場合とし て 自己共役作用素を含む作用素であ る．その 正確な定義は，A の 定義域 Dom （A ）

が Hilbert空間で 稠密 で あ っ て
，
　Don1（A ）⊂ Dom （A

＊

）で あ り
，
か つ 任意の ψ∈ Dom （A ）に 対して

．4ψ＝A＊
ψが なりたつ こ とである．こ こ で A 串

は A の 共役作用素を表す．特に 自己共役作用素 と

は Dom （A ）＝Dom （A
’
）が な りた つ ときをい う ［5，

6
，
12］．（3．1）式か ら

，
　T −weak 　WR をみ たす対

称作用素 T が 時間演算子 とよば れ るの に 妥当な作用素で ある とわ か る．

　し か し
， 我 々 の 時間演算子の 定義は 1 節の 正準交換関係 （1．2）式に よ っ て 与えたの で あっ た （よ

り正確に は
，
Hibert空間で 稠密な適当な部分空 間上 で （1，2）式をみ たす よ うな対称作用素 T を時

間演算子の 定義と考えて い る ）．正準交換関係 （1．2）式 と T −weak 　WR との 関係は次 の 命題に よ っ

て 与えられ る ．

　命題 3．2 ： T を H と T −weak 　WR をみ たす H 上 の 閉対称作用素とする．こ の とき 冗 で 稠密

なある部分空 間 D が 存在し て 以下 の （i）， （ii）， （iii）が な りた つ ，

（i）　 つ ⊂ Dom （TH ）∩ Dom （HT ），

（ii）　　　　H 　@：　D　 →　 D

（iii ）任 意の ψ∈ Dom （ TH）∩ Dom （HT ） に対 して TH ψ 一HT ψ ＝
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証明は 文献 ［1］の 定理 VIII．14 の 系 の 証明と 同様に 行え る．ま た T と H が T −weak 　WR を み

た し て い る と き
，
それが T の 閉包に 対 して もな りた つ こ とを示 す の は 容易で あ る，こ の 命題よ

り
，
T −weak 　WR をみ たす対称作用素は 必然的に我 々 の 定義の 意味で の 時間演算子 で あ る．こ こ で

，

Wey1 の 関係式 【1］（以 下 WR と呼ぶ ），
　T −weak 　WR

，
　CCR の 関係をあらた め て 示してお く：

　　　　　　 e
−isTe −itHth

　＝　e
−iste−itHe −jsT

ψ，　　 ψ ∈ 冗　　　　 （WR ）

　　　　 ⇒ 　Te
−itHil

＝ e
−itH

（T ＋ t）il，　　 ψ∈ Dom （T ）　　　 （T−weak 　WR ）

　　　　 ⇒ 　THv ／　一　HTip 　＝＝　i’4，

，　　　 ψ∈ Dom （TH ）∩ Dom （HT ）　（CCR ）．

しか し
，
1 節の例に もあ る よ うに

，
こ れ らの 逆向きが

一
般に はな りた たな い こ とは注意しなければ

ならない ．

4T −weak 　WR に 基 づ くい くつ か の 結果

　こ の 節では ， T −weak 　WR をみたす作用素 T と ff に関して得られ るい くつ か の 結果を述 べ る．

こ れ ら の結果 は T と H の それぞれ の ス ペ ク トル
，
T と surVival 　probabilityとの 間にな りた つ 興

味深い 不等式 ， そ して T と H との 間の不確定性関係に関する もの で ある．こ れ らの 結果を述べ る

前の 準備 として以下 の 定義をお く．

　定義 4．1 ：A を H 上 の対称作用素 とす る とき
， 任意の 状 態ψ ∈ Dom （A）に対し て ψにおけ る

A の 期待値 〈A ＞ψ お よ び 標準偏差 （△A）ψ を以下で 定義する ：

（A ＞、
・一 〈粥 ψ〉， （△A ）、

・− 1KA− 〈・〉，）ψ1・ （4．1）

こ の準備 の もと
， まず T −weak 　WR をみたす作用素 T と survival 　probabilityとの 間に な りたつ 以

下 の 不等式を示す．

に対して ψの surv ・val 　p・obabili ・y と呼ばれ る t ∈ R ’ の 関数 P・・（t）を Pe〔t）・一 〈ψie司 醒
ψ＞1

命題 4．2 ：T を H 上 の 対称作用素 ，
H を U 上の 自己共役作用素 とす る．また 任意の ψ ∈ H

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2

で定義する．こ の とき T と H が T −weak 　WR をみ たす な らば
， 任意の ψ ∈ Dom （T ）と t∈ R1

に対して次の 不 等式が な りた つ
：

　　　　　　　　　　　　　　　　
4 （△

雫
llψ【12

≧ P、，（・）．　 　 　 ・・．・・

　証明： 仮定よ り任意の ψ∈ Dom （T ）と tE 　RI に対 して T −weak 　WR ：Te −itHtl
　・・ 　e

−itH
（T ＋ t）ψ

が な りた つ ．こ の 関係式を T と e
−itH

の 交換関係 とみれば
，
以 下 2 つ の 式が 得られ る ：

［T ，
cOS （tH ）1ψ　；　− it　sin （tH ）ψ，

［T ，
silコ（tH ）1ψ　＝ 　it　COS （tH ）ψ．

（4，3）

（4．4）

こ こ で … （tH ）・− S（・‘‘H
＋ e

”’‘H

），
・i・（tH ）・一 歯（e

‘‘H ・一　e
一
吻 で あ ・ て

，
こ れ らは 配 共

役作用素で ある．こ れ ら 2 つ の 交換 関係に つ い て 不確定性関係を導出する，まず （43 ）式か らは
，
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Schwarzの 不等式に よ り任意の ψ∈ Dom （T ）に 対し て

　　　　　　　　　　（・ T ）Zl［… （tH ）ψll・ ≧ i【〈ψ1［T ，
… （t・ ）］ψ＞12　 　 （・・5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　− li〈ψ1− （脚 ＞i2　 　 （… ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　12　1，・ 〈・ト働 i2　 　 （・・7）

が得 られ る．次に （4．4）式か らも同様 の 計算に よ り，

　　　　　　　　　　　（・ T ）Z・li… （脚 II・ ≧ 誓1・・ 〈・1・一・1
… ＞r．　 　 （… ）

Il　cos（tH ）ψII2＋ 11　sin（tH ）ψll2＝ llψ1121こ注意して ，
こ れ ら 2 つ の 不等式を足 し合わせれば ，

　　　　　　　　　　　　　　（・・）1，・11…　li・ ≧穿1〈・i・
一…

ψ＞12　 　 　 （・．・）

が 得られ る．よ っ て survival 　probability」Pab（t）の 定義式を用い れば
，
もとめ る不等式 （4．2）が 示さ

れ る．　　　　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　 　　　 ■

　不等式 （4．2）か ら T −weak 　WR をみ た す対称作用素 T の 固有値に つ い て，次の こ とが すぐに示

せ る．

　系 4．3 ：T を H 上 の 対称作用 素 ，
H を H 上 の 自己 共役作用素とす る．こ の とき T と H が

T −weak 　WR をみたす な らば ，　T は固有値 を もたな い ，

　証明 ： い ま，
T が 0 で な い ベ ク トル ψλ ∈ Dom （T ）を固有 ベ ク トル とする 固有値 λ ∈ Rl をも

っ と仮定する ．したが っ て Tψλ
＝λψλ が な りたち，か つ 11zt，λ11＝ 1 とで きる．こ の と き状態 ψλ

に おける T の 標準偏差 （△T ）ψ
は

　　（△ T ）， − H（T − 〈・〉，、）ψ・ 1− 11（T − ・llth・112）ψ・卜i・（1司 1ψ・ll2）1　11zb・ll− ・ （・… ）

とな る．また T −weak 　WR の 仮定よ り不等式 （42 ）が な りた つ ．そ こで （4．2）式に （4．10）式を

代入すれ ば，1〈Cb・　1・”’tH
　ip・＞1− ・1　 t ・ R ’

＼｛・｝が得られ る・と こ ろで任i．．o 　t ∈ R ’
　｝・対して

・
一’tH ・lige・連続であ るか ら

，
・ の ・ とは ・ 一 　limt− ・1〈ψ・1・一’tHCb

・＞1　・ 　llth・112を鰍 す … れ 1よ

llzbλII＝ 1 に矛 盾す る．したが っ て T は固有値をもたな い ．　　　　　　　　　　　　　　 ■

　さらに命題 4．2 にあ る不等式 （4．2）か ら
，
ある対称作用素 丁 と T −weak 　WR をみたして い る 自

己共役作用素 H の ス ペ ク トル につ い て次の こ とが 示唆され る，それ は，H と T −weak 　WR をみ

たす よ うな T が 存在すれば
，
それ らの作用する Hilbert空 間 咒 は H の 散乱状態だ けか らな るの

で は な い か
，
とい う予想で ある．こ の 予想は次の例か ら理解で きる，

例 3 ： H 上の 自己共役作用素 H の ス ペ ク トル が 高 々 可算個の 離散固有値 ｛λn ｝雛 1 だ けか ら

な ・ て ・ ・場合を考え… の とき ・ ・ 臆 ・ 状態 ψ の ・u ・v … lp・・b・b・1・tyK ψ｝・
一…

ψ＞12・
せ い ぜ い 準周期的な振る舞い をする．特に任意 の ψ≠0 に対 して

　　　　　　　　　無 払。、
1〈・1・一’tH

・＞1
’

・・一 螽II・ ・｛・n ・… 14≠・ （4ユ1）
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が な りた ち
，
適当な列 ｛tN ｝胃＿1

で tN → oo （N → oo ）か つ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　　　　　　　　　1
鰓 1〈ψト姻

ψ＞12≧ Σ・11E（｛・n ｝）・bli
‘

　 　 （4・12）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n＝1

を み たす もの が 存在す る こ と を示せ る ．こ こ で ｛E （B ）IB ∈ B1 ｝は H の ス ペ ク トル 測度で あ っ て
，

B1 は Rl の 開集合全．体を含む最小の σ一加法族 で あ る ．こ の （4．12）式に よ っ て 示 さ れ る g．　urvival

probabilityの 振 る舞い と
，
H と T −weak 　WR をみ たす作用素 T が存在す る ときに な りた つ 不等

式 （4．2）に よ っ て 予言 され る survival 　probabilityの振 る舞い は
，
互 い に長時間に お い て矛盾す る ．

したが っ て gの 例で の H と T −weak 　WR をみ たす対称作用素 T は存在しな い ．

実際に 上述の 予想は正 しく，それは次の 定理に よっ て まとめ られ る．しか しその 証明は
， 上の 例 と

は違 っ て H の 形を仮定せず になされ る．

　定理 4r4 ： H を H 上 の 自己共役作用素とす る．こ の とき H と T −weak 　WR をみ たす 冗 上 の

対称作用素 T が 存在す る な らば ，Hpp （H ）＝ ｛0｝が な りた つ 。すな わ ち H は 点ス ペ ク ト ル （固有

値全体の 集合）を もたな い ．

　こ の 定理の 証明の 準備 とし て
，
こ こ で い くつ か述 べ て お く．H を Hilbert空 間 咒 上 の任意の 自

己共役作用素とする．こ の と きス ペ ク トル 定理に よ っ て
，
H の ス ペ ク トル 表示を与え る ス ペ ク ト

ル 測度 【5， 8，
12］と呼ば れ る正射影作用素の 族 ｛E （B ）IB ∈ B 正

｝が ただ ひ とつ 存在する，H の

ス ペ ク トル 表示は記号的に

　　　　　　　　　　　　　　　　　・ 一 厶脚 ）　 　 　 　 （… 3）

と記 され る．H を ハ ミ ル トニ ア ン とみ れば
，

こ れは通常の 量子力学に おける H の エ ネ ル ギ ー表示

H ・
一

・f． ，

λ1λ〉〈λ1・dλ （4．14）

に対応する とい える ．こ こ で
‘ ≡ ’

と書 い た の は
， 数学的に 厳密な意味で の等号とを区別す る ため

で ある，また任意の 自己共役作用素 H に 対 して
，
H に よ っ て 定まる 部分空間に よ りπ は 直和分

解 され る．すなわ ち ，

　　　　　　　　　　　　　冗　・・　HPP（H ）　O　Hac（H ）O 　H 、i。 g（H ）

で ある．こ こ で，7tpp（H ），　n ． （ff），　H ，ing（H ）は H の 部分空間で あっ て，

　　　　　 Hpp（H ） ：＝ 　｛ψ ∈ 冗 111E（・）ψli2は Lebesgue 測度に つ い て純粋点状 ｝，

　　　　　 咒 ac （H ） ：＝ 　｛ψ ∈ HlIIE （
・
）tl　112は Lebesgue 測度に つ い て 絶対連続 ｝，

　　　　　H
。ing（H ） ：＝ 　｛ψ ∈ HHIE （

・）thll2は Lebesgue 測度に つ い て 特異連続 ｝

（4．15）

（4，16）

（4．17）

（4．18）

で 定義され る ［1，
8

，
9］（表記は ［1】に したが っ た）．こ こ で ltE（・）ψi12の 説明をし て お く．Ilzbll＝ 1

とする とき，
ス ペ ク トル 測度の 定義 よ り llE（・）ψ112は可測空間 （R1 ，B1）上 の 確率測度となる，例

えば ハ ミル トニ ア ン H の ス ペ ク トル 1則度を ｛E （B ）1B ∈ B1 ｝とすれ ば
，
　UE（B ）ψII2は 状態 ψに

おい て
，
t ネルギ ーの 測定値 λが集合 B の 中に検出される確率 PiP（λ ∈ B）を表す ［5］．上 の 定義
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は こ の 確率測度の性質に基づ い て い る．H を ハ ミル トニ ア ン とみ る とき，Hpp（H ）は H の束縛状

態に
， 残 りの Z 。 。 （H ）eH ，ing（H ）は散乱状態に対応す る．例 えば

，
例 3 における 自己共役作用素

H に つ い て は
，
Hilbert空間 π は H ＝ 7でpp （H ）とな っ て，咒 ac （H ）＝Hsing（H ）；｛0｝で ある ．ま

た 1L2 （Rl ）上 の 自由ハ ミ ル トニ ア ン Ho に つ い て は
，
π ：＝＝　L2（R1）とす る とき，

7｛＝ 7t
． （Ho ）と

な っ て，πpp （Ho）＝ 7tsing（Ho ）＝ ｛0｝で あ る．こ の とき Ho は絶対連続 （abselutely 　continuous ）

で ある と呼ばれ る．こ の 分解に応 じて 任意の ψ ∈ 咒 は
一意的に

・
ψ ＝ ψPP ＋ ψac ＋ ψsLng （4．19）

と分解さ れ る，こ れ らは 互 い に 直交す る．こ こ で ψpp
＝ 1  pψで あ っ て Ppp は ”

pp （H ＞へ の iE射

影作用素で あ る ．同様 に ψ 
と ψsing も

，
H

． （H ）と 7tsing（ff）の それ ぞれ へ の 正射影作用素 P
．

と Psingをつ か っ て表せ る．

　定理 4．4 の 証明 ： H の 部分空間 Hc （H ）を

冗
，（H ）：＝ 7t

． （H ）OU 、i。g （H ） （4．20）

と定義すれ ば，こ の 空 間へ の 射影 Pc は Pc ＝ P
． ＋ Psingと表せ る．また ψc

：＝興ψ と お く と
，

ψ＝ψpp ＋ ψ。
＝”」Ppp’iP＋ P，iPと表せ る．こ の と き，

こ の 直和分解に 応 じ て

　　　　　　　　　　緋
一’tH

・b＞一 くψpp　le−’tHthPP

＞・ 〈ψ・le一巳‘H
ψ・ 〉　 　 （・・21）

が 得 られ る．なぜ な ら
，
正射影作用素は 自己共役で あ っ て P 。　Ppp　＝　PppPc＝0が な りたち，さらに

Ppp と Pc の それぞれが emitH と可換で あ る こ とか ら
，

〈ψpp ト
ー’tHth

・ 〉一 〈制 e
−’tHp

・th＞一 〈Pp，ψ　1… 一溜

ψ〉一偽 ・ψ ・

一
働 一 ・

などが なりた つ か らで あ る 。（4．21）式を さら に 変形すれ ば
，

　　　　　　1〈ψPP　1・−lt・
ψPP ＞12　− 1〈ψ1・一’tH

・b＞
一
〈ψ・1e一溜

ψ・〉［
2

　　　　　　　　　　　　　　　・ ・（1〈・1・
一’tH

・〉
’

＋1〈喚 1・一’tHthc

＞f）

（422 ）

（4．23）

（4．24）

が得 られ る．と こ ろ で こ の 定理の 仮定に よ り T と H は T −weak 　WR をみたすか ら
，
必然的に 不等

式 （4．2）が な りた つ ．そ こ で t ∈ Rl の 関数 C （t）を以下 の よ う に定義する l

　　　　　　G ・・）・・一｛・・ム響1・1一  ll命斌臓 ，
・ （4・…

する と不默 （・・2）と1〈ψ1・ 一’tHlb
＞1≦ 1ψli2に より

， i〈ψ ♂ ”
ψ＞1≦ α ・）が い つ で もな りたつ ・

こ の G （t）をつ かえば
，

　　　　　　　　　Kψppl ・胸 PP ＞12≦ ・（・（t）
2
＋ ［〈叶

一
酬

2

）　 （・26 ）

　　　　　÷細〈ψPP ε脚 PP＞12　dl ≦ 多ん。，（・剛 〈…　1・一’tH
・・c ＞1りdt … 27・
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が得られ る．こ の 式の 両 辺 に つ い て T → OQ の 上極限をとれば ，

♂蛎 細くψppl ・
叫 オH

ψPP ＞12dl− ・ （4．28）

が もとまる．なぜ なら
，
まず 直接計算する こ と で

，

無 ÷ん。1
σ（t）

2dt
− ・ （4．29）

とわかる．次に llE（・）ψ，II2は 有界か つ 連続で ある こ と
，
つ まり llE（Rl ）ψ，11＝ IIψ，ll〈 00 で あ っ て

，

かつ ψ，
∈ H

，（H ）に よ り任意の 可 算集合 A ∈ B1 に 対し て 11E（A ）ψ，ll2＝0 がな りたつ こ とに注

意する．する と Wiener の 定理 ［15］に よ り，

　　　　　　　　　　　　　無 払。、
1緋 濁 12・・一・ 　 　 （4… ）

が得 られ る．以上 （4．29）及び （4．30）式 を （4．27）式に適用すれば
， （428 ）式が もとまる．こ こ で 再

び Wienerの 定理 をつ か えば ， （428）式が 次 （bこ とを意味する の が わか る：

・ 一 謡 ん。、
1〈ψppl ・

一’‘H
・・PP＞12d，

一

〃、＿ 1、。 。、

d 〈・・PP・IE（・）ψPP ＞d〈ψppl ・（・）ψPP ＞

　≧ Σ　11E（｛λ｝）ψppll4　・
　 　 　 λ∈A

（4．31）

（4．32）

（4．33）

こ こ で A は B1 に 含 まれ る 任意の 可 算集合で ある ． こ の 結 果は ψpp ∈ 7tpp（H ）∩ Hc（H ）を

意味する、したが っ て 直和分解 の 定義に よ り Pppth ＝ ψpp
＝ 0 が な りたたなければ ならな い ．

ψ ∈ Dom （T ）は 任意で あ っ て
，
か つ Dom （T ）は 冗 で稠密で あ るか ら

，
Ppp　r ・

　O とわか る．こ の こ

とは Hpp （H ）＝ ｛0｝を意味する．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ■

こ の 定理 を使えば例 3 の 結果はすぐに 導かれ
， それは 以下 の よ うに まとめ られ る ，

　系 4．5 ： H を H 上の 自己共役作用素 とし，そ の ス ペ ク トル が 固有値だけか らなる とする．こ

の とき H と T−weak 　WR をみ たす 咒 上 の 対称作用素は存在しない ．

こ の 定理 4．4 に おけ る H を ハ ミル トニ ア ン とみ る と
，
こ の 定理は

，
H と T −weak 　WR をみ たす よ

うな対称作用素 T が 存在すれば
，
Hilbert空 間 （し たが っ て 着目 し て い る 物理系）は 散乱状態だ け

か らなる
，
とい うこ とを主張 して い る ．命題 3．1 に よ れば

， 着目して い る物理系に （3．1）式の よ う

な期待値が パ ラ メータ t に比例し て 発展する対称作用 素が存在す れ ば ，そ の 物理 系は 散乱状態だ

けか らなる
，
と もい え る ．次 の節に お い て

，
T −weak 　WR を み た す対称 作用 素 T す な わ ち時間演算

子が 存在する 量子系の例 を紹介す る．

　こ の 節の 最後に
，
T −weak 　WR を み たす作用素 の 組 丁 と H との 間で な りた つ 不確定性関係に

つ い て 述べ る ．命題 3．2 の （iii）に よ り， 不確定性関係が 自動的 に導出で きる の は す ぐに わ か る ［5］．

しか し以下の 定理は
，
あ る 条件の もとで は 不確定性関係にお い て 等号をみ たす状態が存在しな い

こ とを主張する もの で ある ．こ こ で は そ の 証 明は省略する，
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　定理 4，6 ； T を H 上 の 対称作用素，H を H 上 の 非負の 自己共役作用素 とす る．つ ま り， 任意

の ψ∈ Do 皿 （H ）に対 して くψIHψ〉≧ 0 がな りた つ とす る．こ の と き T と H が T −weak 　WR を

み たし ，
か つ それが任意の t ∈ C （lm　t≦ 0）に 対し て もな りたつ ならば

，
以下 の 不確定性関係が

な りたつ ：

　　　　　　　　　　　　　　　　　（・T ），（・ ・），
・ i・　 　 　 　 （・・34）

こ こ で ψ∈ Dom （TB ）∩ Dom 〔BT ）（llth　11＝ 1）で あっ て
， 特に等号をみ たす状態は存在 しない ．

（1．5）式に よ り，
1DFPS で の To と Ho が こ の 定理の 条件をみ た して い る こ とを注意し て お く．

5　一 般的 な量子系に お ける時間演算子の 構成

　こ の 節で は
， 前節お よ び Schr6dinger作用素論か ら の 結果をつ か っ て ，

1DFPS を含むよ り
一一般

的な量子系に おけ る 時間演算子に つ い て 議論する．特に注 目すべ き結果 は，1次元量子系に お い て

ポ テ ン シ ャ ル V （x ）が R1 上 の 実可測関数で あっ て
，
有界 ： 0 ≦ γ（x ）≦ 定数 a ．e ．か つ Rl 上で絶

対可積分 な ら ば
，
L2（Ri ）上 の ハ ミル トニ ア ン Hl ：． ・　Ho ＋ V と Tl−weak 　WR をみ たす L2（R1）

上の 対称作用素 Tl
， すなわ ち命題 32 に よ り

，
時間演算子が 存在す る こ とで ある ．こ の よ うなポ テ

ン シ ャ ル を もつ 系に は
，
階段型の 障壁ポ テ ン シ ャ ル や 11　cosh2 　x 型の ポ テ ン シ ャ ル を もつ 系など

我 々 に馴染み の もの も多い 。こ こ で は まず
，
1DFPS の 時間演算子 To に つ い て 前節の 結果か らわ

か る事実をまとめ る．

例 4 ．

（i）　 （1．5）式よ り Te と Ho は To−weak 　WR をみたす．したが っ て 命題 32 に よ り
，

　　 Dom （ToHe ）∩ Dom （HeTo ）上 で CCR お よ び不確定性関係が な りた つ ．

（ii）　命題 4．2 より
， 任意の ψ∈ Dom （To）に対し て （△ To）ψ と surviva1 　probability

　　　と の 間で 不等式 （4．2）が なりた つ ．

（iii）　系 4．3 よ り To は 固有値をもたない ．

（iv）　定理 4．6 よ り To と Ho との 問の 不確定性関係にお い て 等号 をみ たす状態は
，

　　　Dom （ToHD ）∩ Dom （HoTe ）に は存在しな い ．

こ こ で上 の例 に つ い て い くつ か 述 べ て お く．まず （ii）に つ い て
，
不等式 （4．2）か ら例 1 における

Gauss 波束 φo が Do 皿 （F7bF
− i

）に入らな い の が すぐに わか る．なぜ な ら
，
t → oO に お い て 1DFPS

にお け る Gauss波束の survival 　probabilityは t
− 1

で 減衰す る の だ が
，

こ の こ とは （4．2）式か ら

survival 　probabilityが t−2 で 上か ら押さえられ る こ とに矛盾す る．し た が っ て ilo　¢　DQm （FToF
−1
）

で なければならない ．しか し
，

一
般的 に空間次元が あが るご とに survival 　probability の 減衰の し か

たは速 くなる の で
，
こ の 手の 議論は 1 次元 で こ そ効果が あ る と い え る ．また こ の 不等式 （4．2）に関し

・
， 臆 … D ・ ・ （T ・），

　 〈・1・〉一・ に対 して Th 　（
’di）・… p｛・≧ ・ 1く・i・一・・

酬
2
− 1／・｝，

と定義すれば、

　　　　　　　　　　　　　　　　　2V至（△ T （｝）ψ ≧ Th （ψ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5ユ）
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が 得られ れ る．つ ま り2v’2（△To）ψ は Th （th）の 上 限をあた え る．こ れ は
， 観測量 τh （ψ）と To との

直接的な関係を与えて い る とい う意味で重要で ある．さらに （iv）に つ い て
， 確か に不確定性関係に

お い て 等号 をみたす状態は 存在しない が ，少な くと も次の こ とはな りた つ こ とを注意し て お く 【2］：

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　　　1ト，ト1。、，，およ。 （［T 。，r，。1、
（△ T ・）・ （△ H ・）・

＝
i ’

　 　 　 （5・2）

　次に
，
1DFPS 以外の 量 子系で 時間演算子の 存在する系に つ い て 述べ る．そ の ため の 準備 として

，

C．R ．　Putnum に よる次 の 定理 をあげる ［7］．

　定理 5．1
’
（C ．R ．　Putnam ）： L2（R1 ）上の 自己共役作用素 Ho を IDFPS の ハ ミル トニ ア ン と

し，V （x ）を Rl 上 の 実数値可測関数で
，
0 ≦ y （x ）≦ 定数 a ．e．お よ び V （x ）∈ Ll（Rl ）をみ たすと

する （こ の とき V （x ）∈ L2（R1）が な りたつ ）．さら に L2（Rl ）上の 作用素 H ， を Hl ：＝ Ho＋V （x ）で

定義する．こ の と き Ho と Hl は絶対連続で あ り，
か つ 波動作用素： Ut ：；　S−　lirtit−→±。。

　eitHl　e
−itH

・

が 存在して ユ ニ タ リ
ー

であ り，
H1 ＝ U ±HoUl をみ たし，Li』（σ± ）⊃ Ran（V）が な りたつ ，

もし も

　　　　　　　　　　　　　瓣 （・
一

・厂
3

ん、，

・
−1
（x ）・・ 一 ・

が なりた つ ならば 1U ± の ス ペ ク トル は ｛λ Hλ1＝ ユ｝で あ る．

また
，

（5。3）

こ の 定理に より， 定理 5．1 に お け る ハ ミ ル トニ ア ン Hl と Tl−weak 　WR をみ たす L2（Rl＞上 の 対

称作用素 Tl をす ぐに構成で きる．それ には Tl，± ：
＝・　U ± ToUl と定義すれば よ い ．こ の とき U土 に

よ っ て （1．5）式をユ ニ タ リ ー変換すれ ば
，
Ti，± −weak 　WR

Tl，±ε

一itH1
　gb； e

− itH1
（T1，士 十 t）φ， ∀φ∈ Dom （7

「

1、±），∀t ∈ C （Im ‘≦ 0） （5．4）

が 得 られ る ．こ こ で φ：＝ U土 ψ， ψ ∈ Dom （To）で あ る 、し た が っ て （5．4）式に よ り
，
例 4 に挙げ

てある To と Ho の 間で な りたつ 性質は
，
T ± と ffl との 間で もな りた つ ．

　束縛状態をもつ よ うな
一
般的なポ テ ン シ ャ ル の 場 合 ， 波動作用素 U土 ：＝ s−limt→土 。。

　eitHleTitH °

が 存在すれば
， そ の値域 Ran（U± ）は Ran （U土）⊂ LZ

，（Hl）を み たす．こ こ で L蕊（Hl）と は ，定理

4．4 の 下 の 説明に あ る Hilbert空間 H 上 の 自己共役作用素 H を L2（R1 ）上の 自己共役作用素 Hl

とみ なす とき ，
H に 対する Hac（H ）と同様に定義され る L2（R1 ）の 部分空間で ある．こ の 事実に

注 目す れ ば
， 束縛状態 を もつ よ うな ポ テ ン シ ャ ル の 場合に も上．と全 く同様に して ハ ミル トニ ア ン

Hl と Ti−weak 　WR をみ たす時間演算子 Tl を構成する こ とが で きる ．ただし今述べ た理 由に より
，

こ の 方法で作 ら れ る Tl の 定義域は L2（Rl ）の 部分空間 L晝，（H1）上に制限され る．こ の 一
般的な

場合は に おける Tl の 構成は
，
S．　T ，　Kuroda に よる 次の 定理 に基づ くの が明快である ［7，

8
，
9

，
16〕．

定理 5．1 は
， 実は こ の 定理 に よ っ て い る ．

　定理 5．2 （S．T 」 （uroda ）： 任意 の y （x ）∈ Ll（Rn ）∩ L2（Rn ），
　n ≦ 3 に対 して 線形作 用素

Hl ：＝ Ho ＋ V を定義する ．こ の とき波動作用素 U± が存在し て
，
　Ral）（U ± ）‘　Lk （H ，）をみ たす ．
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定理 5．1 を用い て時間演算子を構成した の と同じよ うに，Tl，± ：＝ 　U± ToU圭と定義すれば
， 箕 ± は

LZ
， （Hl）上 で 定義 され た対称作用素であっ て，そ の 定義域は Dom （Tl．±）＝ U ± Dom （To）で あ る．そ

して LZ
，（Hl）上で定義 された自己共役作用素 Hl，a 。 ：＝ Hi　IL9

。（H 、）
＝U± HoUl と Tl，±−weak 　WR

をみたす ．こ こ で HI　ILま。（H 、）
は

，
Hl の 定義域 Dom （Hl）（⊂ L2（R1 ））を Lk （H1）上に 制限した作用

素を表す．しか し ハ ミル トニ ア ン Hl が 束縛状態をもつ よ うな場合，すなわ ち Lb2
，（Hl）≠ ｛0｝で あ

る場合は
，
上 の ような定義域の 制限な しに H1 と T −weak 　WR をみ たす ような L2（Rl）（≠ Lk （H ，））

上 の 対称作用素を構成する こ とは で きな い ．なぜ な ら定理 4．4 に よ っ て
， 束縛状態をもつ よ うなハ

ミ ル トニ ア ン と T −weak 　WR をみたす 対称作用 素は存在 しな い か らで ある ．

6　結論

　我 々 は公理論的量子力学に 基づ い て量子系における時間演算子 を解析して きた．こ れ らの 解析

におい て
， 始め に Dom （Te）と survival　probabilityとの 関係を命題 2．1 に お い て 見た．そ し て こ

の事実に より， 我 々 は T−weak 　WR の 重要性 を確認 し
， 命題 4．2 お よ び 定理 4．4 を導出 し た．命

題 42 は
， ある 意味で 時間演算子 と状態の ダ イナ ミ クス とを直接的に 関係づ け る不等式とし て 重

要で ある．また定理 4．4 に よ っ て ， ある物理系に ハ ミ ル トニ ア ン と T −weak 　WR をみ たす対称作

用素 T が 存在すれば ， 必要条件 として こ の 物理系は散乱状態だけ か らな る こ とが わ か っ た ，そ し

て こ の ような物理系の 例 として ， 定理 5．1 に ある
，
ポ テ ン シ ャ ル y （x ）が Rl 上 の 実可測関数で

あ っ て，有界： 0 ≦ V （x ）≦ 定数 a ．e．か つ Rl 上 で 絶対可 積分 で あ る よ うな L2（R1 ）上 の ハ ミ ル

トニ ア ン Hl ：＝ Ho ＋ v をもつ 物理系が あげ られ た．こ の よ うな物理系が 非常に 多い こ とは お ど

ろ きである．こ の 事実に よ り，
ハ ミル トニ ア ン と T −weak 　WR を み た す対称作用素 T が 存在する

か しない か に基づ く量子 系の 分類 の 可能性が 示唆され る ．こ の よ うな視点は
， 古典系に お い て は

新 しい もの で は な い こ とを注意 して お く．例えば 古典系の 分類の 研究におけ る 1．Prigogine等の

仕事が ある ［17，
18］．古典力学に は B ．0 ．Koopman による Hilbert空間論を用 い た 形 式が あ り，

こ の 形式は古典系の エ ル ゴ ー
ド理論に現われ る ［1g］．1．　Prigogi皿e 等の 仕事は

，
こ の 形式にお い て

Lyap ・ unov 　variables と呼ば れ る作用素が存在す るため の
，
古典系の もつ べ き性質の 必要十分条件

を もとめた こ とで ある （実は古典系に お け る時間演算子が 関係して い る の で あるが
，

こ こ で は その

詳細を説明しない ）．我 々 は
， 物理系に ハ ミル トニ ア ン と T −weak 　WR をみ たす対称作用素 T が存

在する ため の 十分条件をわか っ て い な い ．こ の こ とに限 らず と も， 多くの 疑問が残 され て い る．例

えば Dom （To）と survival 　prgbability の ダ イナ ミク ス との よ り詳細な関連や ，　T −weak 　WR の よ う

に CCR を必然的に 導 く他の 関係式など さまざまで あ る，こ れ らの 問題は今後の 課題で あ る．
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