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経路積分に よ る 4He の ボー ズ 凝縮
＊
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　　　　　　　　　　　　　　　 （2000年 12 月 11 日受理 ）

1　 序

　量子力学で 多体問題 の 計算をす る必要 に せ まられ た とします。うまい 近似計算が可能な らば

よい の ですが 、そ うも行か な い 事が 多分にあります 。 その と きの ひ とつ の 選択肢 と し て 、経路

積分モ ン テ カ ル ロ 法があげ られ ます 。 もちろ ん技法と しては 乱数に よる数値計算法で すか ら 、

結果に パ ラ メ タ
ーを含 ませ る事はで きませ ん し、収束も決 して 速 くは ありませ ん 。 お まけに 定

性的な振舞を理 解す る事 も大変です 。 しか し 、 基本的に厳密解を指向し 、 か つ 相互作用 の 詳細

に依存 しない 方法で すか ら 、 統
一
的な扱 い が 可能に な ります。経路積分モ ン テ カ ル ロ 法は 、基

本原理は単純なの で すが 、実際の 数値計算を始め ると、い ろ い ろ な勘所が ある こ とが 解 ります 。

こ こ で は 、簡単な経路積分モ ン テ カ ル ロ の 原理の 説明と、一体問題 として調和振動子 を 、さら

に多体問題 と して はポ テ ン シ ャ ル の空間変化が大 きく、 剛体芯を もつ 4He
原子の ボ ーズ 凝縮 を

扱うこ とに します 。

2　 経 路積分 の 基礎

2．1　 Trot七er 分割

　時間依存す る N 粒子系の Shrδdinger方程式が 以下 の よ うに与えられて い る 。

　　　　　　　　　　瑤 【ψ（t）・ ・… H ・1・th（t）・ ，　 ff − H ・＋ ・

こ こ で Ho と y は全系の 運動エ ネル ギーとポ テ ン シ ャ ル エ ネル ギ
ー

で

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N 　　2

　　　　　　　　　　　　　E
・

一 Σ疂・　γ ＝ Σ ・（r・」）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t ≠フ　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝o

で あ り、v （物 ）は i
，ゴ粒子間の 2 体相互作用であ る 。

（1）

（2）

時刻ゼ ロ の 状態 tψ（0）〉 を用 い て 、時刻 t で の 状態 iψ（t）〉 は 、時間推進演算子を用い て 形

式的に以下の よ うに書ける 。

1ψ（t）〉　
＝
　exp （

− i
万

の［ψ（0）〉

　　　　　　・＋ （
Htih

）・ 毒（1：）
2

＋ ・ 1ψ（o）〉 （3）

こ こ で 二次以 上 の 展 開項にお い て 演算子 Ho と V の 交換関係が 問題 となる 。 逆に い えば 、十分

小 さい ε に対 して は 、
一
次の 範囲で 交換関係が無視で きて 、

　　　　　　　　　　　　　1ψ（・）・・ ［1・ （割 1ψ・… 　 　 　 （・）

’
本稿は 、編集部か ら特に お願い して執筆 して い た だい た記 事で あ る。
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と して 良い 。 交換関係が無視で きるな ら、量子力学の 計算で 扱い に くい 部分が 大幅に減る 。 時

間発展演算子 も ε の 一次の 範囲で 、二 つ の演算子部分 を分ける 、い わ ゆ る Tlrotter分解が可 能

となる 。

　　　　　　　　　・xp （
　 1
− − H ε

　 h ）一 　1 − i（H ・＋ Y ）・

　　　　　　　　　　　　　　　　一 （
　　　　il
一
万
Hoε）（1

− 1・・）
　　　　　　　　　　　　　　　　一 ・・p（

−IH・・）・xpCl ・・）　 　 （・）

こ の よ うに 時間 を離散化する こ とで 、演算子を c一数の よ うに扱える こ とが 重要な部分で ある 。

　Ttotter分解 を利用して微小時間 ε の 時間発展を見て み よ う。 簡単の ため に 1 次元 の 1 体問題

を扱 うこ とにする 。 時刻 孟ゴに 座標 γ（ち）に 存在 し て粒子が時刻 ら＋1 扁ち＋ ε に r （ち＋ i）へ 伝播

する 行列要素を考える。

　　　　　　　　　　・ ・嗣 【・・p（
　 i
− − H ε

　h ）1・（t・）・

　　　　　　　　＝： ・ ・（tj・ 1）1・xp （
一£H ・ε）・・p（

一去・・）i・（t・）・

　　　　　　　　一 ・ r （tゴ・ 1）i… 　（一£H ・ε）1・・ち… xp （
一尭・（t」）・）　 （・）

最後の とこ ろで 、座標表示におい て は演算子 V は対角的で ある こ とを用い た 。 残るは 自由粒子

の 伝播関数部分である 。 運動量表記を中間に用い る と

　　　　　　　　　　・ ・（tj＋ 1）1・xp （
一去… ）lr（ち）・

　　　　　　　　− 1二dp　〈 r（・＋1）1・・ p（細 ・ε）1・ × ・ 1・（tj）・

　　　　　　　　　　隠蝋 （
iεP22mn

）・ ・（・… ）1P＞ ＜ plr （tj）・

　　　　　　　　一 試 ・… ［尭（一蓋・ 廿嗣
一r ・t」・｝・）］

式 （8）か ら 、 式 （9）に移る際 に Ho が p 表現 に対 して 対角的 で ある こ と、式 （9）に対して

　　　　・ ・（・＋ 1）1・ ・ 一 ・xpG ・・t、＋1）・）… 　 lr・… ＝
　 ・xp （−1・・tj）・）

を用 い た 。 さら に p に 関 して平方完成を行 い 、積分公式

　　　　　　　　　　　　　鷹・P ・xp ← i・… 一 
112

（7）

（8）

（9）

（10）

（11）

（12）

を利用す る こ とで 、最終的に 自由粒子伝播 関数 として 以下の 表式 を得る 。 ただ し、こ こ で は空

間次元 d を 3 次元 として い る 。 規格化因子の 指数は 、

一般の 次元 d に 対し て は d！2 となる 。

　　　　… 刷 ・・p （
一尭H ・・）1・  〉一（、叢，）

3！2e

・p （器 叫 ＋一 ・・う ・13・
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結局 、 行列要素か ら量子力学的演算子を無 くした表記として

　　　　　　　・ ・ （t」＋1）1・・p （一去・ ・）1・（tl）・

　　　　　　一 （
mi27

「hε）
312e

・p （・叢… t・＋ 1）
一

・ ・t・））
2

）・・P （
−iv・・… ）・）

　　　　　　一 （、、1．：、h。）
312exp

［・髫｛券・… ＋ 1）一… ））
2 − ・・… ））｝］ （14）

が 得られ る 。 上式の 指数関数 の 引数にある ｛｝内の 式は 、離散化時間で の Lagrangean の 形を し

て い る 。 また空間座標は 、 振幅で はな く位相因子に の み影響を与える こ とに注意 。

　さて 、2単位の 離散化時間 2ε が経過 した と きに 、 初期位置 r （tゴ）に い た粒子が γ（tj＋2）に伝播

する行列要素を計算しよう。
こ の場合は 、単位時間が経過したと きの 粒子位置 （中間状態）r （tゴ十1）

につ い て和 を取れば よい 。 中間状態に つ い て可能なすべ て の 場合 を考えて 、 終点にたど り着 く

状況を考え る。

　　　　・ ・（tl・・）1・xp ←1・ … ）1・（t」）・ − f・・（t」＋1）・

　　　　　　　・ ・ （・… ）1・xp ←去・ ・ε）lr（tl＋1）〉＜ r （・・＋1）1・・p（一尭… ）1・ （t」）・ （・5）

こ の 考え方は 、ホ イヘ ン ス の 点波源か ら生成す る波の 干渉の考 え方と同 じであ る 。 中間状態 を

経 由す る こ とに よ っ て 、複素ベ ク トル の 干渉効果を取 り入れ る こ とが で きる 。 同様に時間 t を

M 個に ［［lrotter分解する と

　　　　　・ ・（釧 ・xp （一去  1・ （t・）・

　　　− 1… t1・1… t・・… 1… t・ − 1）… t・ ）1・xp （
−IH・）1 ・ ・t・ −1）・ ・

　　　　　… tM − 1）1・・p（
−hH・）1・・t・ 一一… … … tl）1・・ p（

−IH・）1・ ・t…

　　　一 （
　 Trli2

π hε）
3M ！21

呵 … t・・… 1… t・ −1）・

　　　　　　　即 卜鵠 嗣 媚 一・・囲 　 ・16・

こ こ で 、tM ＝ tで 時分割ス レ ッ ド（thread）の 幅を ε ＝　 （t − to）1M として い る 。 それ ぞれ の 伝

播行列要素は演算子を含まない （14）で与えられ古典的に な っ て い て 、多重積分に よ り可能なす

べ て の 粒子経路に付随する位相因子の 干渉 を計算して い る こ とになる 。 粒子の （時間軸方向の ）

ひ と継 りの 経路は
”
世界線

’

あ るい は
”

ビーズ ”

など と呼ばれ る 。 M → QQ で 式 （16）最後の 部分 、

exp 指数の 部分 は作用積分を含み 、

　　　　　　　耀ll：・岬 圃 一1ズll：・t’

［咢緬 一V ・…
’

・・】　 ・・7・

となる 。 被積分関数 （Lagrangean）が経路の 変分に対 して 停留する と きに 位相の 変化 も停留し 、

結果 として建設 的な干渉が発生す る 。 こ の 停留条件

　　　　　　　　　　　　　　　　緒 ）
一霧一 ・ 　 　 　 （18・

が Lagrange の 運動方程式に な る の は よ く知られて い る 。
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2．2　 虚時間経路積分

　こ こ ま で 述 べ た の は 量子状態の 時間発展を記述 した実時間経路積分の 方法で ある 。 と こ ろ で

物性論に お い て 、、系の 統計力学的性質を記述するの には虚時間経路積分が用い られ る 。 実時間

経路積分 を虚時間経路積分 に変形する手順 を以下 に述 べ る 。

　時間に依存した Schr6dinger方程式 と、統計力学分布関数の類似性に着 目して 、 時間 tを虚数

時間 t＝一洗βに置 き換える 。
こ こ で βは温nc　T とβ＝ （ilBT）

− 1
の 関係にある。また 、積分経

路は始点 と終点を一
致させ た閉じた経路 とす る 。 虚時間方向の ［［i’otter 分割幅 T は 、　T ＝ 17／M

として い る 。 こ れ に よ り式 （16）は以下 の よ うに なる 。

　　　　　　 ＜ rlexp （一βH ）lr＞

　　　　　　1・・（・）1・・ （・）
… 1・・（M − 1）・ r （M ）1・xp ← ・H ）【・（M

− ・）・ ・

　　　　　　＜ r （M − 1）iexp（− TH
「
＞lr（M − 2）〉 …　　〈 r （1）lexp（− r 正r）lr（0）〉

　　　　一 （
　 『几

2π hτ）
3M ！21

… 1・1・・・・・
… 1… M − 1・・

　　　　　　　　・ ・ 機｛券箋（r （ゴ＋ 1）− r （の）
2
＋ v （r （ゴ ｝］　 ・・9・

こ こ で表記 を簡略化するため に ゴ番目の 離散化虚時間の 粒子の 実空間座標は 、 r （Tj）とす べ き

ところ を r （の とした 。 また虚時間軸方向の経路の 終点 r （M ）と始点 r （0）を一致 させ 、r （M ）＝

r （0）＝ r と した 。 こ れに よ り、 図 1 に示すよ うに 、粒子の 世 界線は虚時間軸方 向に 周期的に

なる 。

j＝M

j＝M −1

j＝3

j＝2j

＝rlj

＝・o

一

暉．「●鹽
・■．

6巳
鹽卩

τ
卩■．

　 　 　 r

噌一
△ r

−●『

↑
τMlllI

↓

卜

図 1： 世界線は虚時間方向に周期構造をもつ
。 自由粒子の 場

合 、粒子の 世界線の 振れ幅は △r ＝ （fi／rn ）1！2 となる 。

式 （19）に お け る
一個 の 行列要素を見て み よう。

　　　　　　 〈 r （」十 1）lexp（− TH ）1r（ゴ）〉

　　　　　　　　一 （
m2

π hr）
3！2e

・ p［− r ｛景… ゴ＋ 1・一・・…
2

＋ ・・… ））｝］ （20＞
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上式右辺 を見る と、｛｝内が離散化虚時間にお ける Hamiltonianの 形 をして い る こ とが解る 。 虚

時間に 置 き換えた こ とで Lagrangean の 運動エ ネル ギ
ー
項が 符号を変えたため で ある 。 さ らに

Hantiltonianに虚時間ス レ ッ ド幅の T が掛か っ て 、指数関数の 引数で ある作用 （action ）に負符

号が 付 い た もの とな る 。 上式の ｛｝が Hamiltonian の 形をして い るため 、ときとして こ の 部分

が
”

エ ネル ギー”

と呼ばれる こ とがある 。 しか し熱力学量と して の エ ネル ギーと紛らわしい ため、

こ の 部分 を 丁 を含めて r作用亅と呼ぶ 。 後 に も出て くるが 、経路の 振れ幅が大きい 程 r作用』

は大 き く、 粒子の 「運動エ ネル ギ ー亅は小 さ くなる 。

　こ の 行列要素の 意味は 、指数関数部分が Bortzmann 因子 に な っ て い て 、 温度の 逆tw　r の も

とで の 、粒子の実座St　r （ゴ＋ 1）お よび r （」）の 相関と理解される 。 位相の 情報 を持つ 実時間経路

積分の 行列要素 とは異 なり、 こ の 行列要素は常に正の 実数で あ り、 単純に統計力学的重率を表

す こ と に 注意 し よ う。 ポ テ ン シ ャ ル 項を無視 した 自由粒子の 場合 、こ の 行列要素は Gauss 関数

型で 単位 ス レ ッ ドで の 移動距離 lr（ゴ＋ 1）− r （」）1に対す る標準偏差 は iv砺 であ る 。
こ の 量

は自由粒子で ある限 り一般の 虚時間長に対 して 成 り立ち 、 粒子の コ ヒーレ ン ス 長 （熱的 ドブ ロ

イ波長）と呼ばれ る もの である。こ の こ とは 、

”

時間
’｝

βラ ン ダム ウ ォ
ー

クした後の初期位置か

らの ズレが V僻 に比例する こ とか ら類推可能で あろ う。 また 、 7 を実時間 とみ なした
”

運動エ ネ

ル ギ
ー”

期待値 は

　　　　　　　　　　〈
m （r （ゴ＋ 1）− r （ゴ））

2

2　　　　 T2 〉一新 一穿・・T 　 　 ・…

とな り、 古典的エ ネル ギ ー分配則に従 う。 実際に経路積分に よる計算を行 うと きは Ttrotter公式

が 成立する こ とが前提で ある ため、虚時間分割幅 T は 十分に小 さく取 られ て い る 。
つ ま り温度

は十分に高 く 、 単位ス レ ッ ドの 移動にお い て は、古典エ ネル ギ
ー分配則が成立する こ とになる 。

　今度は 、（19）式に戻 っ てみ よ う。 この 式は 、温度 T の もとで実空間座標 r に粒子を発見する

相対確率をあ らわ して い る 。 ただ し多重積分で表記され て い る た め に 、解析的な手法で 扱える

問題は極 め て 限られ る 。 そこ で 、 Monte 　 Carlo法に よる計算 の 出番となる 。

3　経路積分の Mon 亡e　Carlo計算

　具体 的な問題を扱 っ た方が 概念 を把握 しやす い と思われ る 。 その た め に は 、まず 簡単な
一

体 問題 を扱 うの が よ い で あろ う。 熱力学量の 計算方法 を解説 した後に 、1次元調和振動子 の

Hamiltonian に対 して計算をしよ う。

3．1　 熱 力学量の計算

熱力学量 の 計 算は分配関数 Z は 、境界条件 r ＝r （0）＝r （M ）の もとで

Z − ！・r 〈 ・ 1・・p（一βH ）1・ 〉

− 1・・ （・）1・・ （1）… f・・ （M − 1）・ ・ （・）1・xp （
一

・ff）1・ （・）・ …

　　　
…

〈 r （M − 1）1exp（一τ H ）lr（o）〉

− f・・（・）1・・（1）… f・r （M − 1）w ［｛・（ゴ）｝］ （22）
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と与えられ る 。 被積分関数の W 【｛r （ゴ）｝］は経路に 対するボ ル ツ マ ン 重率で

　　　　　　脚 ｝］＝＝　ex ・卜・舅｛拳（r （ゴ・ 1）一・ （ゴ））
2
＋ 咀 ゴ｝］

と定義され る 。
エ ネル ギ

ー期待値 E は

　 　 　 　 　　 　 ∂
　 　 　 E　 ＝ 　一一 1nZ
　　　　　　　 ∂β

　　　　一 一藷 ・ ［儲

（23）

）
3M12fdr

… fdr… … fdr・M − 1・W ［｛・ … ｝］］・24・

で ある。

　さて 、 虚時間経路積分の 閉ル
ー

プ の行列要素（19）を見て み ると 、 それぞ れ の ス レ ッ ドで の作

用 を指数関数の肩に乗せたもの を統計重率と して い る こ とが解る 。 こ れ よ り実際の 数値計算の

際には 、統計重率に沿っ た確率で もっ て状態を発生させ 、それ を標本として 統計処理 をする方

法 （重み つ きサ ン プ リ ン グ法）が用い られ る 。 この こ とは 、世界線の発生 の 節で詳し く述べ る 。

　式（24）の計算を行 うと 、 系の 実空間次元 を d と表記 し 、 Ul、　U2 をそれぞれ運動エ ネルギ
ー、

ポ テ ン シ ャ ル エ ネル ギーと して

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 M − 1

　　　　　　　　　　・1÷ ，論 裁｛… ＋ 1・一・ri ・ゴ・｝
2

　　　　　　　　　　　　　　　u2 一 曙 呶 ゴ））

となる 。 系 の 全 エ ネル ギ
ー
値 E は 、

　　　　　　　　　　　　　　　 」巨7　＝ 〈　σ1　＞　十　く　σ2　＞

と与えられ る 。 こ こ で 、＜ A ＞ は物理量 A の モ ン テ カ ル ロ 平均で あ り、

　　　　　　　〈 A ・ 一 麦f・・ （・）f・・ （・）… 1・r （M − ・）蝋 圃 ｝｝

（25）

（26）

（27）

（28）

で ある 。 式 （25）か ら、粒子の 世界線が まっ すぐな場合に最大の運動 エ ネルギ
ーd！2r ＝（d12）kBT

を与える こ とが解 る 。
こ れ は古典的エ ネル ギ ー等分配則で あ り、世界線の 揺らぎは量子論的な

波動関数の 広が り意味す る 。 こ の 効果に よ り運動エ ネル ギ ーの 低下が 起 こ る 。

　比熱を求める に は 、 式 （24）を温度 T で 微分し て 得られ る式

　　　　　　　　・ ：： 一β
・

噐一 β
2
［＜（・1 ＋ U2・

2 一暢・一く・1 ＋ U・＞
2

］
を用い る 。

こ こ で 、∂Ui　1∂βの 具体的な形 は、

　　　　　　　　　　　　　　　　 ∂Ul　　2σl　　dM

　　　　　　　　　　　　　　　　　∂β
一

β　 2β
2

（29）

（30）

で ある 。
こ の 式は 、正準 集合に おけるエ ネル ギー期待値を微分 して得られ る 、エ ネル ギ

ー
に関

する揺 らぎの公式

　　　　　　　景一詰
・9・

一 煮霧；望；一
・ ガ

瀞
・ ノ

　 ・…

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i

の 経路積分版で ある 。
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図 2： 実線経路の 1 ス レ ッ ドを破線 に変更 を試みる 。 （左）局

所的経路変更 、（右）大局的経路変更 。

3．2　 世界線の 発生

　経路積分の 本来の 精神 は 、r可能な全て の 状態 を発生 させ て ボ ル ツ マ ン 因子の 重率を計算す

る 。 亅とい うこ とで あ り、 分配関数の 定義に他な らな い
。 しか し 、 当然の こ と なが ら こ の まま

で は 自由度が 大きすぎて計算で きるはずもな く、 効率的な方法を考えな ければな らな い
。 た と

え状態密度 と して は大 き くて も、ボ ル ッ マ ン 因子の小 さな状態は熱力学量に寄与するはずが な

い
。

こ の 様な状態まで 数え上げる フ ラ ッ トサ ンプ リ ン グ法 は 、い か に も非効率的で ある 。 そこ

で 、実際に実現する状態に着目 し、状態密度とボ ル ッ マ ン 重率に比例 した確率で世界線 を発生

する こ とを考える 。 こ れ は 、い わ ゆ る重み つ きサ ン プ リ ン グ法で あ り、サ ン プ ル した経路の 統

計処理 に際しては重み をつ けない 。 こ うす る こ とで熱力学量の 計算が可能になる 。 現在の 経路

を実線 として 、虚時間座標ゴ番目の粒子位置を r （の か ら 〆（の に変更を試み る 。 新しい 経路 の

発生は、卜1， 1】の 範囲に
一

様 に分布す る乱数 ηを用い て

r
’

（ゴ）＝ r（ゴ）一トαη （32）

とする。こ こ で α は経路生成の 際の 経路の 振 り幅で あ り、薪経路の 受容率が 50％前後 になる様

に決定する 。 経路発生率 を正準分布に 合わすため に は 、経路変更の 受容を Metropolisア ル ゴ リ

ズ ム に よ っ て 決めれば よ い 。
つ まり、

1）変更部分の経路の作用を、変更前 と変更後に対して計算する 。

2）変更後 の作用が 、変更前の それ よ り小 さい なら確率 1で 変更を受け入 れ る 。 変更後の

作用の 方が大きい ときは、確率 e
−△ S

で変更を受け入れる 。 こ こ に △S は 、経路変更に よ

る作 用の 変化分で 正 の 量で ある 。

数式で 書 くなら変更前 と後の 経路 をそれぞれ R，Rtと し、おなじく作用 を SR，SRt とす る 。 R か

ら Rt へ の 遷移確率 P （R → Rt）は 、

　　　　　　　　　・・R ・一 ・R ’

）一 ｛exp 【
．
、sl．．，R ，］纒1：郵 　 　 ・33・
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と与 え られ る。正準分布を与 える経路生成法は Metropolis法の 他 に 、 熱浴法等が 上げ られ る

が 、実質的に Metropolis法を知 っ て お くと十分で あ る。以上述べ た の は局所的経路変更 （local

path　change ）で あ り、こ の よ うな操作を ス レ ッ ド番号 ゴ＝ 0
，
1

，
2，… ，

M − 1 に 対 し て 行 う。

　局所 的な経路変更だけで は 、位相空間上 の 極めて限 られた部分の 状態の みが 発生する事にな

る 。 特に虚時間方向に 長 く伸び た経路 （低温状態）で は 、重心位置の 移動や長波長の 揺 らぎが 抑

制 され て しまう。 その ため に、経路全体を一
気に変更す る大局的経路変更（globaユpath 　change ）

を行 う必要が ある 。 大局的な新しい 経路の 生成方法は、変更前後の 経路全体の 作用 を計算して

Metropolis ア ル ゴ リズム を用い る限 り、基本的には ど の よ うな方法を用 い て もよい
。 しか し 、

ヤ ミクモ に行 っ て も効率的で な い ため こ こ で は以下 の ように行 う。

・
’

・洞 ・）・ ・ η… ［・… （k・ …］ （34）

こ こ で k は経路全体を振 る ときの 波数で k ＝0，1，2，3 を舌L数 によ り決定す る 。 こ の とき 、 あ ま

り大 きな波数 まで考慮する必要はない
。 短波長の 経路変更は 、局所的経路変更に任せ て おけば

それ で よい 。 また 、φo は初期位相で ［0，1】の 間の 乱数で あ る 。 こ れ に よ り、 経路全体は並行移

動 （k ＝ O）を含め た長波長の 変更を受ける 。 大局的経路変更で注意す べ き点 を挙げて お く。 剛

体芯 を持 つ よ うな多粒子系や剛体壁が存在する系を低温で扱 うと き 、 全 経路 を変更す る と （経

路が 長 くな っ て い る ため）変更後の 経路 の ど こ かが 、剛体芯や剛体壁に触れ るこ とが起こ る 。 そ

うす る と、ポ テ ン シ ャ ル エ ネルギーが発散的 にな り新経路の 受容率が低下 して しまう。 こ の よ

うな状況で は 、経路を分割して大局的変更 を行 うか 、 剛体壁に触れ ない よ うに経路の折 り返 し

を行 うな ど の 工夫が必要になる 。

　もう一つ だ けポテ ン シ ャ ル の 与え方 に つ い て 注意を述べ ておこ う。

一
般的に モ ン テ カ ル ロ 計

算で は 、104か ら 105程度の モ ン テ カ ル ロ ス テ ッ プの 集計 を行 う。 こ の こ とは 、統計的に 10
−4

か ら 10
−5 程度の 、定性的に 考える際には無視 して しま うよ うな、出現率 を持 つ エ ネル ギー状

態 も発生 し うる こ とを意味する 。

一
般にポテ ン シ ャ ル は 、 関数の 形で与えられる とは限らな い 。

後に述べ る よ うに 、 有効ポ テ ン シ ャ ル を用 い る場合や 、関数形が 複雑な場合は数値的に 与えら

れ る事も多い 。 こ の と き、わずかで も出現が予想 され る範囲よ りも遥か に 広 い 範囲に渡っ て 数

表を用意 して お くか 、 統計的に 重要な範囲に粒子の 運動領域 を制限 して お く配慮が必要である 。

計算途 中で おか しな結果が 出て きた りす る場合は 、
こ の よ うな単純な ミス に よる事も多い もの

で ある。

3．3　 粒子 の 確率密度

　式 （19）に よ り、座標 r に粒子を発見す る相対的確率密度を得 る事が で きる 。
こ こ で 、r は ス

レ ッ ド番号 0 の 粒子の 座標 を表 して い る が 、世 界線は虚 時間方向に 周期構造 を持 っ て い るた め 、

ル ープ状 の 世界線に お い て 座標 7 の み を特別あつ か い する理由は ない 。 世界線の 各点は粒子 の

確率密度 に対し て 全て 同等の 寄与をして い る。これ よ り、温度 T の もとで メ トロ ポ リス ア ル ゴ

リズ ム で 経路 を発生 して 、経路 の座標点を全て 集計す る こ とで 、その 温度で の 粒子 の 確率密度

分布 を得る事が で きる 。 こ の 手法で 、系の 基底 エ ネル ギ
ー Eo と第

一励起 エ ネル ギ
ー El に対

して 、温度 T が El − E   〉＞ kBT を満たす場合、基底状態の 粒子確率密度 を計算する事が で

きる 。
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図 3： 経路積分モ ン テ カ ル ロ で計算 した調和振動子の エ ネルギ ーと比熱 。

エ ラ
ーバ ーは標準偏差を示す。 破線は 理論値。

3．4　 調和振動子の エ ネル ギ
ー

と比熱 お よび存在確率密度の計算結果

h ・ ＝　kB　＝ ＝ m ＝ 　1 と した単位系で の 調和振動子ハ ミル トニ ア ン

ff＿＿王且 ＋ 王ノ
　 　 　 2dx　 　 　 　 　 　 2 （35）

に対 して 、各温度で の 熱力学量 を経路積分モ ン テ カ ル ロ で 計算 した結果を、図 3 に示す 。 計算

の 際、熱化ス テ ッ プを 5000MCS 行 っ たの ち統計処理を 1 × 105行い 熱力学量である エ ネル ギ
ー

と比 熱を計算した 。 こ の計測を 8 回 くり返して 平均値 と標準偏差を計算し て い る 。 こ の 系の 厳

密 なエ ネル ギーと比熱の 値は 、分配関tw　z ＝ Σ n 　exp ［
一
（n ＋ 夢β］＝ ｛2sinh（β12）｝

−1
よ り、

E − 1・… （争 （36）

　　　　　　　　　　　　　　　　・ 一齧 ，1，） 　 　 　 （37・

と与えられ る 。 虚時間軸の 分割幅 T は 、調和振動子の エ ネル ギーレ ベ ル 間隔をエ ネル ギ
ー
単位

と して T ＝ 114 と して い る 。 別な言い 方 をするなら、単位温度の 虚時間長を 4分割して い る。

ポテ ン シ ャ ル の 空間変化が比較的緩や かな の で 、こ の ぐら い の 分割幅で も満足 な結果が得 られ

て い る 。 ポ テ ン シ ャ ル の 空間変化が大 きい と きは、もっ と分割を細か くす る必要が ある 。 また 、

比熱の 収束が エ ネル ギー
の 収束に比べ て悪 い こ とが 解る 。 比熱は エ ネル ギ

ー
の 揺らぎか ら計算

され る ため 、エ ネル ギーの 場合に期待で きる揺らぎ の 相殺効果が な い
。 じ っ さい に 発生す る揺

らぎの パ タ
ーンが全モ ン テ カル ロ ス テ ッ プで

一
通 り発生 しな い こ と に は 、正しい 値 に収束 しな

い 。特に こ の 状況は低温 に お い て 顕著に な り、数値計算の 結果、比熱が 負 の 値にな る状況 も発
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図 4： 経路積分モ ン テ カ ル ロ で計算した基底状態の 確率密度分布 。 破線は

理論値 。

生する 。 単純な、1 体調和振動子で さえ低温で の 比熱の 計算の 困難 さが 見られ るが 、多体系で

粒子問ポ テ ン シ ヤ ル や基盤ポ テ ン シ ャ ルが存在する場合は 、低温で の計算は ほ とん ど困難 とな

る 。 こ の 様な場合は 、エ ネル ギー
の 値から数値微分 に よ っ て比熱を得る方が適当であろ う。

　温度を T ＝ 0，1 と設定して 、 発生 させ た 経路の 各点を集計 し粒子の 確率密度分布を計算す

る 。 5 × 104MCS の 熱化後に 、1xIOsMCS の 統計処理 を行っ た 。 単位長さに つ き 100個の 区

間を用意し 、 それぞれ の 区間に ヒ ッ トした経路点を計数し て 最後に規格化 した。それを厳密 な

基底状態 の 確率密度分布

　　　　　　　　　　　　　　　　【・・ω 12一湯〆 　 　 　 　 （38）

と比較した もの を図 4 に示す 。

　こ の温度 （T ＝0，1）で は 、 第
一
励起状態の混合率は e

− 10 〜5x10
｝5 程度で あ り、 事実上 の 基

底状態が得 られ る 。 図 4 を見る限 り理論値との 一致は満足すべ きもの で ある 。 これ もモ ン テ カ

ル ロ サ ン プル 数を 100 倍程度に したら、理論値 と全 く見分けの 付か ない グ ラ フ が得られたが 、

かえっ て 面白くな い の で こ の ままとして い る 。 また、世界線の 座標点は x ＝ 3．5の 付近まで ヒ ッ

トして い る 。 以前に も述べ たが 、ポ テ ン シ ャ ル を数値で与える ときは要注意で ある 。
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4　超流動ヘ リウム へ の 応用

　多粒子 N 体系を扱う場合は 、 N 個の世界線を用意して虚時間上の 同一ス レ ッ ド上で の 世界線

間の 距離に 対応した粒子間相互 作用を取 り入れ る 。 経路 の 発生方法や熱力学量の 統計手法は 、

1 体系の それ を踏襲で きる 。

　さて 多粒子系に対する応用例 として 、超流動 ヘ リ ウ ム を扱 う。 経路積分 を超流 動ヘ リウ ム に

応用する際に 、新た に 問題に な る点が 2点ある 。 ひとつ は非常 に強い 空間変化 をする Lennerd−

Johnes 型の粒子間ポテ ン シ ャ ル で あ り、もうひ とつ はボ ーズ統計性の 導入で ある 。

4．1　 モデル

　周期的境界条件を与えた容器内に 、N 個の
4He

粒子を入れ る 。 Hamiltonian は以下 の ように

与え る。
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 A「　　 2

　　　　　　　　　H − H ・ ＋ V
，

∬・
一Σ磊， ・ 一

Σ嘔 ）　 　 （39）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i〈j　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ξ＝o

粒子の 座標は 畷 の と表記する 。 こ こ で iは粒子番号 （1 ≦ i≦ N ）で あ り、ゴは離散化虚時間の

番号 （0 ≦ゴ≦ M ）であ る 。

　こ こ で粒子間相互 作用 として Azizポ テ ン シ ャ ル を採用する 。

一
般に は 、単原子分子間の 相

互作用関数 として 関数形の 単純な Lennerd−Johnesのポテ ン シ ャ ル が 良く知 られて い るが、最

近の 数値計算で は よ り正確な Azizポ テ ン シ ャ ル が 用 い られ る 。
　Azizポテ ン シ ャ ル は以下の式

で与えられ る 。

咽 一 ・ ［A ・・p（一・ ・）
一
（簔・ 暴・ 幾）・＠）］

　　　　掴 一轡 卜（豊
一1）

2

］騾； （40）

こ こ で 、 x ≡ r！r ，r、 であ り、 式中の パ ラ メ タ
ー

は以下の 通 りで ある 。

A ＝O．5448504 × 106

　 α ＝ 13．353384

　 c6 ＝ 1．3732412

　 ClO ＝ 0．178100

ε1んB 司 o．8K

D ＝ 1．241314

c8 ＝ 0．4253785

rm ＝2．9673A

（41）
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図 5： Azizポ テ ン シ ャ ル （太線）と Lennerd−Johnesポ テ ン シ ャ ル （細線）

さらに こ の ポ テ ン シ ャ ル の 特徴的な距St　rm で諸量をス ケ
ール す る と 、特徴 的なエ ネル ギ ー

 
4 ＝ h21mr ：； 1．366K を得 る 。 参考まで に Lennaed −Jones ポテ ン シ ャ ル は以下 の よ うに 与

えられ る 。

v ・・ ・… ： ・・ ［（；）
12

（；）1
σ ＝ 2．556A ， ε ＝ 10．22K （42）

こ の ポ テ ン シ ャ ル は 、負の 巾級数で 表記 され 関数形が 簡単なため に、解析的な計算の 際 に は 良

く用 い られる 。

　こ こ であげ た両ポテ ン シ ャ ル を図 5 に示してお く。

5　 有効相互作用

　Lennerd−Johnes 型の よ うな 、空間変化の 大 きなポテ ン シ ャ ル を扱 う際には、経路積分に置い

て 、虚時間軸の 分割幅 （7 ）を小 さく取 らなけれ ばな らない 。
つ ま り、虚時間 τ の 時間間隔で 自

由粒子が動け る距離 △r は 式 （19）よ り、

Ar 一傷 （43）

で ある 。 こ の 距離の 間で の ポ テ ン シ ャ ル の 変化 △v が 、 運動エ ネル ギ
ー

m （△r ！τ）
2

よ りも十分

小 さい 事が 必要で ある 。 こ の 条件 を満たす場合 は、粒子は離散虚時間で ポテ ン シ ャ ル 関数の 形

状を舐め る様に移動し、正確な計算が 可能に な る 。 と こ ろ が 、τ を小 さ く採る と分割数が 増える

ため に計算時 間が 掛か る事にな る 。 こ の ジ レ ン マ を解決するため に 、有効相互 作用ポテ ン シ ャ

ル を導入す る 。
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図 6：
一

つ の ス レ ッ ドを M 分割する 。 まっ すぐな世界線は M ス レ ッ ド分

の 有効ポ テ ン シ ャ ル の 情報をもつ
。 ス レ ッ ドを M 分割する と、実際に は

粒子はた とえば 点線の ような世界線を持 っ て い る 。 こ の よ うに新た に分割

した M ス レ ッ ドで 世界線を経路積分 して 、 有効ポテ ン シ ャ ル が得 られ る 。

　虚時間経路積分の 行列要素の 対角項は 、 作用に対する運動エ ネル ギーの 寄与が な くなるため 、

ポ テ ン シ ャ ル の 情報を取 り出す事がで きる 。
つ まり単位ス レ ッ ドに対 して 、

・ rl ・xp ・一・・ ）1r＞ 一 （
　 μ

2π hτ）
3！2e

・p ・
一

・V ・r ）） （44）

こ の こ とか ら 、 M 個の ス レ ッ ドを ひ とまとめ に した ときに 、粒子からポ テ ン シ ャ ル の 熱平均

が どの ように 見えるか を考え 、 それを有効ポテ ン シ ャ ル とす る 。
つ ま り、 有効ポテ ン シ ャ ル を

V 。ff（r ；MT ）と記し て 、以 下 の よ うに 与え られ る。

・ ・ 1・・p・− M ・ H ）1・ 〉 一 （
　　μ

2π 亢Mr ）
312exp

←M
’
Tve ・… M ・ ・） （45）

こ れは 、ス レ ッ ド幅 M τ を直線的に伝播す る粒子の 世界線で 、 粒子の 位置座標 r の ポテ ン シ ャ

ル を感 じ る 事を表し て い る。とこ ろで 、こ の 式は M 個の ス レ ッ ド幅 γ で 、r を通 る ル ープ状の

世界線を持つ 通常の 経路積分 と考え る ことがで きる 。
つ ま り、r ＝ r （0）＝ 　r （M ）の 拘束条件の

もとで 、

　 ＜ rlexp （
− M 「

TH ）lr＞

− 1・・ （・）f・・（・）
… f・・ （M − 1）・ ・ 1・・p（一・・ ）1・ （M − 1）・ ・

　　〈 r （ハ4 − 1）lexp（− 7
鹽
月
「
）【r （M − 2）〉 …　　＜ r （1）1exp（− rH ）Ir＞ （46）

こ の 式の 粒子の 世界線を図 6 に書 く。

　こ の 図から解 る よ うに 、粗視化 した虚時間 MT の 間の 粒子の 世界線は 、ス レ ッ ド幅 τ で 見た

ときに は曲が りくね っ て い て 、熱的ドブ ロ イ波長の 幅で 広が っ て い る 。 こ の 範囲で 、粒子の 感
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じる平均的なポ テ ン シ ャ ル が 有効相互作用 Vdi （r）である こ とが解 る 。 こ の事は 、 式 （45）を r で

微分する事で 得 られ る式か らも理解 され る 。

　　　　　　 ＜ rlH
「

exp （
一ルtτH ）Ir＞　　　　3

Vefi（r ；M γ ）＝

　　　　　　　〈 州 exp （
− MTH ）lr＞ 　 2MT （47）

右辺の 第
一
項は位置 r の 周 りに熱的ドブ ロ イ波長で 広が っ て い る粒子の エ ネル ギー期待値の 形

で あ り、第二 項 に よ り虚時間幅 M τ に相当する古典的運動エ ネル ギーを差し引 くこ とで 有効ポ

テ ン シ ャ ル を得 て い る 。

5．1　 有効相互作用の 計算方法

　有効相互作用の 計算方法に は い ろ い ろあるが 、本質的に MT の ス レ ッ ド幅で の熱力学的エ ネ

ル ギ ー期待値 を求めた の ち、運動エ ネル ギ
ーを差 し引い て い る 。

こ こ で は
、 お もな 3 種類の 方

法 を説明す る。

　一
つ 目は 、式 （47）を直接利用した Monte 　Carloの 手法で ある 。 有効相互作用を求め る際に、

すで に乱数計算を用い るため精度的に問題を生 じる 。 しか しなが ら 、 対象となるポテ ン シ ャ ル の

次元性や対称性に依存せずに扱える利点が在る。二 つ 目は、密度行列の 二乗法 （Matrix　Squaring
Methed ）と呼ばれ る方法で 、もっ とも一般的な もの で あ り、 計算時間も比較的少な い

。 だた し 、

ポテ ン シ ャ ル が本質的に 1 自由度で 記述され ない 限 り、多重積分が必要 とな り非現実的で あ る。

三 つ 目は 、 波動関数の固有値と固有関数を求め 、 それを基に エ ネル ギ
ーの 期待値を求め る 方法

であ る 。 前の 二 つ の 方法が経路積分の概念 を利用 して い る の に 対 して 、 この 方法は A4τ の ス

レ ッ ド幅で 数値 的に 問題 を解 き、エ ネ ル ギ
ー期待値を計算 して い る 。 こ の 方法は、計算量 も多

くあまり現実的で はな い 。

Monte 　Carlo 法

具体的な手順 と して は以下の よ うに な る 。

1）点 ro を通るル ープ状の 経路 を用意す る 。 虚時間軸の 長さは M τ で 、ス レ ッ ド幅は 丁 と

する 。

2）Metropolisア ル ゴ リズ ム で 粒子の 世界線を発生 させ る。こ の とき r （0）＝ r （M ）＝ ro

の 点は固定 した まま に する 。

3）熱化 を し た の ち、各 MCS の 世界線に対して エ ネル ギ ーの 値を計算して 統計処理 をする 。

4）エ ネル ギー期待値 を計算し 、 そこ か ら古典運動 エ ネル ギ ー
（312M7 ）を引 い て 、 有効相

互作用 v 。lr（ro ；M τ）を得る 。

こ の よ うに して ro に お ける有効ポ テ ン シ ャ ル を計算した後、別の 空間点で の 計算を行う。 当然

の こ となが ら、有効相互作用を決定す る際に Monte 　CarLo法に固有の 誤差が生 じて しまうため

に 、 実用上使用で きない 。 あ くまで 他の計算方法 と併せ た確認手段 と考える べ きで あろ う。
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密度行列二 乗法

ス レ ッ ド幅 丁 の密度行列を二 乗する 。

・ r
’ 1・xp （

一・TH ）1・ 〉 − f・・
’t

・ r
’

・1・・p（一・ ・）1・
n

＞〈 r
” 1・xp （

一
・H ）1・ 〉 （48）

もっ ともこ れ は言 い 回しを変えただけで 式 （15）の 虚時間版で あ り、式 （19）で M ＝ 2 とした場

合に過ぎな い
。 さ らに 、〆 ＝ r とした対角成分 を考えるな ら 、 式 （48）の 左辺は以下 の よ うに

V 。ff（r ；2T）を含む 。

・ rl ・・ p・一・・ H ）1… 儲 ）
312

　
e ・ p ・一・7v ・ff… 2・ ・）

また式 （48）右辺の 行列要素は以下の よ うに書ける 。

・ ・
tt
　1・xp ・

− TH ）1r−〉 一 （
m2

π h7）
312e

・p ［
一
：（rtt − r）

2
＋ 雪｛v ・rn ・・ ・… ｝］

（49）

（50）

こ こ でポ テ ン シ ャ ル 項を与える際に 、始点 と終点の値 の 平均値 を用 い た 。 こ れ は精度をあげる

ため と行列要素 の 対称化の ためであ る。ル ープ状の 世界線を持つ 、通常の 経路積分で は経路の

端点が な い ため 、こ の 様な対称化は意味を持たない
。 以上 の 結果か らス レ ッ ド幅 τ の 密度行列

を二 乗する事で 、ス レ ッ ド幅 2T の 有効ポ テ ン シ ャ ルが計算で きる事が解 っ た 。 こ の 操作を K

回続ける こ と に よ り、ス レ ッ ド幅 T の行列要素か ら、ス レ ッ ド幅 2A
’
r の 有効ポテ ン シ ャ ル を計

算する ことが で きる 。 現実の 系に対して式 （48）を利用す る際には 、行列要素の 寄与があ る、熱

的 コ ヒ ーレ ン ス 長の 範囲にわ た っ て 積分を行 う必要がある 。 こ の 範囲は 、 平方操作を繰 り返す

に従 い 拡が っ て い くた め 、 ある程度の 計算量とな り、また r の 添字の 空間も広 く取っ て お く必

要がある 。 積分空間が 多次元の 場合は事実上 困難で 、ポテ ン シ ャ ル v （r ）が 、 ただ 1 個の パ ラ メ

タ
ー

に依存す る場合に の み に利用可能な方法 とな る。

固有関数展開法

　最後の 方法は経路積分の 考え方を使わず、系の 固有関数展開を用 い る方法で ある 。 特に経路

積分 の 考え方 を使わ ない ため 、虚時間軸の 分割数を用 い ず、式 （47）に お い て 、 M7 ＝テ と置 く。

1 は有効ポテ ン シ ャ ル を用い た際の 、 虚時間軸の ス レ ッ ド幅で ある 。
こ れに よ り、 有効ポ テ ン

シ ャ ル を求め る式は以下 の よ うになる 。

　　　　　　　　　　　v ・ff… テ・一

〈

畿 1鵠 1γ＞＞
一券　 　 ・…

右辺 の 第 1 項分母は 、温度の 逆数 テ に お ける座標表示で の 分配関数で ある。分子と合わせ て 第

1項目は 、座標 r に おけ る エ ネル ギー期待値で ある 。
こ の 事か ら、系の エ ネル ギ ー固有値 Ei と

それ に属する規格化 され た波動関数ψぜ（r ）を用い て 、

　　　　　　　　　　V
・・f・・；・・一畿諾器

P
一籌　　 ・52・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i
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とで きる 。 粒子 間ポ テ ン シ ャ ル を考え る場合 r は粒子間の 相対座標で あ り、厳密には ψ（r ）の

偶奇性を考慮する必要が ある 。 しか し、経路積分 自体が テが 小 さい 高温状態で の分配関数を考

えて い るた め 、量子統計性は無視して 構わな い
。

こ の こ とは粒子間隔 iに対して 、粒子の ドブ

ロ イ波長 V7mが十 分小 さ くなければ粒子の 挙動 を記述す る虚 時間座標 の 分解能が 足 りずに 粒

子間の ポ テ ン シ ャ ル に よ る散乱が記述で きない
。 こ の よ うな状態で は 、 経路積分に よ る表記 自

体が で きな くなる こ とか らも理解され る 。

　実際に 計算を行 っ て み る と 、 経路積分の 精度を保証す るには f をあ まり大きく取る こ とが で

きない 。 こ の こ とは、式 （52）の Bolt．mann 因子の 減衰が弱 く、多数の波動関数を求めた上で の

計算が必要 に な る 。 その 際 、 テ が高温で あるため 、 束縛状態の み な らず自由粒子的状態に 至 る

まで の寄与を計算しない と有効ポ テ ン シ ャ ル が収束しない 。

4He の 粒子間ポ テ ン シ ャ ル の有効

ポ テ ン シ ャ ル を計算したときに は 、1 万個 を越える固有値 と固有関数を求め る 必要に 迫られ た 。

特別な場合以外 は 、 密度行列二 乗法を使 うべ きで あろ う。 もちろん 、 容易に波動関数が求め ら

れ な い 系で の 利用は不可能で ある。

5．2　 4He
の 粒子間ポテ ン シャ ル の 有効ポ テ ン シ ャ ル

　密 度行列二乗法 を
4He

の Azizポテ ン シ ャ ル に適用して有効相互作用を計算す る 。 2体 の He

原子間の 相対位置 を r と して 部分波展開を行 う。

　　　　　　　　・ r
’ 1・・p・一・ H ）ir＞ 一 滯 1・ r

’ 1・xp ・一・ f・・）lr＞ 　 ・53・

こ こ で Ht は角運動量 ‘成分 に対す る Hamiltonan で あ り、 行列要素は 2体粒子の 換算質量 を

μ　＝ 　m12 と して 以 下の よ うに与え られ る 。

　　　　　　M ！l！≡ 〈 r
’1・・ p （一・ Ht）1・ 〉

・ 意 ・ ・ ［一  斗 雪脚 継 ・ 毒｝一舌｛嘲 ・ 嘲 ］
適当に離散化 した r に対 して M 跫を求め て 、二 乗計算を K 回行な うと、

　　　　　　　　　　・ r
’ 1・・p（一・

KrH
）［・ 〉一 覇鴇｝（M ・・

）箕
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝o

さらに対角成分 を考える こ とで

　　　　　　　・ ・ 1・ xp ・一・
r・
’
…ff・・1　r ＞《、議。

。）
312

即 （
一・

・
Tv ・・f・r ・2… ）

　　　　　
一

書器・

1
（M

（’）

）ll
以上よ り有効 ポ テ ン シ ャ ル の 表式は 、

v… （・・2KT ・一 一犇・ ［（纛 ）畿 聟 （M
（ll
）謌

（54）

（55）

（56）

（57）

となる 。

一1197一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

高木　丈夫

望

舒
冨

尋

詈

20

5

o

r ［A ｝

図 7： 実ポ テ ン シ ャ ル の Azizポテ ン シ ャ ル （細 い 実線）と τ　＝・　43．7K で の

有効 ポテ ン シ ャ ル （太 い 実線）お よび、経路積分に よ り得 られた有効ポ テ

ン シ ャ ル （エ ラ
ーバ ー

）。

　密度行列二 乗 法を用 い て
4He

の 粒子 問の 有効ポテ ン シ ャ ル を計算し よ う。 初期の 虚時間ス

レ ッ ド幅 丁 を 丁 ＝ 2miOro（丁
一1

＝ 1399K）と して 、 行列要素の 二 乗 を 5 回行 う。 こ れ に よ り得

られ るの は 、ス レ ッ ド幅 テ＝2
−5ro

（ブ
1

＝ 43．7K）の 有効ポテ ン シ ャ ル で あ る 。 部分波展開は 、

‘〈 ＝ 128 の 範囲で 行 っ た 。 こ の 結果を図 7 に示す 。 また 、 Monte 　Carlo法に よ っ て 求めた有

効ポテ ン シ ャ ル も併せ て 示す 。 Monte 　Carlo法にお い て も密度行列二 乗法 と同様に 、 虚時間ス

レ ッ ド幅は T ＝ 2
− 10

τ0 で あ り、i を 32 分割 して い る 。 シ ミュ レ
ー

シ ョ ン における初期熱化は

lO4stepであ り、熱力学量の統計はそ の 後の IO6stepで ある 。 こ の 処理 を 8 回行い 、平均値 とエ

ラ
ーバ ー

（± 標準偏差）を計算して い る 。 計算結果は密度行列二 乗法 と よ く
一

致 して い るが 、 ポ

テ ン シ ャ ル の 空間変化が 大 きい 剛体芯の 部分で は誤差が 大きくな っ て い る 。

6　粒子 交換に よ る Bose 統計の 導入

　多粒子系に お い て粒子 の Bose統計性 を取 り入れ る に は 、N 個の 粒子の 第ゴス レ ッ ドか ら第

ゴ＋ 1 ス レ ッ ドへ の 伝播 関数 を

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N

　　　　　　　　　　　　Σ 〈 ri （」＋ 1）1・・p（一・ff）レ・（ゴ）〉 　 　 　 　 　 （58）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝ 1

で はな く、粒子の 置換 を考慮して

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N

　　　　　　　　　　　　Σ 〈 rPi （ゴ＋ 1）1・xp （一・H ）1ri（ゴ）〉 　 　 　 　 （59）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1
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図 8： 適当な ス レ ッ ド数 （交換長）で 粒子の 交換を試み る 。 交換前の 経路

（実線）と交換後の 経路 （点線）の作用の 差に対 して Metropolisア ル ゴ リズ

ム で 交換 を受け入れ る か ど うか を決め る。交換が発生 した ときは 、世界線

の 虚時間方向の 周期性が 変化する こ と に注意 。 細 い 点線は 周期的境界条件

を意味す る 。

としな ければ な らない 。 こ こ で P は 1V個の粒子におけ る N ！通 りの 置換 を表す 。 粒子の 置換を

経路積分 で表記するな ら、図 8に示すよ うに 、 2個の 粒子の 世界線 を 1ス レ ッ ドまた は複数の ス

レ ッ ド に 渡 っ て 交差 させ て 、粒子 を交換す る こ とを意味す る 。 こ の こ とを Monte 　Calre法 に載

せ るには 、 粒子の 交換前の 作用と交換後の 作用を計算 して 、
こ れ ら の 作用 に対し て Metr 。polis

ア ル ゴ リズ ム を用 い れ ば よい
。 実際には全て の ス レ ッ ドで 粒子交換する必要は無 く、粒子交換

の 可能性を保証して い れば よ い 。 た だ し粒子交換の 試行頻度が小 さい とボ ーズ凝縮温度以下 の

温度領域で の 熱力学量の収束が 著し く悪 くなる。 こ の あた りは 、 試行頻度増大に よ る計算時間

の増加と収束性 と の 兼ね合 い の 問題で ある。

　粒子交換に よ り虚時間方向の 周期構造は
一

般に変化する 。
ボ ーズ凝縮温度 （Tc）以上 で は 、粒

子交換はほ とん ど起こらず、粒子の 大部分が虚時間方向に βの周期性を持 っ て い る 。 温度が Tc

近くになる と粒子の 交換が起 こ り始め る 。 虚時間方向に βの 周期の 、 単純な ル ープ状世界線 を

持 つ 粒子が交換 を行 うこ とを考 える 。 交換後の 世界線は、虚時間に 2βの 周期 を持 ち、こ の 世

界線に 2 個の 粒子が 不可弁別の 状態で 属する こ と に な る。さらに低温で は粒子交換に よ り世界

線は虚時間方向に多重ル ープ構造を持 つ よ うにな る 。 そして 、 T く Tc にお い て 、
一

つ の ル
ー

フ

に含まれ る粒子数が巨視的な N の オ
ー

ダ
ー

に なり、ボ ーズ凝縮が実現す る 。

　波動関数 の 広が りは 、世界線の 実座標で の 広が りと理解 される 。 ボ ーズ凝縮が 起 こ る前は 、

事実上 全て の 粒子 リ ン クは 自分 自身に対 して の 1 重 、 と思 っ て よ く、世界線の 長 さを βと考 え

て よい 。 そ の と きの 各粒子の 波動関数の 実空間座標で の 広が りは △ x 〜 nmi 程度で あ り、

その 長 さは たか だか粒子 間隔程度で ある 。 ボ
ーズ凝縮 が起 こ っ た ときは 、 巨視的な数 の N ’

重

ル ープ が 出現 し 、 波動関数の 広が りは △ x　・V 　hVlgfiB7iiiとな る 。 こ れ は 事実上容器の サ イズ で

あ り、ゼ ロ 運動量波動関数 （運動量空 間で の 凝縮）を表現する 。
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6．1　 交換経路の 設定

　粒子の 交換の 可能性は 、 NO2 通りあるが 、粒子問距離が 大きい 場合の 交換は交換経路の 作用

が 大き く粒子交換の 確率は事実上無視で きるため 、近接粒子の み との 交換を考慮すれば よい
。

また実際に シ ミュ レ ー
シ ョ ン を行 っ てみ る と、有効相互作用を用い て も虚時間ス レ ッ ド幅 T は 、

7
−
　＝ 　To ！32程度 に採 る必要があ る 。

一
方で 交換対象となる粒子は 、 ポ テ ン シ ャ ル の 剛体芯の た

めに原子 の 直径程度の 距離よ りも接近する こ とは無い 。 こ の ような狭 い 虚時間幅で粒子交換を

試み る と、交換経路の 作用が 大きくな り過 ぎて粒子交換の 受容率が 小 さ くな っ て しまう。 こ の

た め の 解決策 とし て 、複数の ス レ ッ ドに渡る交換経路の 設定を行 う。今回の計算では 、粒子の

交換経路の 虚時間方向の 長 さは 、37 とした 。 こ の 交換経路 の 長 さは重要で 、 2ア とした場合は

粒子交換の 受容率が 大き く下が りなが らも 3τ と同様の 熱力学量を得る こ とがで きた 。 しか し

なが ら、4r と した場合は交換経路が粒子の世界線の揺 らぎの 量に近付 い て くるため、粒子交換

が 容易 に発生 し不適当な熱力学量が得 られ る 。

　複数の ス レ ッ ドに 渡る交換経路で は 、交換経路の 上 にあ る他粒子の 剛体芯ポ テ ン シ ャ ル の 影

響 もあるため 、経路をヤ ミクモ に設定して も交換受容率が低い
。 そ の ため、適 当な交換経路 を

設定 した の ちに 、交換経路の 部分に対 して 熱化処理 を数回行い 、交換経路の 作用の 値 を下げて

か ら交換を試 みた 。

6．2　 世界線の 管理

　Monte 　Carlo計算時に お ける各粒子の 世界線の 管理は 、交換 を行 うため複雑になる 。 交換を行

わない と きは 、 世界線はそれぞ れ の 粒子で 閉 じた ル ープ を形成 して い る が、交換 を行 うため に

粒子番号が異 なる粒子を含む 、 長周期の ル ープ構造が現われ る 。 これ に対応す るための 処方は 、

　　0）¢ 番目の 粒子の 虚時間ス レ ッ ド番号ゴの座標 を ri （ゴ）とす る 。
こ の粒子に直接付随す る

　　 量 として 、 ゴ＝ O ，
1

，
2

，

… M − 1 に お ける 座標 ri （の と 、 ri（M − 1）の 次 に接続する粒

　　 子番号を記録 して おかない とい けない 。 こ こ で は i粒子の接続する粒子番号を q として 、

　　 ili。 k ＝ （1 と表記す る。

　　1）初期経路 として ri （0）． 　 ri （1）＝ …　 ＝ ri （M − 1）を用意 し、自分自身で 閉じた ル
ープ

　　 ilink＝ iとして お く。

　　2）粒子交換が何度か行われた後の 、 第 ¢ 粒子と第 i’ 粒子の 交換を考える。 交換を Z個の ス

　　 レ ッ ドに渡 っ て行 うとす る。 交換経路の ス レ ッ ド番号は ゴか ら ゴ＋ iとし 、 二 つ の 粒子の

　　　リ ン ク状態は ilink＝・q，　i（i。k ＝ g
’
とする 。

　　3）粒子の 交換に 成功 した場合ス レ ッ ド番号ゴ＋ 」＋ 1 か ら M − 1 まで の粒子番号を iと i「

　　 で 交換す る 。 同時に粒子の リ ン ク先 も ill．k ＝ q
’

，
　ik

． k　
＝　g と変更する 。

交換経路が ス レ ッ ド番号 0 を含む ときは 、 経路管理が 大変複雑になる 。 その ため 、 今回は こ の

よ うな経路 交換は試行 しなか っ た 。

7Monte 　Carlo 計算

　実際に計算 をする にあた り、経路の 初期設定 として 調和振動子 と同様に 、各粒子 とも虚時間

に依存しな い
”
ま っ す ぐ

” な経路 を用意 し、各粒子の リン ク先に 自分 自身の 粒子番号 を入れて
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お く。 計算を開始 したら、熱化 ス テ ッ プ を経た後に 、 経路の 統計処理を始め る 。 統計処理 は粒

子数が N に な っ たこ とと、経路の リン ク先を考慮す る こ とに注意 を要する 。

　熱力学量の 計算 も 、 多体系に な っ た か らとい っ て 特に 大 きな変更は ない 。運動エ ネル ギー項

Ul は以下 の 通 りで ある 。

・ 一 砦 ，轟鎗揖励 ・ ・）一囎 ）｝
2
・ （60）

と くに 、ゴ＝ M 一ユでは次の ス レ ッ ドへ の接続は自分 自身とは 限らない ため に 、 リン ク状態を

記述する必要が ある 。 そ こ で 、運動エ ネ ル ギ
ー
項部分 に出て くる i’ を以下の よ うに定め る 。

i’ 一 ｛，ll、 9甥ゴ； （61）

上記 の 注意は 、経路変更 をす る際 の 作用の 計算で も常 に気 をつ けて い なければ ならない 。ポ テ

ン シ ャ ル エ ネル ギーの 項 U2 は 、有効ポ テ ン シ ャ ル を使 っ て

碗 一 寿耄Σ畑 （rik（ゴ））
　 　 　 　 」＝liく k

（62）

となる 。 こ の 有効ポ テ ン シ ャ ル は 、経路変更を決定する作用の 計算の 際に も用 い られ る 。 全エ ネ

ル ギ ーの 計算は
、 調和振動子の と きと同じ ように全モ ン テ カ ル ロ ス テ ッ プ に対する平均をとっ て

E ＝ ＜ Ul ＞ 十 く ひ2 ＞ （63）

となる 。 揺らぎの 公式を利用 した比熱の計算は 、や は り調和振動子と同じ く式 （29）となるが 、

エ ネル ギ ーか らの 数値微分 と一
致せずほ と ん ど実用に ならな い

。

　計算に よ り得 られ たエ ネル ギ ーの 値と 、

一
つ の経路 に含まれ る平均粒子数（リ ン クの 平均的な

多重度）を、図 9 に示す 。 実際の計算は粒子数 N 　 ・64 で飽和蒸気圧の 粒子密度で 温度 T ・・＝ 　IK

か ら T ＝ 4K の 範囲で 行っ た 。熱化ス テ ッ プは 10000MCS で そ の 後に 50000MCS の統計処理

を して い る 。 計測は それぞれ 4 回行 い
、 標準偏差 を計算して エ ラ

ーバ ーとして い る 。 基本的に

は有効ポ テ ン シ ャ ル 自体が ス レ ッ ド幅 γ に依存するため 、ス レ ッ ド幅 丁 を固定 して 有効 ポ テ ン

シ ャ ル を
一

度算出すると、温度を任 意に は 設定で きな くな る。そ の 点 も考慮 して 転移点付近で

の 計測を な るだけ増や した 。

　結果 を見 る と、T ＝ 2．4K 付近までは 、エ ネルギ ーが温度低下 とと もに ほぼ 直線的に下が る 。

こ の 領域では 、近似 的に各粒子は隣i接粒子 の 作る剛体壁 の な か で 振動 し て い る と考えられ 、そ

の 運動 エ ネ ル ギ
ー

が 温 度とともに低下 して い る 。 温度が T ＝ 2．4K か ら下が る と、エ ネル ギ ー

の 急激 な低下 が起 こ り始め る 。
こ の 頃か ら多重 リン クが 発生 し て 運動エ ネル ギ

ー
が低下する こ

とが判 る 。 転移温度は 図か ら、T ＝ 2．3K と T ＝2．4K の あい だ 、と読み とれ実際の バ ル クな超

流動転移温度 T ・ ・ 2．17 よ りも幾分高めに 出て い る 。 実験値と の 照 合は 、現在手元に孫引きした

実験デ
ー

タ の グラ フ しか な い の で 、 あま り正確な こ とは言えな い が 、 それ に よる と T ＝ 1．OK

で 一7．2K 、　T 　＝ 　4 ．OK で 一3．2K と転移点か ら離れ た点で は かな り良 く
一

致 して い る 。 転移点

丁 ・ ＝ 2，17K で は 実験値は 一5．6K だ が 、転移点が 高 目に出て い る ため転移点付近で計算結果が

高温側 にシ フ トした形に な っ て い る 。 こ の 辺 りは 、 サ イズ効果に よる もの かど うかの検証が必

要で あ る 。
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図 9： 各温度に対する内部エ ネル ギーと 、 1経路に含まれる粒子数 。 （平均

の 多重 リ ン ク数）

　さて
、

4He
粒子で の計算を行 っ て きた が 、理想粒子は粒子間ポ テ ン シ ャ ル をゼ ロ に 置 くこ とに

より手続 き的には簡単にで きる 。 しか し、実は理想粒子の 方が Lennerd−Jones型ポ テ ン シ ャ ル

を持つ 粒子 よ りもモ ン テ カ ル ロ 計算の収束性は悪 い 。理想粒子は粒子間の 相互作用が無 い ため

に 、 粒子間の 干渉がな い 。
つ まり理想粒子の 波動関数は 隣接粒子に制限 され る こ と無 く広が っ

て い る 。 この状態を Monte　Carloで再現す る こ とは、ラ ンダム ウオークで 容器内を くまな く歩

き回らなければ ならな い 事 を意味する 。
こ の こ とか ら容易に想像が つ くよ うに 、 容器サ イズが

大きくなる に つ れて熱力学的な収束は極め て 悪 くなる 。

一
方で剛体芯をもつ 粒子の 場合は 、 粒

子ポ テ ン シ ャ ル が粒子の 運動を妨げるため、粒子の 運動範囲はほぼ 粒子間隔に 限 られ る 。 それ

ゆ え剛体芯型の 粒子 間ポ テ ン シ ャ ル があ る場合の 方が 、 物理量の 収束が 速い
。 同様な事は 、 理

想可弁別粒子 と理想ボ ーズ粒子につ い て も起こ る 。 理想可弁別粒子は、粒子間の 交換が 無い た

め 、 や は り個 々 の 粒子が 容器 の 中をラ ン ダ ム ウオ
ー

クで 歩 き回る 必要が ある 。

一方で 理想ボ ー

ズ系に お い て は 、ボ
ーズ 凝縮が 始 まると粒子交換に よる虚時間方向の 多重 リ ン クに よ り粒子世

界線は 容易に容器の 中に 拡が っ て い く。 こ の 事情に よ り理想粒子の 場合 、 低温領域で は可弁別

粒子 よ りもボ
ーズ粒子の 方が 収束性が 良くなる。 経路積分モ ン テ カ ル ロ を扱 い 始めた とき、当

然最初 に 理想粒子を扱 っ たが 、思 っ た以 上に よい 結果が 出ず、He 粒子を扱っ た とこ ろ意外に も

収束が速 く、面食 ら っ た こ とを思 い 出す 。

8　 お わ りに

　経路積分の 本質的な部分 よ りも、最初 に学んだ 際に 、い ろ い ろ つ まつ い た事ば か りを書 き連

ね て し ま っ た よ うに思 い ます。 読者の 皆さん にどれ だけ参考にな るか解りませ んが 、 読んで く

だ さっ た方 々 に感謝し ます 。 最後に 、経路積分を始めた ころに 、

一
緒に試行錯誤 をした福井大

学の 院生だ っ た西岡洋之、山本照雄両氏 に感謝します 。
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