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1　 は じめに

　ハ ミル トン力学系は、天体力学 ・化学反応 ・ 加速器中の 粒子な どさ ま ざまな現

象を記述するこ とがで きる
一

方で、シンプレクテ ィッ ク性とい う共通の 特徴 を持っ

てい る 。 この ため 、 相互作用の 形 とい っ た系の詳細に依存 しない 性質がい ろい ろ

存在する 。 こ の よ うな、系 を横断す る と言う意 味で普遍的な性質を明 らかに する

こ とに よリ、 多様な系 を統一的に理解するこ とがで きる 。 実際、
2 自由度系の場

合に は、 KAM の定理
・P・incare−Birkhoffの定理 ［LL92］とい っ た理論的な成果や、

相空間の次元を落す Poincar6断面 とい っ た手法によ り、相空間に 自己相似的階層

構造が形成される こ とが知 られて い る 。 また こ の 構造が 11f ゆ らぎとい うダイナ

ミクス の 特徴 を生み出 して い る こ とも示唆されて い る ［Aiz84，　AKH ＋89］。

　しか し、 多 自由度 （3 自由度以上 ）系に対して はい まだ不明な点が多 く、
ハ ミル

トン力学系の 大きな問題 として残されて い る 。 多自由度系の理解が難 しい 理由は、

相空間が高次元になる こ とで あ り、 例えば Poincar6断面 を取 っ たとして も 4 次元

以上 にな っ て しまう。 この 困難に対する アプロ
ーチ 法の

一
っ に リア プノ ブ解析が

ある。リアプノブ 解析は 、 相空間の すべ て の次元の 情報をシン プ レクテ ィッ ク性を

反 映 した状態で拾い 出せ るため 、 多 自由度系にアプ ロ
ーチ する右力な手法の

一
っ

と言える。 リアプノブ解析 とは 、 軌道の不安定性を元に力学系の 性質を調べ る こ

と を言い 、 大き く 2 種類 に分けられる ： （i）大域的な性質 と して無限時間の 平均値

を扱 うリアプノ フ ス ペ ク トル と、（ii）局所的な性質と して短時間の情報 を与える リ

アプノブベ ク トル である （こ の他に 、 局所 リア ブノフ ス ペ ク トル と い う量も存在す

るが本稿で は触れな い）。 本稿で は、こ れ らの道具立て を用い て 多自由度ハ ミル ト

ンカ学系 を理解する試み を紹介する 。

　 まず第 2 節で 、 リアプノフ解析の道具立て に っ い て簡単に復習する 。 次に第 3節

で力学系の 相互作用の詳細に よ らな い 普遍的なリアプノフ ス ペ ク トル が存在する

こ とを示 し 、 その 普遍性を生み出す原因に っ い て考察する 。 第 4 節で は リアプ ノ

ブ ベ ク トル を扱 う際の 問題点を指摘し、そ の 問題点 を解決する幾何学的方法 を提

　
1
こ の研究の

一
部 （第 4節）は、京都大学大学院情報学研究科 ・岩井敏洋氏との 共 同研究であ る。
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案する。第 5節で は、前節で 提案 した幾何学的方法 と従来の 方法 を、数値計算を

用い て比較す る 。 最後の 第 6 節 でまとめ を述べ る。

2　 リアプ ノブ解析の道具立て

　 リアプノブ解析とは 、 力学系の軌道が初期値の わずかなずれ に対 して どれ くらい

敏感かを調べ る手法である 。 Rn 上の力学系 dm ／dt　＝ 　f（x ）とその解 x （t）を考えよ

う。 この 解は任意の 時聞で有界領域に留まっ て い る と仮定す る ： ILx（t）］〈 Q・
，
　t ∈

（
一

。。
，
。。）．この 解の初期値 をわずかにず らす と解 は x （t）＋ EX （t）と書ける 。　EX （t）

が微小量 とする と、 X （t）が従う式 は f の ヤ コ ビ行列 Df を用い て

　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 dX
　　　　　　　　　　　　　π

＝ D ∫＠（t））’x 　　　　　　　　　 （1）

と書ける 。 式 （1）は線形方程式 である ため、 n 個の独立解 X 、（‘），

…
，
Xn （t）を持

ち、 こ れ らは Gram −Schmidt の 方法で V 、（t），

…
，
Vn （t）に 直交化する こ とがで

きる ：

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t−ユ

　　　　　囎
一 期 一

碧綴綴 1；｝防 （t）一 一 1
，

…
，
n

この とき、 Vi （t）を 第 iリアプ ノブ ベ ク トル と言 い、　 Vi （t）の指数的伸び率の時

聞平均

　　　　　　　　　扉 無 ll・1器IIIIr・− 1
，

…
，
・

をee　i リアプノブ 数 とい う。こ れ ら π 個の リアプノ ブ数 ｛λ1，

…
，
λn ｝をまとめ

て リアプ ノフ ス ペ ク トル とい う。 リアプノフ ス ペ ク トル の値 は、式 （1）の初期値

空間 ｛X 、（0），

…
，
Xn （0）｝の ル ベ ーグ測度ゼロ の 集合 を除い て初期値に 依存せ ず

［Ose68，
　BGS76 ］、 こ の とき λ1 ≧ λ2 ≧ … ≧ λn となる e

　N 自由度ハ ミル トン系の場合 、 n 　・＝ 　21＞ とな り、 シ ン プ レ クテ ィッ ク性か ら

λi ＝ 一λ2N − t＋ 1，　　　 z ＝ 1
，

・
　・，21V （2）

なる 対称性が成り立 っ
。 そ の ため 、 独立なリア プノフ 数の 数は、相空間 の次元 2N

の 半分の N 個となる 。 よ っ て 、 第 3節で リアプノ フ ス ペ ク トル にっ い て考察する

ときには 、 λ1 か らλiV までの み観察するこ とにする。また、解の進行方向 th（t）は

式 （1）の
一

っ の 解であるが 、 こ の 方向には指数的不安定性は存在 しない 。 したが っ

て 、 こ の解に対応する リアプノブ数はゼロ となる ： λN ＝ 0．さ らに、対称性 （2）か

ら N ＋ 1 番目の リアプ ノブ 数が λN ＋ 、
； 一λN ＝ 0 とゼロ で ある こ とも得 られる

が、 こ れは gradH の方 向に対応する。
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3　 リアプ ノフ ス ペ ク トル の 普遍性

　ハ ミル トン 系の 場合 、 KAM の定理や Poincar6−Birkhoffの定理 （2 自由度系）

［LL92］に 見 られ る よ うに 、系の詳細に よ らない 普遍 的な性質がある。 しかし、 多

自由度系 における普遍性の 理解はい まだ不十分で あ る と言える。そ こで こ こ で は

リアプ ノフ ス ペ ク トル L（i／V）＝ λi の 普遍性か ら、多自由度ハ ミル トン系が持 つ

普遍性に っ い て考察す る。

　こ れ まで 知 られ て い た普遍性 は、

stochastic とみなせ る ほ どカオ ス が発

達 した系 に お ける 直線形 L（i！！＞）＝

α（N − i）で あ っ た ［LPRV87 ］。 しか し、

それ よ り弱 い カオ ス の 場合に も普遍

性が存 在す る こ とが報告 さ れて い る

［Yam98 ｝。図 1 は 4 っ の 系 に おける リ

アプノ フ ス ペ ク トル を示 して い る。横

軸は正規化されたリアプノブ 数の番号

  〉 で、縦軸はス ケール されたリア プ

ノブtu　7 λ
，
を表して い る 。 リアプノフ

ス ペ ク トル を一様にス ケー
ル する こ と

は、時間 t を オ17に ス ケ
ー

ル する こ と

と同等で あり、特別な操作で はない。4

っ の 系は 3次元単純立方格子上の 非線

形素子か らなる ポテン シャ ル系で、ハ

ミル トニ ア ン は

9876543210q

α

α

α

DOOOO

゜ °’1 °12°3 °鹽4
號

  7 ° 8 ° 91

図 1： カオ ス が Stochasticほ ど強 くは

ない系 に おける リア プノフ ス ペ ク トル

の 普遍性。 自由度 1＞ ＝ 43　 … 　64．領域

ψ v ＞ o．4 で は系 に よ らない 同 じ形が

得 られる 。 直線は 、 発達 したカオ ス系で

得 られる直線ス ペ ク トル を示 して い る。

　　　　　　　　　　　　H （。 ，）一 轟 1・ v （・）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 z＝1

であ り、そ れぞれ系 の ポテ ン シャ ル は

Vx ・
一 Σ［1

− CQ ・（9、

− q、）」，

　 　 　 〈 t）〉

砺 羃（・ ザ ・書纛

（3）

％ ・
一

羃隔 槍 Cl・1・1・夛）・

v
・ ・

一

羃1（qi
−

・・）
2

＋

碧G・孑＋ 去・夛）・

で ある．こ こ に、Σ〈，，．
は最近接格子間の みの和 を表す。 図 1 に よる と、 i！N ＞ O．4

の 領域では 4 本 の ス ペ ク トル がよ く重な っ て い る こ とと、その 形が従来の 直線形

で は近似で きない こ とが分かる。

　エ ネルギ
ー
値が低い 場合 （系 XY と LO は高い 場合も）、系は可積分系で よ く近

似 されるが、 この ようなエ ネル ギー
領域で は図 1 に 見られ る リア プノフス ペ ク ト
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ル とは違う形 となる 。 っ まリ相空間の構造 と して、KAM トーラ ス が支配的な場

合はこ こ で述べ た普遍性は現れ ない と考え られ る。 しか し一方で この 普遍性が現

れ る ときはポテ ン シャ ル の 2次項が高次項に比べ て優勢で あ り［Yam98 ］、 発達 し

たカオ ス の よ うに構造がな くな っ て い るわ けで もな い 。 こ れらの こ とか ら、 1V次

元 KAM ト
ー

ラ ス の部分的な次元が崩壊 したウィ ス カー トーラス が 、 こ こ で得 ら

れ た普遍性 を生み 出して い るの で はな いか と考え られる 。 こ の 傍証 として、 さま

ざまな次元の ウ ィ ス カ
ー

トーラス を組合せ 論的に数え上 げ、それ ぞれが相空間で

の運動に与える影響 を考えた簡単なモ デル で は、 ウィ ス カー トーラス が作 る階層

構造が 1〃 揺 らぎとい う力学系の 特徴 を再現する こ とが示 され て い る ［YK98 〕。

4　 リアプノフ ベ ク トル と幾何学的方法

　大域的な指数で ある リア プノフ ス ペ ク トル で は 、 系の 分類 と相空間の 構造の特

徴を示唆する こ とがで きた 。 こ れ よ り詳しい情報 、 とくに ダイナミクス に関する

情報を得る ため には局所的な不安定性を解析する こ とが必要になる 。 例えば、 シ

ンプ レクテ ィッ ク写像系にお い て リアプノブベ ク トル を解析する こ とに よ リ、最も

小 さい 正の リアプ ノブ数がクラス ター運動に対する不安定性 を示 して い る 、 とい

う議論が行われて い る ［KK92 」。

　リア プノブ ベ ク トル を考える 時に問題に なる の が、 それ らが従う線形化微分方程

式 （1）で ある。時間 t を 、 ds ＝ di（x ）dt と変数 ＝ に依存する ように変換すると運動

方程式 は dx！ds ； ∫（x ）／φ（x ）とな る 。 当然ながら、 この 式は元の 式 dm ！dt ＝f（x ）
と完全に同

一
であ る。 しか し、 変換 した運動方程式 を線形化 してか ら時間を t に

戻すと

　　　　　　　　　誓一 Df ・x 一

瑠ゆ … （・ ）… x ）

とな リ式 （1）とは異 な る形の式 が得られ る 。 すなわ ち 、 運動方程式の 書き方に よっ

て リア プノブ 数や リアプ ノブベ ク トル は変化 しうる もの と言える 。

　では 「よい 」 運動方程式 とは どの ようなもの だ ろうか ？ハ ミル トン系の 場合 、 軌

道の進行方向 とハ ミル トニ ァン の勾配方向に は指数的不安定性は発生せ ず、 それ

に伴 っ て λN ＝ λN ＋ 1
＝ o とな る。 よ っ て、第 N

，
1＞ ＋ 1 以外の リア プ ノ フ ベ ク ト

ル は これ らの方向と常に垂直で あ っ て欲 しい 。 こ の要請 を満たせ ば、 リア プノブ

ベ ク トル か らゼロ リアプ ノ ブ数に対応する方向を排除で き 、 純粋 に安定／不安定

性方向を得るこ とがで きる 。
「よい 」運動方程式の 条件 を定式化すると次の 3 っ に

なる ：

（i）第 N リア プノブ ベ ク トル は常に軌道の 進行方向を向いて い る 。

（ii）第 N ＋ 1 リアプノブ ベ ク トル は常にハ ミル トニ ァ ンの 勾配方向を向い てい る 。

（iii）これ ら2 っ 以外の リア プノ フ ベ ク トル は 、 常に上記 2 方向に垂 直で ある 。
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しか しなが ら、普通に正準方程式 を線形化 した だけで は この要請は
一般には満た

されな い e

　そこ で 、幾何学的な方法 を用い て運動方程式 を書き換え る。 まず、対象 とする

系 を式 （3）の 形の 自然ハ ミル トン系 とする。幾何学的方法では、配位空間 M 上 に

適 当な計量 g を導入す るこ とによ り運動方程式

　　　　　　　　　　　　　　豈 浬 。。 　 　 　 　 　 （、）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 dt2　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂gt

を測地線方程式

　　　　　　　　　　　　　　　　▽ ξξ　・ ・　O

として表す。 ただ し、 ▽ は接続、 ξは測地線接ベ ク トル で あ り、

　　　　　　　　　　　　　・一 ξ斎 器

（5）

と書ける。
”

時間
”

5 は計量 g ＝ g承q）dq噛 d♂ を用い て ds2　＝ 　9i」（q）dqidq
ゴ で 決定

され る 。 こ こ では、g承α）が配位空間上の 関数で あ るこ とに注意 されたい 。 また、

アイ ン シ ュ タイ ン の縮約規則 を用い て お リ、同
一項に同 じ添字が出て来る場合に

は和を取 るこ と とする。式 （4）と （5）とは同じ解 を持っ が、測地線方程式 を与える

ハ ミル トニ ア ン は

　　　　　　　　　　　　H （9・ ・ ）
（q，P）一 ；9

’」
（q）P・P，　　　　　 （6）

と書かれ る 。

　式 （4）と （5）との 線形化方程式は、それ ぞれ

　　　　　　　　　　　　　
dl

差・ 轟 烈 一 ・
， 　 　 （・）

　　　　　　　　　　　　▽
ξ
▽ cX ＋ R （X ， ξ）ξ＝ 0

，　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）

とな り、 これ らは s と t との
”

時間
”

の変換で は移 り合えな い 。 こ こ に、 R は曲

率テ ン ソル で ある。後者はヤ コ ビ方程式 と呼ばれ てお り、 こ れを用い る こ とによ っ

て先の 3 っ の 要請を満たすようにできる ，

　ヤ コ ビ方程式 に よ っ て 軌道不安定性を考察する方法は 、 第 1 リアプ ノ フ数 を解

析的に見積 もる ため に導入 された ［Petg3，
　CPC99 ］。 しか しこ こ で は 「よい 」 リア

プノブ ベ ク トル を得 る た めの手段 として 用い る。ただ し、ヤ コ ビ方程式 が 2 階の

微分方程式で あるこ とか らも分かる通 り配位空間 M （座標 ： （qt））で軌道不安定性

の 議論 をして い るの で 、こ れを相空間 T ＊ M （座標 ：＠，p、））に リフ トしなけれ ば

な らない 。

　 ベ ク トル、計量、接続 を配位空間か ら相空間に リフ トした結果 、 ヤ コ ビ方程式

の リフ トと して次の方程式が得 られる。

　　　　　　　　　　　誓
一 一・漕 ・ 函 　 　 （，）

　　　　　　　　　　　嘗 一
一賦 幽 ・鯉 ・
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r聾と R
櫛

は配位空聞上の 計量 g か ら導かれ たク リス トッ フ ェ ル記号 と曲率テ ン

ソル の成分で あ リ、相空聞上 に リフ トされ たベク トル X は adapted 　frame と呼ば

れる

　　　　　　　　　　Di 一券・ 鵡 毒，
・・暢 ，

を用い て X ＝ 　xiD
，
＋ X の τと書き、1＝ z ＋ N と した。

　相空聞におけ るベ ク トルの直交性は 、 リフ トした計量 す

　　　　　　　　　　　　互＝ 9、，
θ

皀

  θ」
＋ gz

ゴ
θ

z
  θ

」

を用い て議論する 。 こ こに、

　　　　　　　　　　　θ  ガ ， 　 θ
’

　・ ・　dp
，

− P鵬 dゲ

は ｛Dz ，
D τ｝の双対基底で ある 。 線形化運動方程式 （9）を用い る と、

　　　　　　　　　　　　譱轟 ）一 ・H ・9… 画

　　　　　　　　　　　　恭・H 唖 ）一 ・

が示せ る。 したが っ て、 リア プノブ ベ ク トル を初期 に進行方向 ξとハ ミル トニ ア

ン の 勾配方向 dH （ge °）の双方に垂直に取 っ て おけば、 自動的に両方の 直交性が保

たれる。

　
一

方 、 ξと （dH （ge °

り
＊

＋ s ξは リフ トしたヤ コ ビ方程式 （9）の 解である。ただし、

（dH （ge° ））
＊

は 1形式 dH （ge °）の双対ベ ク トル である。こ の こ とか ら、初期ベ ク トル

の 集合 と して

　　　　　丿【1〉（0）＝ ξ（0），　丿【ハr＋ 1（0）＝ （dH
（ge °）

）
＊

（0），

　　　　　X
，（0）＝ （XN （0）とXN ＋ 1（0）が張る平面に垂 直なベ ク トル ）

　　　　　　　（i ＝ 1
，

…　　，
1V − 1

，
N −← 2

，

…　　，
21V）

と しておけば、先の 3 っ の要請が満たされてい るこ とがわか る。

5　 モ デル系 に よる幾何学的方法の実行

　前節で 理論的に示 され た結果 を、 モ デル 系 を使 っ て 数値的に 確認する 。 モ デル

として は、 H6non−Heiles型の相互 作用 をする 3 自由度系 を用い る 。 自由度が 3 で

あるの は、 それが リアプ ノフ ス ペ ク トル が意味を持っ 最小 自由度 とい う理 由に よ

る 。 モ デル系 のハ ミル トニ ア ン は、

　　　　H （・，・）− 1・・

曲 ）− 3・・
＋立喃 納 ， げ 一

，
・

）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i；1

　　　　脂 ・ 回 一 吻 一1〃3
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と書かれる 。配位空聞上 の 計量と して はヤ コ ビ計量 g ＝ 2（E − V ）dq
’

　op　dq’ を用

い る。

相空間上の軌道 （gi（t），諏の）と線形化方程式 （7）は 4次の Symplectic　lntegrat・r

を用い て計算した。また、リフ トしたヤコ ビ方程式 （g）は陽な Symplectic　Integrator

で書けない ため、6 次の 陰的 Runge −Kutta 法に よっ て数値計算した ［HNW93 ］e 双

方 とも、時間の 刻幅は実時間 t に して △ t ＝ 2．5x10
−6 と した。初期条件 は、

gt（0）＝ 0
，
　p，（0）＝ α 7z と した。ただし、　or、 は ［0，

1】区間の
一様分布に従 う乱数で あ

り、α は初期エ ネル ギーの条件 E ＝ Σ廴、p、（0）
2
／2 か ら決定 した。また、ベ ク ト

ル の 初期条件は、

　　　　　　　　　X 、（0）一 ξ（0），
X 、（0）一 （dH

（ge°）
）

’

（0）

と し、X1 （0），
X2 （0），

X5 （0），X6 （0）を X3 （0），
X4 （0）の双方に垂直になるように取っ

た 。 今回はさらに、X 夏＝ xl ＝ O
，（α r ＝ 1

，
21b ＝ 5

，
6）とな る ように選ん だ。

　まず、 自然ハ ミル トン 系 （3）の 正準運動方程式 を線形化 して得られる

　　　　　　　　　　　讐一器　咎一 一器　　　　 （・・）

と式 （9）か ら得 られる リア プノ フス ペ ク トル を比較する。図 2 は 、 E ＝ 0．04 に お

け る リアプ ノブ 数の 収束の様子 を示 して い る 。 縦軸は、

　　　　　　　　　　　　　A ・（・）− 11・ llll鑞 ll
な る量 を示 し、 定義か ら明 らか に lime− 。。

　A 、（t）＝ λ， で ある 。 また 、 右肩に （geo）

とい う添字が付い て い る量 は式 （g）か ら、何も付い て い ない量は式 （10）か ら得ら

れた量である 。 図 2 に よる と、 双方の 方法で得 られ た リアプノブ 数は収束 し、 かつ

収束値が
一

致する こ とが わかる 。次に、リアプノブ数の エ ネル ギー依存性を図 3 に

観る 。 これに よる と 、 リア プ ノブ数の
一

致はエ ネル ギーに依 らない こ とが分かる 。

　以上 の観測に よ っ て 、 リアプ ノブ数 にっ い て は、（少な くとも今考えて い るモ デ

ル にお いて は）従来の 方法 と幾何学的方法は同じ結果を与えるこ とが分か っ た 。 そ

こで 次に、 リアプ ノブ ベ ク トル の 差異に つ い て観測 をして み よう。

　図4 と 5 は、 正規化された各 リアプ ノブベ ク トル と ξ（t）， （dH （ge° ））
＊

（t）との 内積の

時間発展 をそれぞれ示 して い る 。
エ ネル ギ

ーは E ＝ 0．04 で ある。これ ら2 っ の 図

か ら、幾何学的方法 は 3 っ の要請 を満た して い る こ とがわかる。やや揺 らぎが見え

るの は、 計算誤差の ためで ある 。 Jac・bi計量を用い た幾何学的方法では 1／（E
− V ）

なる因子が現れるため 、 ポテ ンシャ ル エ ネル ギー
の 高い 場所で誤差が生 じやすい 。

一
方、従来 の 方法で はすべ て の リァ プ ノ ブベ ク トル が、 い ずれ かの要請 を満 たさ

ない こ とが観 て取れ る 。 図 5 で 第 1，2，
3 リアプ ノ ブ ベ ク トル は （dH （ge°））

’

（t）との

直交性 を保 っ て い るの は、 従来の 方法で も

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d　　 一

　　　　　　　　　　　　　　　蕊
dH （X ）； °
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図 2： リアプノフ数の 収束性。 E 　 ＝ O，04．従来の方法と幾何学的方法 を用い たリア

プノブ数 は同 じ値に 収束する ．
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図 3： リア プノブ数の エ ネル ギー依存性。エ ネルギーによ らず、従来の方法 と幾何

学的方法とで得られ た リアプノフ数は一致す る。
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図 4 ： 正規化 された リア プ ノ ブベ ク トル と軌道の 進行方向 ξ（t）との 内積の 時間変

化。 E ＝ 0，04．濃い 直線が幾何学的方法の結果で 、 薄い 曲線が従来の 方法の結果 。

従来の方法で は第 1
，
2 リアプノ ブ ベ ク トル が ξとの 直交性 を保てず、第 3 リアプ

ノ ブ ベ ク トル が ξの 方向か らずれて しまうこ とがわか る 。 直交性 を保て ない こ と

がわか る 。 （d），（e），（f）で は薄 い直線は濃い 直線 の蔭 に隠れて しまっ て い る 。
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図 5： 正規化され たリアプノブベ ク トル とハ ミル トニ ア ン の勾配方向 （dH （ge°））
’

（t）

との 内積の 時間変化 。E ＝ O．04．濃い直線が幾何学的方法の結果で、薄い 曲線が従

来 の 方法の結果。従来の 方法で は第 5
，
6 リアプノ フ ベ ク トル が （dH （ge° ））

＊

（t）との

直交性 を保て ず、第 4 リアプノ ブ ベ ク トル が （dH （ge° ））
’
（t）の 方向か らずれ て しま

うこ とがわかる 。 （a），（b），（c）で は薄い 直線は濃い 直線の 蔭に隠れて しま っ て い る。
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が成り立 っ て い るか らで ある 。

6　 ま とめ

　本稿で は、ハ ミル トン系における リア プノ ブ解析の 方法 と結果 を、 リア プノフ

ス ペ クトル とリアプノブ ベ ク トル の それぞれに っ い て紹介した 。

　平均的な軌道不安定性を表す リアプ ノフ ス ベ ク トル に つ い て は、相互作用の詳

細 に よらない普遍的な形が二 っ 知 られて い る こ とを述べ た 。

一
っ は直線的なス ペ

ク トルで あ リ、 これ は発達 したカオス系で見 られる。もう
一

っ は曲が っ た ス ペ ク

トル であ り、近可積分と発達 したカ オス の中間的な強さの カオス系で現れる。後

者の系で は、 ウィ ス カ ー トーラス が重要な働き をして い る と考え られる。

　 リアプノフス ペ ク トル より詳細な樽報を含む リアプノブベ ク トルに っ い て は、時

聞パ ラ メータの選び方によ っ て リア プノフ ス ペ ク トル お よび リアプノブベ ク トル

が変化 しうる こ とを指摘 した。そこ で、望ま しい 時間パ ラ メ
ータの 選び方 、 っ ま

り運動方程式 の記述の 仕方とは何かを明確にするため 、 自由度 N の 系で は第 N
，

N ＋ 1 リアプ ノブ ベ クトルがそ れぞれ軌道の 進行方向とハ ミル トニ ア ンの 勾配方

向に常に 向い て い る こ と、 とい う要請を導入 した。こ こ で 、二 っ の リア プノブ 数

λN と λN ＋ 1 は上記の 二 っ の 方向に対応して ゼ ロ になる こ とに注意されたい 。この

要請を満たすこ とに よ っ て、安定／不安定性に 関係の な い 上記二 方向を区別 し、純

粋に安定／不安定な方向を得るこ とができる。本稿では相空間に おける幾何学的

方法 を構築 し、こ の 方法が先の要請を満たすこ とを理論的お よび数値的に示 した 。

また、幾何学的方法 と従来の 方法は、 リアプノフ ス ペ ク トル に関して は同じ値 を

与える こ とも数値的に観測した。

　課題 と して は、化学反応 を表すようなモ デル、例 えば D ・ uble 　Well 系に お い て

鞍点 を乗 リ越えて い く運動がどの ような リア プノ ブ ベ ク トル を持 っ て い る か を詳

細に調べ て い くこ とや 、 多 自由度の ときは曲率テ ン ソル の計算が煩雑になるこ と

か ら簡約化する方法の 考案などが挙げられ る。
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