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1　 は じめ に

　WKB 法は、作用 が定tw　h に 比 べ て 十分大 きい 極限 で の 量子力学的諸量の数学的記述 を与え、それ ゆ

え に、量子力学と古典力学の関係 を示す もの で あ る。WKB 法は 量子力学の誕生 直後に提案され、そ の

後、現在に至る まで 物理及び化学で の 多 くの 分野に 亙 っ て幅広 く適 用 されて きた ［1，2，3，4］。 量子力学

的粒子の 波動関数は、位置 と運動量の 不確定性の た め に、占典力学で は粒子が存在 しえな い 領域 （古典

禁止領域）にお い て も、ゼ ロ で な い 値 を持 ち得る 。 WKB 法で もこ の こ とは説明で きる。と こ ろ が WKB

法で は、古典 的転回点 で 、波動関数が発散し て し まう。 こ の 発散は、WKB 法が特異摂動法に基づ く事

に 起 因 して い る。特 異摂動 法に よる と、ゼ ロ 次解は 発散 し な い が 、1 次以降の解 はすべ て 特異点で 発散

し、しか も高次ほ ど発散が強 くなる 。 WKB 法で はゼ ロ 次解 を古典的軌道にとる ため に 、 古典的転回点

が特異点 にな っ て しまう。 そ の た め 、波動関数は h の オ
ー

ダ
ー

（prefactor）以 降が古典的転回点で発散

し、古典的転回点近傍では、量子補正 に失敗する の で ある 。

　特異摂動法の 枠内で 、 古典的転 回点近傍 で の 量子補 正 の 効果 を ［E し くと りい れ て い くに は、ゼ ロ 次

解に 量 子補正 を繰 り込 め ば よ い
。 本論文で は 、こ の 繰 り込 み を WKB 法の 自然な拡張 と して 実行す る

方法を提案する 。 こ の 方法に よ り、量子補正 され た転回点、量子補正 され た エ ネル ギ
ー量子化条件が 導

出で きる 。 こ の方法の もう 1 つ の 特長は、こ の 方法が特異摂動法 の
一

種で あ りなが ら、最 終的 に得 ら

れる波動関数は
ctuniformly

　valid
”

［5，6】になる こ とで ある 。 こ こ で
“

unif ｛）rmly 　valid
”

とは 、 あ る関

数 を f（x ）＝ Σ毘 o ∫η ＠）と展開 した とき に、す べ て の ／V ，x に対 して fN（x ）は ∫N ＿1（x ）に対す る小

さな補正で ある こ とを意味する 。 さら に 、 線型 シ ュ レ デ ィ ン ガー
方程式 （linear　Schr6dinger　equation ：

LSE ）の 解 だ け で は な く、非線型 シ ュ レ デ ィ ン ガー方程式 （nonlinear 　Schr6dinger　equa 七ion ： NLSE ）の

解 に つ い て も同 じ理論の 枠内で 論 じる こ とが で き る。NLSE の 基底状 態に対す る従来 の 近似 と し て は 、

Thomas −Fernli（TF ）近似 【7， 8］が 最も有名で ある 。 こ の TF 近似 で の 波 動関数も古典的転 回点近傍で破

綻する 。 こ れ は、TF 近似もまた特異摂動法の 一種だか らで あ る 。
こ の 問題 も同時に解決で きた 。 す な

わ ち、NLSE に対す る uniformly 　valid な解 を構成で きた 。

　 こ の 論文 の 構成 は以 下 の 通 りで あ る。第 2 章で は 、シ ュ レ デ ィ ン ガ ー方程式 （LSE ）の 解の
一
般的な性

質に つ い て議論す る 。
こ れ に より、WKB 法 （第 3章）と わ れ わ れ の方法 （第 4 章以降）の 違い が よ り明確

に な る 。 §2．1で は 、本論文で
一
貫 して 使用 される表記 法 の 説明 を行 う。 次 い で、LSE の 一般解 ［4，9］を

構成 し（§22）、減衰解 と爆発解に つ い て 説明 し、そ の形式的な表式を提示す る （§2，3）。§2．4で は 、束縛状

態に対する エ ネル ギ ー量子化条件 の 形式的な表式 ［91を提示す る 。 と こ ろ が 、こ れ ら の 表式 は 厳密で あ

る が 形式的な もの に過 ぎず、具体例 に直ちに 適用で きる わ け で はな い 。そ こ で 、以下 の 章で は こ れ らの

表式に対する半古典的な近似 を行 う。

　第 3章 で は、従来 の WKB 法 （2 次の 代 数方程式 に基づ く WKB 法）の レ ビ ュ
ーを行 う。 WKB 法で は、

ゼ ロ 次近似 で波動関数 の 波数 を古典 的運動量で 近似する 。 とこ ろ が 、WKB 法は特異摂動法で ある ため

に 、高次 の 摂動を施 して も厳密 な波数 に 漸近 しない 。 §3．1で は 、WKB 法で の級数展開の方法 を説明す

る。また、こ の 摂 動 が 特異摂動 に な っ て い る こ とを確認 す る。§3．2 で は 、こ の 級数展開 の うちの 最初の

2 項 の み を残す近似 に つ い て考え る。本論文で は、こ の 近似 を
“WKB 　1次近似

”

と呼ぶ こ と にする 。 次

い で 、WKB 　1次近似 で の 減衰解、爆発解 （§3．3）、及び エ ネ ル ギ
ー一

量子化条件 （Bohr−Solnmerfeld量子化
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条件）（§3．4）を導出する 。

　第 4 章で は、わ れ わ れ が 研 究を行 っ て きた 新 しい WKB 法 （3次 の 代数方程式に 基 づ くWKB 法）に つ

い て 説明す る。WKB 法の 自然な 拡張に よ り、量子補 正 を 正 し く行 う。§4．1 は本論文中 で もとりわけ重

要な部分であ り、どの よ うに して 量子補正 を繰 り込むかが述 べ られ る 。 また、何故 NLSE の 解を同 じ理

論の枠内 で 取 り扱える の かを説明す る。サブセ ク シ ョ ン で は NLSE を 2 通 りの 方法 で 解析する。§§4．1．1

で は、NLSE を WKB 法 と同様の方法 （§3．1）で 解き、　 LSE の 解 と比較す る。§§4．1．2で は、　NLSE を解 く

た め の 新 しい 級数展開の 方法を提示する 。 §4．2で は 、§§4．1．2 で 提案 された級数展開の うちの ゼ ロ 次項の

み を取 り出す近似 を考え る 。 こ の 級数展開に よ り構成 された波動関数が発散する点 をもたない こ とか ら、

我 々 は こ の 近似 を
“Divergence−free　WKB 近似

”

と呼ぶ こ とに す る 。 次 い で 、　 Divergence −free　WKB 近

似で の 減衰解 （§4，3）、エ ネル ギ ー量子化条件 （§4．4）、及び NLSE の 基底状態 （§4．5）を導出す る。

　以上 で 、§22 及び §3．2，§4．2は そ れ ぞ れ、LSE の
一

般解 の 厳密形 とそれに対す る近似で ある 。 §2．3 及

び §33，§4．3は それぞれ、LSE の 減衰解の 厳密形 とそれ に 対す る近似 で あ る 。 また、§2．4 及び §3．4， §4．4

は それぞれ、エ ネル ギ
ー

量子化条件の 厳密形とそれ に対する近似で ある 。 それぞれ を比較される と、第

3
，
4 章 で の 近似 の 違 い が明確 に な る と 思 う。 第 5 章で は 、第 4 章 で得 られ た 結果 を線形 ポ テ ン シ ャ ル

（§5．1），
調和 振動 子 ポ テ ン シ ャ ル （§5．2）、及 びモ ース ・ポ テ ン シ ャ ル （§5．3）に 適用 し、そ の 結果を議論す

る 。 最終章 で は 、現在 ま で の 仕事を総括 し、かつ 将来 の 仕事を概観す る。Appendix ．　A ，　B は そ れ ぞ れ 、

本文 中 の §§4，1．1， §4。3 の計算の 詳細 を記 した もの で ある が 、加えて 、こ れ ら の Appendixが将来 の 新し

い 発農 に つ なが る 可能性 もあ る と考えて い る 。

2　 シ ュ レ デ ィ ン ガ ー
方程式の解の 性質

　第 2 章で は 、 シ ュ レデ ィ ン ガ ー方程式 の 解 の
一・
般 的 な性 質に つ い て 議論する 。 こ れ に よ り、WKB 法

（第 3 章）とわ れ わ れ の 方法 （第 4 章 以 降）の 違 い が よ り明確 に なる 。

2．1　 シ ュ レデ ィ ン ガ ー
方程式

　本節で は 、 本論文を通 して 、一貫 して使用 され る表記法を説明 して お く。 定常状態 に対する 1次元 シ ュ

レ デ ィ ン ガ ー方程式は次式で 与えられ る 。

痛霧・ Q・

（・）Ψ 一 ・ （1）

こ こ で 、g2 ≡ E − V で E
，
　y ＠）は それ ぞ れ 全 エ ネル ギ

ー．ポ テ ン シ ャ ル エ ネル ギ
ー．・

で ともに実数と

する 。 また x は位置座 標を表 し、実数 とする 。 波動関数 Ψ（x ）は、本論文で は 次 の よ うに お い て話 を進

め る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ψ 一・
ψ／乱 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （2）

こ こ で 、波動関数 Ψ が 複素数な の で ψ もまた複素数 で あ る 。 こ こ で 、ポ テ ン シ ャ ル の特徴的な長 さ の

ス ケ
ー

ル t を用い て 、距離 、エ ネ ル ギ ーを そ れ ぞ れ次の よ うに ス ケ
ー

ル する 。 但 し、
ス ケ ール 後の無次
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元量は tilde　C ）をつ けて 区別す る。

　　　　　　　　　　・÷ φ ・

バ銑、 （
一 一 　E − v
E − v

  ・

〆・ml ・）
こ れ らの無次元量を用 い て 、（1）式を書 き直す と d2Ψ／dデ ＋ Q2（勃Ψ ＝0 とな る 。また、 ψ を h で ス

ケ
ー

ル し ψ≡ ψVh と す る 。以下 で は 、混同の 恐 れ が 無い 限 り、記 号tilde　C）を省略する こ とにする 。

故に、以下 で は シ ュ レ デ ィ ン ガ ー
方程式、波動 関数 を次の よ うに記す。

　　　　　　　　　　　　　　 Ψ
”

（x ）＋ Q2（x ）Ψ 一〇
，

Ψ 一 Ctth 　 　 　 　 　 　 　 （3）

こ こ で 、 pri皿 e （
’

）は x に つ い て の微分で あ る 。 また 、 諸量 の h の オ
ー

ダ
ー

x　oc　hO、　Q⊂oc　hri ，　th　oc 　h
− 1

を確認 して お くこ とは重要なこ とで ある 。 本章の 以下 の部分で は ψを次 の よ うにお い て話 を進 め る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ψ ＝ lo9Φ 十 i5 　　　　　　　　　　　　　　　　 （4）

こ こ で Φ
，
S は ともに実数とす る 。3 は作用 と呼ばれる量 で あ り、Φ ＝ 1Ψ1は 波動関数の 包絡線で あ る。

2．2　一
般解

　シ ュ レ デ ィ ン ガ ー方程式 （3）に ψ （4）を代入 し実部と虚部に分解す る
。

　　　　　　　　　　　　　　　　｛
　　　　　　　　　　　　　　　　　Φ

”

十 （Q2 − K2 ）Φ ＝ 0
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （5）
　　　　　　　　　　　　　　　　　Φ ＝ K

− 1／2

こ こ で、K ≡ Sfは波動関数の 波数を表す。 （5）式の 第 2 式を （5）式の第 1式 に代入 して Φ を消去す る こ

とで、K の 満たす方程式を次の よ うに得る こ とが で きる ［4］e

　　　　　　　　　　　K ・ − Q
・

− 1（
K ’

K ）
2
− 1饗一・

・！・

券・
− lf・

　 　 …

こ こ で 、 （6）式の左辺 （K2 − Q2）及び右辺 の h の次数はそれぞれ 0 （h
− 2

）及 び 0 （hO）で ある こ とに注意

する 。 逆に 、K を消去する と 、 次 の よ うな Φ に 関する
一

種 の 非線形方程式に な る こ と を付記 して お く。

　　　　　　　　　　　　　　　　　Φ
”

十 Q2（x ）Φ ＝ Φ
一3

（6）式の 解を用い て シ ュ レデ ィ ン ガー方程式 （3）の 形式解 Ψ ；Φ♂
5

は次の よ うに なる。

　　　　　　　　　　　　　蜘 ）− K
− 1／2・・xp （ヂ幽 め）

ある K （x ）が 、（6）式を満た すとき 、
− K （x ）もまた （6）式を満たす の で

　　　　　　　　　　　　　・
・

（・・）一・
− 1・2exp

（
一

・fXd・

t

　K （・））

（7）

もまた シ ュ レ デ ィ ン ガ ー
方程式 （3）の 形式解 である 。 上 の 2 つ の 解 は 一・

次独立 な の で 、シ ュ レデ ィ ン ガ ー

方程式 （3）の
一

般解は 次 の よ う に なる ［4，
9】。

　　　　　・＠）一…
− 1／2exp

（i　fX　dx’

　K （xt））・ ・一・
一

上／2
・X ・C・ズ姻 ・））　 （・）

こ こ で A ± は複素数の 定数で あ る。
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2．3　 減衰解 と爆発解

　（8）式は 次の よ うに書 き換 えられ る 。

　　　　　　・（・）一…
』1／2 … （fx：d・

’
　K （x

’

））・ iB・K
”1／2c

・・（ゐン・ 働 ）
こ こ で、Bl　

，
　B2 は実数の定数で 、　 Xo は 任意 の 点である。（9）式 は 2 つ の 独 立な実数解

　　　　　　　　　　　　　　｛；：ll：髭lll：薙灘 ！
もまた 、 シ ュ レ デ ィ ン ガ ー方程式 （3）の 解で あ る こ とを意味 して い る 。

　今、y ’

（勾 ＞ 0
，

　 　 　 　 　 　 　 　 記
一“oo

（9）

（10）

　　　　　　　　 1im　V （m ）＞ E を満たすポ テ ン シ ャ ル を考える 。 こ の とき ．r．→ Oo で、波動関数は

振動 しな くなる 。
つ まり波動関数は 実数になる 。 こ れは波数 K （x ）が x → co で 、 ゼ ロ に漸近する こ と

を意味する 。 従 っ て 、波動 関数 Ψ （1）の x → oo で の 漸近形は次の よ うに なる 。

　　　　　　　　　　　　　　　Ψ （1）− r ’／2S ・・ （ゐ『姻 ・・））
・ の 式… （’）・遠方…

− 1／2 ・比例 し … 比例定… s・・ （『・・ 綱 ）・ ある こ ・を示 ・て

い る 。 こ こ で、Xo が 席 ‘ゴ K （x
’

）≠　n π ＠ 整数）なる 関係を満たすとき Ψ 
（xK

−112
に従 っ て遠方

で発散する 。 逆 に 、 麗 dガ K （x
’

）＝ n π （η 整数）なる関係が成立す るとき、Ψ（D は遠方で ゼ ロ に漸近す

る。特 に、Xo ＝ oO の と きの 2 つ の独立解

　　　　　　　　　　　　　｛
　　　　　　　　　　　　　　・（1）

（・ ）− K
− 112

… （∬曜 ・ （ar
「

））
　　　　　　　　　　　　　　・・

（郵
一11・

c・s（伊 綱 ）　 　
（11）

の うち、ΨCI） を減衰解、Ψ（2） を爆発解 と呼ぶ こ と にす る 。 前 者は 遠方 で ゼ ロ に漸近 し、後者は遠方で

K
− lf2

に従 っ て 発散する か らで ある 。

　本節の 最後 に 1im γ（x ）＞ E を満たすポ テ ン シ ャ ル の 例 として 、線形ポ テ ン シ ャ ル をと り上 げて減
　 　 　 　 　 　 　 な

　
や 　

衰解、爆発解に つ い て 説明 して お く。因み に 、本論文で は た びたび、線形ポ テ ン シ ャ ル を と り上 げ る が、

特に断わ り書きが無い 限 り、次の 表記を用 い る もの とする 。

（〜
2

＝ E − y ＝ − F （x
− x （c ）

）＝ − F2 〆i3
ξ

こ こ で F ≡ V ’

＠
（cり＞ 0

， ξ≡ Fl／3（x − x （c）
）で ある 。 x の 代 わ りに 、ξを用 い て シ ュ レ デ ィ ン ガー

方程

式 〔3）を書き改める 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 d2Ψ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　τ
一
ξW ＝°

　 　 　 　 　 　 （12）

（12）式 の 2 つ の 独立解は 、減衰解 Ai（ξ）及 び爆発 解 Bi（ξ）で 表現 で きる ［10］。 実際 、
こ れ らの 1ξ1》 1

で の 漸近形はそ れぞれ次の よ うに なる 。 ，

　　　　　　　　　　A ・（・・一｛竢；ll
l

l：；
i

l鯛
／2

＋ 1）
：1；1　 （・3）
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　　　　　　　　　　一 は1：譌
ξ醐 1：：：　 （・4）

古典禁止領域 （ξ＞ 0）で の 両者の振 る舞い 、及び古典許容領域 （ξ〈 0）で の 両者 の 位相差が丁度 π ／2 で

あ る こ とに着 目された い 。こ こ で 、線形ポ テ ン シ ャ ル の 場合の 減衰解 Ψ  と爆発解 Ψ（2）を図 1 に表示

する 。 両者は 、 包絡線 Φ の 中 で 振動す る波に他 ならず、そ の 違い は、位相差 π12だけで ある 。
こ の と

きの波tw　K （ξ）を図 2 に表示する 。 但 し、簡単の ため 、　 F ＝ 1 と した 。 因み に 、同図 中、　Q（ξ）；
〜儒

は古典的運動量、Kn （n ＝ 3
，
4）は本論文の 第 4 章以 降で 述 べ ら れ る n 次の 代 数方程式 に基づ くWKB

近似 さ れ た 波 数で あ る 。 こ の 図 は 、WKB 法 （第 3 章）と わ れ わ れ の 方法 （第 4 章以 降）の相違を明確に 表

現 して い る 。 WKB 近似で は、波ta　K を古典的運動量 Q で近似す る の に対 して、われわれ の 方法で は、

波数 K を Kn で 近似する の である 。 第 4 章で は 、
　K3 に つ い て説明され る 。 但 し、 そ こ で は K3 ＝k な

る表示 が用 い られて い る 。 K4 に つ い て は 、第 6 章で 紹介 され る 。

3

2

・
±Φ

〆

一

．
丶

尸

Z0

・2

一3
−8

＼　 ／

　 　 　 ／

　　ノ
ラ廷藷

丶

　丶
　 ＼
　 　 x

・4 o

〔
糊

泛

3

2

1

o
−8

一一一K

丶

ミ》  
Q − → 1

ξ

一4
ξ

o 4

図 1： 線形ポ テ ン シ ャ ル の 場合の 減衰解 Ψ（1）と爆

発解 Ψ   。両者は無限遠 で 対称的 な振 る舞い をす

るが、位相が 7r12 ずれ て い る だけの 違い しか ない

の で あ る 。

図 2 ： 線形ポ テ ン シ ャ ル の 場合の 波数 とその 近似

（F ＝ 1）。 波数 K の 古典的運動量 Q か らの ずれ

が量子効果 を表 して い る 。 K3
，
　K4 は第 4 章以降

で 行わ れ る近似で あ る。

2．4　 束縛状態 に対 する厳密 な量子化条件

　ポテ ン シ ャ ル が lim　V （x ）＞ E を満たすとき、 波動関数は 圃 → oo で減衰 しなければ な らない
。

こ

　 　 　 　 　 　 　 　 固→oc

の 状 態を束縛状 態と 言 う。 §2．3 に お ける議論か ら、x → OQ で 減衰す るために は 波動関数は 次式で記述

されなければならない 。

　　　　　　　　　　　　　　・（・）− NIK
−’ノ2 … （伊 ・ （め）　 　 　 （15）

1＞1 は規 格化因子 。

一方、x →
一

〇G で 減衰する た め に は波動関数は次式で記述 され なけれ ば ならない e

・＠）一 曜
一1／2 … （瓜磁 （xt）） （16）
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N2 は規格化因子 。 さ ら に 、波動関数の
一
価 性 の た め に 、波数 K （  は次な る 量子化条件 を満た さなけ

れ ばな らな い こ とが分か る ［9］。

　　　　　　　　　五ン啣 ）一 ・（・・ ）
一・（

一
・・ ）一（n ・ 1）・ （・・ 一・

，
1

，
・

・
・う 　 　 （17）

量子化条件 （17）は エ ネ ル ギ ー
固有値を陰的に 決定す る 。 結局、（17）式 は 、束縛状態 の 波動関数が節の

（n ＋ 1）個あ る定在波で ある こ とを意味 して い る 。 図 3 を見る と、そ の こ とが よく理解 で きる。

　と こ ろ が、こ の表式 （17）は 厳密 で あ る が 形式的な もの に 過 ぎず、具体例に直ち に適用で きる わ けで は

な い
。 そ こ で 、以下 の 章で は こ れ らの 表式に対する半古典的な近似を行う。 後に 見る よ うに、WKB 法

（第 3章）で は 、K を Q で 近似 し、われわれ の 方法 （第 4章以 降）で は、　K を Kn で 近似 した量子化条

件が導出 される 。

0．6

0．4

0．23

∋r　　 O

一〇．2

一〇．4

一6 ・3 D

κ

3 6

図 3： 調和振動子ポ テ ン シ ャ ル （V ＝ x2
，
n ＝ 8）の場合の 波動関数 。 節の 9 個

ある定在波にな っ て い る 。 xlc
）

，
xkc

）
はそ れぞれ左側、右側の古典的転回点 。

3WKB 法 （2 次の代数方程式に基づ く WKB 法）

　本 章で は 、WKB 法の レ ビ ュ
ー一を行 う ［1，

　2］。　WKB 法 で は 、ゼ ロ 次近似 で波動関数の 波数を古典的運

動量で近似す る 。 とこ ろ が、WKB 法は特異摂動法で あ る ため に、高次の 摂動 を施 して も厳密な波数に

漸近 しな い 。

3．1　 シュ レ デ ィ ン ガー
方程式の 2 つ の解

　シ ュ レ デ ィ ン ガー
方程式 Ψ

”

＋ Q2Ψ ＝ 0 （3）は Ψ ； ε
ψ に よ り次 の よ うに書 き換えられ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　 ψ
’！

＋ （ψ
’

）
2

＋ （？
2 ＝O （18）
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WKB 法で は
、

ゼ ロ 次で ψ
”

を無視 して摂動展開を行 う。
こ れ に よ り、ψ

’

の ゼ ロ 次は 2次の代数方程式

を満たす 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （ψ6）2 十 Q2
』
＝ 0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（19）

こ れが本論文で 、WKB 法を 「2 次 の 代数方程 式に 基 づ く WKB 法」 と呼ぶ 由縁で ある 。 級数展開は次

の ように して計算 され る 。

λψ
’ノ

＋ （ψ
’

）
2

＋ Q2＝0
　 　 　 　 　

　 ψ
’ ＝Σ⊃λ

π

ψ兆
　 　 　 　 n ＝o

（20）

（21）

こ こ で 、λ は 展 開パ ラ メ ータ で あ り、（20）式 の 級数 を 求 め た後で λ ＝ 1 とお く。（21）式を （20）式 に代

入 して λ の べ きで 整理 して 解 くと次 の よ うに な る 。

ψ6　・一±iQ

　　　　　　　・ト 舞一 諾
・A−

，1、（
　 　 　 n − 1

ψ幺一1 ＋ Σ ψ偏 蘊
　 　 　 m ＝1 ）・ − 2，…

（22）

（23）

（24）

iP5， ψ§を求め て お く。

　　　　　　　　　　・浄 酷 ・
一・／・ 一 矧 1（X”）

’

謬 ］　 ・25・

　　　　　　　・§ 1艶喋 ・
一

り一か鴎）
｝

一・撃 ・ 霧］　 ・26・

但 し、 古典禁止領域 （Q2 ＜ 0）で は 、
こ れ らの 式で Q ＝− il（？［とおけ ば よい 。 こ こ で、す べ て の n ＝

0
，
1

，
2

，

… に対 し て 襤 〔xhn
− 1

で ある 。
つ ま り、（21）の 展開は ftの べ き展開 と同 じこ と で あ る 。 因 み

に、上 の 級数に お い て 、す べ て の n ＝ O
，
1

，
2

，

… に対 し て ψ弖，t
は 純虚数 で 、ψSn＋1

は 実数で ある こ とが

証明で きる 。 こ こ で 、重要なこ とを指摘して お く。 ψ1、 の 中 で 、ゼ ロ 次解 ψ6以外はすべ て 、古典的転回

点 Q（x
（c）
）＝0 で発散して い る 。 しか も、高次ほ ど、発散が ますます強 くなっ て い る 。 こ れが 、 特異摂

動法の 特徴で ある。WKB 法で は、ゼ ロ 次で古典極限を考 えるた め に 、古典的転回点が特異点となっ て

しまう。そ れ ゆ え に 、特 異摂動法 の 宿命 に 従 っ て 古典的転回点近傍 で は 量子 補 正 に失敗する の で あ る 。

3．2WKB 　 1 次近似

　前節で 求め た級 数展開の うち、最初 の 2項 の み を取 り出 して 、 よ り高次 の 項か らの 寄与は無視す る と

い う近似 を考え る。こ の 近 似 ψ
’

盤 ψ6＋ ψ1を本論文 で は 「WKB 　l 次 近似」 とい うこ とに す る。本章の

以下 の 部分で は こ の WKB 　1次近似の み を議論する 。　WKB 　1 次近似が 十分成立する条件は 亅ψ61》 」ψ弖1
で あ る 。 こ れは次の よ うに 記述さ れ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　9
−・1・轟・

− 1・・
《 1 　 　 　 　 （27）
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こ の 条件は、明 らか に古典的転回点 x （c ）で は破綻す る 。 特異 摂動 が 破綻す る領域は boundary 　l翫yer｛5，
6｝

と呼ばれ る 。 WKB 　l次近似で の シ ュ レ デ ィ ン ガー方程式の
一
般解は次の ように なる 。

　　　　　・ …
− A ・ ・

− 1！2exp

（濃 … （x
’

））・ A −・
− 1！2exp

　C・∠1，・酬 ））　 （28）

こ こ で A 土 は 複素数で 定数 。 古典禁止領域 （（？
2

〈 0）で は （？；− ilQlとお けば よ い 。 と こ ろで、（28）

式は
、 形式解 （8）に お い て 、波数 K （x ）を古典的運動量 Q（x ）で 近似 した形にな っ て い る 。

つ ま り、 （6）

式の 右辺 を落 とす近似で ある と い え る
。

3．3WKB 　1 次近似での減衰解 、爆発解

　本節で は、 lim　 V（x ）＜ E か つ limV （x ）＞ E を満たすポ テ ン シ ャ ル を考 える 。 また 、 簡単の ため、
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＝ − oo　 　 　 　 　 　 ロ 　う　　

常 に y ’

（x ）＞ 0 とする 。 古典禁止 領域 〔Q2 ＜ 0
，
　x ＞ x （cりで は 、減衰解、爆発解は次の よ うに記述 さ

れ る
。

　　　　　　　　　　　　　・織KB （・ ）＝・　IQI
−’f2・・xp （

− f．1，　・・
’

　1・（・
’

）1）

　　　　　　　　　　　　　・留・・ （・ ）− 1・r’／2exp

（∠1、砒 W ）1）
故に 、減衰解及 び爆発解 の WKB 　1次近似を求め る ときに解 くべ き問題 は 「係数 魂 ）

，墟 ）
を以下 の

（29）及び （30）式の 漸近形が 、 厳密 な表式 （11）の 漸近形 と
一一

致する ように決定する こ と」で あ る 。

嚇 ・一｛畿謝調
脚 櫛 る砌

細 一｛
胸

1／2exp

（か 淘

1・1
− ’／2exp

（f．1，，・・
’ i・1）

）＋ 樫 即 ←f・図

（．r 〈 x （c ））
　　　　　　 （29）
（．T ＞ x （c ））

（x ＜ m （c ）
）

　　　　　　 （30）
（x ＞ x （c ）

）

こ れ を接続問題 と い い 、得 られる結果 を接続公式 とい う ［i］。
一
般 の ポ テ ン シ ャ ル に 対 して、係数 ．4呈）

，

A92）を厳密 に決 定す る こ とは容易で はない 。 しか し、厳密解が知られ て い る場合には、．4呈〕
，
　A望）

を厳

密に決定で きる。まず、線形ポ テ ン シ ャ ル の 場合に 、澄呈
｝A望が ど うな る か を調 べ る 。 線形 ポ テ ン シ ャ

ル Q2　＝・　F2 ／3（
一
ξ）の 場合 、　Q（x ）及 び そ の 積分 は そ れ ぞ れ 次 の よ う に な る 。

　　　　　　｛緲 ∴ 烈旛 ，二iゴ 霧：：：：1；：；
故 に （29），（30）式 は それ ぞれ 次 の よ うに な る 。

一 ｛翫：麟
1←ξ鯉 ）＋ 疎 噸 1←ξ1312）1：：：（…
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酷 憐 瀞轡
）噛

舶
即 （1（’ξ13／2）

：1；：：（32）

こ れ らが 、 それぞれ Airy関数 Ai（ξ），
　Bi（ξ）の 漸近形 （13），（14）と全体の 定数倍 を除い て

一
致する た め に

は Agi）＝ie−iπ 〆4
，

A9 ＝ 一歪e呵
4

，
A ＃

2）
； e

−−iπ ／412
，
　 A轡＝ em

！4
／2 で なけれ ばな らな い 。 こ の 結

果を一般の ポ テ ン シ ャ ル に対 して も適用する こ とに する 。
こ れ が 許され る の は 、 beundary 　layer で は、

ポ テ ン シ ャ ル を線形 V （x ）〜 V ’

（x
（c）

）（x
− x （c）

）で 近似する の が よ い 近似 に な っ て い るか らで ある ［11］。

従 っ て、減衰解及び爆発解 （11）式 の WKB 　1 次近似は そ れ ぞれ次 の ように な る 。

軸 一｛；認雛繍
・伽 一｛

・
一・／・ c・・（∬  ・

Q・・
t

・・f
IQi

− ’f2ex
・（ゐ二，

姻 （・

’

）1）
）

（x く x （cり

（x ＞ x （c））

（x 〈 x （c ））

（x ＞ 2
’（c ））

（33）

（34）

3．4WKB 　1 次近似 での 量子化条件 （Bohr −Sommerfeld 量子化条件）

　ポ テ ン シ ャ ル が lim　 V （x ）＞ E を満たすとき、波動関数は lxl→ OQ で減衰 しなけれ ばな らない 。 前
　 　 　 　 　 　 　 　 囮 → 。。

章で導出 した接続公式 （33）を用 い る と、量子化条件 （17）の WKB 　1 次近似は次の ように求め られ る 。

　　　　　　　　　　　　　藷 醐 一÷五磨  ・… 一・
・i ＋ 1　 　 ・35・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 L

こ こ で、xlc
）
，xkc

〕は それぞれ左側 、右側 の 古典的転回点 を表す 。 こ れ は 、　Bohr−Sommerfeld量子化条

件 と呼ば れる 。 厳密な量子化条件 （17）と比較すると、積分 区間が rlc
）
か ら コじ蹙まで にな り， 無限遠で

徐 々 に 減衰する K （x ）が 、 古典的転回点で急に ゼ ロ に なる Q（x ）で 近似され て い る 。 右辺 が 、 整数倍 で

な い の は、波動関数が 古典禁止領域に も十分に しみ 出すこ とを意味 して い る 。 図 2 の K と Q の 違 い に

着 目され たい
。 最後に よ り高次 の WKB 近似 に つ い て言及 して お く。高次の 摂動で の 波数 は、古典 的転

回点で 発散 して しまい 、厳密 な波数 K （x ）に は 漸近 しない 。こ れ は WKB 法が 特異摂動法 だか らで り、

古典的運動量か らの 量子補正 に失敗する 。 次章では、特異摂 動法の 枠内で量子補正を正 しく行う方法を

提 示す る 。

4Divergence −free　WKB 法 （3 次の 代数方程式に基づ く WKB 法）

4．1　 量子補正 の 繰 り込 み

　シ ユ レ デ ィ ン ガ ー方程式 （linear　Schr6dinger　equation ： LSE）Ψ
”

＋ Q2Ψ ．0 （3）に Ψ　・i 　eψ を代入す

ると次式に な る。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ψ
’

）
2

十 （？
2 ＝一

ψ
”

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（36）
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各項の h の次数を考え る とψ
’toc

　h
−1

， （tht）2　． 　h
− 2

，
　Q2　oc　h

−2
で ある 。　WKB 法で は ゼ ロ 次は 、ψ

” を無

視する こ とに よ り、ψ
’
の 2 次の代数方程式に な る 。 わ れ わ れ の 方法で は 、ψ

”

を以 下 の よう に して 、近

似 す る こ と無 く方程式か ら消去する 。 まず、（36）式の 両辺 を微分す る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　2ψ
ノ

ψ
”

＋ 2Q （？
t ＝一ψ

’”

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（37）

次 い で 、（37 ）式を （36）式 に 代入 して 、ψ
”

を消去す る こ と に よ り次式 を得る。

　　　　　　　　　　　　　　　　 （ψ
’

）
3
＋ Q2ψ

ノ ーQQt ； ψ
”72　　　　　　　　　　　　　　　　　　（38）

こ こ で 、各項の h の 次数を考える と （ψ
ノ

）
3crn − 3

， Q2ψ
’

（Xh
−3

，（？Q
’

〔Xh
− 2

， ψ
” ’

（Xh
−1

で あ る。次節

で 述べ る Divergence−free　WKB 近似 で は、ψ
’”

を無視する こ と に よ り、ψ
ノ
の 3次の 代数方程式に なる 。

QQ 「

とい う項が量子補正 を表 して い る 。　fL→ 0 極限 で QQ
’

とい う項を無視する と ［（ψ
’

）
2
＋ Q2　］V）

’
＝ 0

と な り、WKB 近似の ゼ ロ 次解 ψ
’ ＝±iQ が得 られ る 。

　と こ ろ で 、（38）式は h → 0 極限で ψ
’ ＝ ± ie の 他に ψ

’ 一 〔〕 と い う解 を余分 に 有す る 。 こ の 解 の 意

味 を調べ る ため に （38）式 に つ い て 、改め て 考えて み る。（38）式は 元 の LSE （36）に 比 べ て微分 の 階数が

1 つ 増加 して お り、LSE よ りも幅広 い ク ラ ス の 方程式 に広 が っ て い る こ とが予想 され る。事実、（38）式

は非線型 シ ュ レデ ィ ン ガ
ー
方程式 （nonlinear 　Schr6dinger　equation ； NLSE ）と等価で ある 。 実際、（38）

式 を
一

回積分す る と NLSE が導出 され る 。

Ψ
”

十 Q2Ψ ＝・・　99J3 （39）

こ こ で 、 g は積分定数で ある 。 逆に、（39）式か ら （38）式 を導出す る 際 に は 、　 g に関す る情報 は 失 われる 。

NLSE （39）は g ；O とい う特別 な 場合 と し て 、　 LSE を 含 む 。 また 、本論文 の 以 下 の 部分 で は 、　 NLSE の

波轍 は 1 ・規格化さ れ て ・ ・ … す ・ （罵蜘 ・1）12　… 1）・
一

方・LSE ・ 規格化 肝 ・臆

で よ い とする 。 以下 の サ ブ セ ク シ ョ ン で は NLSE の 解 を 2 通 りの 万法 で解析す る。§§4．1．1 で は 、　NLSE

を WKB 法 と同様の 方法で 解き、LSE の 解 （§3．1）と比較する 。 §§4．1．2 で は 、　NLSE を解 くた め の 新 し

い 級数展 開 の 方 法を提示す る。

4．L1 　 非線型 シ ュ レ デ ィ ン ガー方程式の 3 つ の 解

　本 節では、NLSE （38）を WKB 法と同様の 方法で 解 き、§3．／で 述 べ ら れ た LSE の WKB 展開 （22）〜

（26）と比較す る こ とに す る 。 詳細 な計算は、Appendix ．　A に て行 う。そ の 結果、（38）式の 基本解は 3 つ

あ り、占典許容領域 で は 、うち 1 つ が実数解、残 りの 2 つ が 互 い に 複素 共役 な解 で あ る。（古典禁止領域

で は
、 上記 の そ れ ぞ れ の 解 で Q ＝一

叢llと置 き換 えた もの に なる。）複素共役 な解は完全 に 、　LSE の

WKB 解 と
一

致する こ とが 証明 され る 。
つ ま り、〔22）〜（26）式 と同 じ解で ある。一

方 、 実数解は次の よ

うに展開 さ れ る 。
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ
’ ＝Σ1ψ杢筥 ＋ 1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（40）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ＝0

こ こ で

　　　　　　　　　　　　　　　　　・曙 一 藷・・pm 　 　 　 　 （41）
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　　　　　　　・嚇 （1ボ 嘗・丸・i・・b・・ ＋・一・・
’
＋1））（n − 1

，
・

，

・・
・ ・42・

ψ6まで 求め て お く。

　　　　　　　　　　　　　　　　・1一嗣咢一・黝 　 　 　 　 （・・）

但 し、古典禁止領域 （Q2 〈 〔〕）で は、こ れ らの 式 は Q ＝一歪IQiとお けば よい 。 古典許容 領域で も、古典

禁止領域 で も上 の 解は実数で ある 。 こ こ で、最初の項の み をとる 近似 ψ
’

蟹 砺 を考え る と 、 古典許容領

域 （Q2 ＞ 0）で は よ く知 られ た Thomas −Fermi（TF ）近似 され た解 に な っ て い る こ と が分 か る ［7，
　8］。

… 一 俘一

1厚
これは、NLSE 　（39）の 運動 エ ネ ル ギ

ーゼ ロ 近似 に他ならない
。 こ の 近似が成立す るために は 1thll》 1ψ≦1

すなわ ち

　　　　　　　　　　　　　　　　　翻 咢一・黝 ・ 1

が成立す る こ とが必要で あるが 、や は り古典的転回点近傍で は破綻 して い る。TF 近似 もまた特異摂動

法の
一

種なの で ある 。

4．1．2 新 しい WKB 法 （3 次の 代数方程式に 基づ くWKB 法）

　こ こ で 、NLSE （38）に対 して、新 しい 摂動展開の 方法を提示す る。こ の 方法は 、ゼ ロ 次で （38）式の 右

辺 を無視 し、ψ
’

の 3 次方程式 と す る 方法 で あ る 。 §4．1．1で の h の べ き展開と区別す る た め に こ の 展 開 で

は次の ような表記 嘱t を用 い る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　（ψ
ノ

）
3
十 Q2ψ

ノ ーQQ
’

＝ λψ
”’

12　　　　　　　　　　　　　　　　　　（44）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ψ
’

　一　E 　A”

pf． 　 　 　 　 　 　 　 　 （45）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Tl ＝0

ゼ ロ 次で の 解は、次の 3 次方程式を解 くこ とに よ り得 られ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　（ψ6）3 十 Q296− （〜Q
ノ

＝ 0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（46）

こ れ が 、こ の 方法を 「3 次 の 代数方程式に基づ くWKB 法」 と呼ぶ 由縁 で あ る 。 （45）式 を（44）式に代入

して、λ の べ きで 整理す る と 鳳 （n ＝1，2，…〉が得 られ る 。

　　　　　　・・A−
、面 （詠・、

一・。6隆砿 、
一

（k＋

嘗
一1

，臨 ．，、＋t，
　　　　　　　　　　 k＝l　　　　　　　　　　　　　　k．i＝1 ） ・47・

例 えば、妬 は 嘱 ＝ 　go6
’

［（p6 ）
2
＋ Q2］

−1
／2 の よ う に計 算 され る 。（46）式を用 い て 、右辺を 幡 の み を用

い て表すと次 の よ うになる 。

　　　　　　・1− 一・轍 ゾ蕩 蕩、
＋ ・呪 、、職 ，

i ＋ 咢，、、1轟 ・48・
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最後に 、こ の 展開もまた特異摂動法の
一

種で ある こ とを強調 して お く。 3（ep6）
2
＋ Q2 ＝O を満たす点で 、

摂動が破綻す る か らで あ る 。 とこ ろ が 、WKB 法とは 違 っ て 、破綻 しな い 解も存在する 。 こ の よ うな解

の 場合、3（
　　repO
）
2

＋ Q2 ＝ 0 を満たす点が存在 しない 。詳細は、次節で 述 べ る。

4．2Divergence −free・WKB 近似

　§§4．1．1，
4．1．2の 結果 を復習す る 。 §§4．1．1 で は

、 NLSE を解 くと 、 LSE の WKB 展開され た式 （22）〜

（26）及び NLSE の 実数解 （41）〜（43）が得 られ る こ とが分 か っ た。　
一
方、§§4．1．2の 方法で NLSE を解 く

ときも、 ゼ ロ 次が 3 次方程式 （46）で ある の で 、3 つ の 解が存在す る。こ こ で 、3次方程式 （46）の 3 つ の

解が 、 §§4．1．1で得 られる上 述 の 3 つ の 解 と何 らか の 関係があ る と考ネる の は 自然で ある 。
つ まり、 3次

方程式 （46）を解 く と き 、 LSE の 近似解及び NLSE の 実数解の 近似が得 られ る と期待で きる 。

　本章の 以 下 の 部 分 で は 、§§4．1．2で の 展開の ゼ ロ 次 ψ
’

ty 妬 の み 残す近似 を考え る 。 §4．3 で 見 る よ

うに （46）式が LSE お よび NLSE の unifermly 　valid な波動関数を導 く。 こ の 意味 で 、今後 こ の 近似 を

「Divergence−free　WKB 近似」 と呼ぶ こ とにする。（38）式 の 各項 の h の 次数 の 評価に よ り、囑 は h の

非摂動展開で あり、 かつ h の 最低次 とそ の 次の 次数まで 正 しく含ん で い る こ とが分 かる。よっ て 、妬 だ

けを考えて も、少な くとも WKB 　1次近似 と同 じ精度が期待で き る 。 さ ら に 、 ゼ ロ 次解に は h の 無限次

ま で の 効果 （非摂動 的効果）が 入 っ て お り、 §4．3で 見 る よ うに 、こ の 効 果が 古典的転回点 で の 発散 を除去

す る 。 こ こ で 、こ の 方法が WKB 法の 自然な拡張 に な っ て い る こ と を強調 して お く。 WKB 法に おけ る

（18），（19）式をそれぞれ （38）， （46）式 と比較する とその こ とが よ く分か る で あろ う。

　まず、3 次方程式 （46）を次の よ うに書 き換えてお く。

（
　 　’

ψo）
3 一

ト3pψ6十 2q　＝0 （49）

こ こ で p ， q は次 の よ うに 定義さ れ る 。

・＠）・ 穿一
Eiy

・ ・
−21

炸 一撃一需 一等面
一・

3次方程式 （49）の 解は 、そ の 判別式 D ≡ p3 ＋ q2 が正 の とき、1 つ が実数解、残 りの 2 つ が 互 い に複素

共役な解で ある 。

一方、判別式が負 の と き、3 つ の 解はす べ て 実数解に な る 。 判別式が正 の 領域で 互 い

に複素共役 な解は、判別式が ゼ ロ に な る 点 で 縮退 し、判別式が 負 の 領域 に な る と実数解に変わ る 。 こ の

振 る舞い は 、WKB 法の ゼ ロ 次解 iP6　一　±iQ の 振 る舞 い と同 じで あ る 。 従 っ て 、こ れ ら の 解に と っ て
、

判別式がゼ ロ に な る点は 、WKB 法と 全 く同 じ意味で 重要で あ る 。

　そ こ で 、判別式 D が ゼ ロ にな る点の位置 を調 べ 、古典的転回点 ：T1（
c） と比較す る 。 まず、判別式が

ゼ ロ に なる点が 、必ず古典 禁止 領域 に存在する こ とが 証明で きる 。 何故な らば 、D ＝p3 ＋ q2 ＝ Og

（E − V ）
3
／33 ＝一（V

’

）
2
／42 ≦ 0 ⇔ E ≦ V だ か ら で あ る。次 に 、ど の 程度古典禁止領域へ ずれ る の か を

調 べ る。それ に は D ； 0 が IQ21〜 1（〜’1と変形 される こ とに着 目す る 。 こ れ は ψ6（22）， ψ1（23）か ら

1ψ61〜 1Zbl　lと解釈で きる 。つ ま り、判別式が ゼ ロ に な る点は、　WKB 展開の boundary　layerの 境界付近

に位置する と言える 。 古典禁止領域 で ψ6＝ − IQIの 寄与の み が 重要 に な る とき（1ψ61》 1ψiD、 確か に

波動関数は指数関数的 に 減衰 して い る 。 こ の こ とは 、 判別式が ゼ ロ に な る点は 量子論的 な しみ 出 しの 効

一 758 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

Divergence−free　WKB 法（3次 の 代数方程式に基づ くWKB 法）

果 も考慮 に入れ た転回点で ある こ とを示唆 して い る 。 故に こ の 点 を量子補正転回点 x （q ）、判別式が 正 で

ある領域 （D ＞ 0）を補正許容領域、判別式が負で ある領域 （D 〈 0）を補正禁止領域 と呼ん で 、WKB 法

に お ける古典的転回点 x （C ）、古典許容領域 （E ＞ V ）、古典禁 【L領域 （E ＜ V）とそれ ぞれ区別す る こ と

にする 。

　例えば、線形ポ テ ン シ ャ ル と調和振動子ポ テ ン シャ ル に対 して は厳密に量子補正転回点 x （q）を求め る こ

とが で きる 。 こ れらの 場合の 量子補正転回点を求めて 、 こ の 量子補 正転回点付近で波動関数が ど の 程度減衰

して い るかを調 べ る 。 まず、線形ポ テ ン シ ャ ル の場合 （§2．3参照）、Q2＝− F （x
− x （c））（F ≡ y ’

（x （c ））＞ 0）

よ りp ， q は次の ように な る
。

　　　　　　　　　　　　　　　 P ＝− F （の
一x （c ）

）／3　，　9 ＝ F14

D （x
（q）

）＝o の 実数解は 、F1／3
（x

（q）− x （・ ）
）
＝3124／3 となる 。 F ＞ o に対 して ・右辺 は x （q）− x （c ）で ある

か ら、量子補正転回点は古典禁止領域に ある こ とが分か る 。 §2．3で定義 した ス ケ ール ξ≡ Fl〆3 （x
− c（

c〕
）

を用 い て 上式を書 き換える と

　　　　　　　　　　　　　　　 ξ
（q）

≡ Fl！3
（x

（q＞− x （c ）
）＝3／2413　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（50）

こ れ は 、（13）式か ら分か る よ うに Ai（ξ）の 減衰幅 と同 じオ
ー一

ダ
ーで あ り、古典禁止領域へ 侵入 した波動

関数が十分 に減衰す る 点が x （q） となっ て い る こ とが分か る。

　次に 、調和振 動子 ポ テ ン シ ャ ル の場合 Q2　． ・　E 一ジ よ り p， q は次 の ように な る。

　　　　　　　　　　　　　　　　 P ＝（E −
x2 ）／3　，　　（1＝〔x ／2

D （x （q ））＝G は、［（x
〔q）

）
2
　一　E 　13133＝（x

（q〕
）
2
／22 となる 。こ こ で 、△ ≡ 暑＠ （q））

2 − E ）とお くと上式 は

△ に 関する 3 次方程式 △
3 − 3△ − 2E ＝ O に な る。こ の 3 次方程式の判別式は E2 − 1 ≧ 0 であ り、実

数解は △ ＝（E ＋ VETT ）
1／3

＋ （E 一西 ）
1／3 で ある Q 故に 、量 子補正転回点 （x

（q）＞
2

＝ E ＋ 豊△

は次の ように求 まる 。

　　　　　　　　　　・
…

一 ・ ・ ＋1［（・ ・ 謳酉 ）
・／・

＋ （E − VETi ）… 1　 　 （51）

一
方、古典的転回点は X （c）＝ 」：V恆 で あ るか ら、△ ev 　Elf3 が量子補正転回点の 古典 的転回点か らの 量

子 補正 に よ る シ フ トの 度合を表 して い る 。

一
般の ポ テ ン シ ャ ル v （勾 ＝Σ⊃ge＝o　v（n ）（x （c ））（x

−
x

（c）
）
n
！n ！

に対 して は 、量子補正転回点 は次の よ うに展開され る 。

　　　　　　　　　・
… 一継 螽嗣 1＋ 盞

2

 
3

（1）
n −2

、蹄劃 　 ・52・

　 こ こ で 、 補正許容領域 （D ＞ 0）で の 3 次方程式 （49）の 解に つ い て 調 べ る。

　　　　　　　　　　　　　　　　　・も一鰍に臣　 　 ・53・

こ こ で κ
，
k は次式で定義 され る 。

　　　　・ （・ ）・ （・ ・ M ）
・！・ ・ （q

− m ）
1／・

，
・＠）・ 亨［（q ＋ ・・

XIE・）
11 ・ 一

（・・
− m ）

・／・］ （54）
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κ（X）と波数 ic（x ）は関係式 解 一Q2 ＝ 3n2／4 を満たす こ とを付記 して お く。厳密解 と比 較する た め に h

展開 を行う。

・ … 一一別 審
3

＋ …
4
・ ，

・… 一・（1＋ 雛
2

＋ ・・…）
展開 の 際 pl／

2 〜0 （h
− 1
）， q／p3f2 〜0 （hl）に注意する 。 こ れを用 い て 、（53）式の 解を h の べ きで展開

する 。 厳密な展 開、（41），（43）あ る い は （22），（23），（25），（26｝と比較 されたい 。

q6 ＝

一K ＝

所 一

gL ＝ ：：購1
暑一（

欝 醐

轟＋
（
皇i鍔＋ o （h

・

）

£ir・ 留＋ o （h3）

（55）

Q 〜 0 （h
− 1
）， Qt／（〜〜0 （hl）， Q

−2
〜 0 （h2）に注意する 。 こ の 結果 、 一

κ は、0 （hO）の オーダーまで

は、TF 解に
一

致 し、4 は 、0 （hO）の オ ーダー
まで は 、　WKB 解に

・
致して い る こ とが分か る 。 こ れ ら

の 解の 非 線型性 を調べ る ため に （55）式 を（39＞式 gΨ
2 ＝（ψ

’

＞
2

＋ ψ
”

＋ Q2 ＝ （ψ6）2 ＋ th6
’

＋ q2＋ 0 （hO）
に代入する と、次式 を得る 、

9・
・
　一 ｛

Q2＋

羅濾i細 （56）

92〜o （h
−2

＞，Q
’

／Q 〜 o （hO），
（〜

「「

／（2〜o （hO）に注意す る。上 式か ら、次の こ とが分か る 。
一

κ は単独

で NLSE （g ≠0）の 近似解に なりうる。一方、　eP ＋ 及び eP
一

あ る い は両者 の 線形結合は LSE （g ；0）の

近 似解に な りう る 。

　
一

方、補正禁止領域で は 3次方程式 （49）は 3 つ の 実数解を もつ
。

v6 ＝

T2V ⊂ 戸c・ s

干 2〜巧 c ・ s

12V − iic・s

・
一 炉）

−A ・c ・an 票 ・ 誓）
−A ・c・・n薯詔一誓）

＝
　
− N

≡ 鵡．

≡ x仁

（57）

こ こ で 符号 一 及び ＋ は そ れ ぞれ y ’

＠）＞ 0 及び V ’

（x ）＜ 0 の 場合 に 対応 し て い る 。§4．3で の議論の

ため に 、 次の こ とを強調 して お く。上式中 一
κ は補正許容領域で の 解 一

κ（53）と連続で あ る 。 と こ ろ が、

残 りの 2 つ の解 雄 は 補正許容領域 で の 解 甦 （53）と連続で は なく、量子補正転回点が特異点に なっ て

い る 。 後者 （姓 ）の 事情は 、WKB 法の ゼ ロ 次 と全 く同 じで あ る。こ れ らの解 （57）は h 展開 され る と次
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の よ うに なる。

pa　＝ ∴ ：1：障i！
xL ＝

昜・1鍔・ ・（h
・

）

鬚・谿 ・ ・（h
・

）

号
一（X23＋ ・・h

・

・

（58）

IQ］〜 0 （h
− 1

），
（〃 Q 〜0 （hO），

（？
−2 〜0伍

2
）に注意す る 。 こ こ で 一H お よ び X写は 0 （ho）まで 、 共に

WKB 解に
．一
致して い る こ とが分か る 。 非線型性を調べ るた め に 、（58）式を （39）式 gΨ

2
＝ （ψ6）2 ＋ zb6

’

＋

Q2＋ 0 （he）に代入 して 、次式を得る。

　　　　　　　　　　　　9… 　・ ・｛．
、Q

，1． 1眺瞬 　 　（59・

IQ2i　A ・　O （h
−2

）， Q7Q 〜0 （hO），
（？

「t
／（2〜0 （hO）に 注意す る 。（55）．（56）式 と （58），（59）式 を それ ぞ れ 比

較さ れ た い
。 補正 許容領域 で の 非線型解 一

κ の 非線型性 は 正 （g ＞ 〔｝）で あ る が、一
方 、補正禁止領域 で

の 非線型解 X仁 の 非線型性は負 （g く 0）に な っ て い る 。 次の事実 に特に注意すべ きで ある 。 補正許容領

域 （55）で は 叫 ，goLが LSE の WKB 解に対応 して い る が、補正禁止領域 （58）で は 一
κ ，　X隼が LSE の

WKB 解に対応 して い る 。
　 WKB 近 似 と比較 した とき、む しろ 意外 な結 果 で ある と言 えるか もしれない 。

WKB 近似か らの 類推で は、　X年，　xL に LSE の WKB 解 に対応する もの が現れ る方が 自然な気がする か

らである 。

　最後に 、重要な こ とを指摘 して お く。 g6 ＝ 佐 ， 雄 に対 し て は量 」
二

補正転回点 x （q）で （g6）
2
＋ （？

2
＝ 0

が成立 し、嘱（48）は発散し て し まう。 こ れ は 、われ われ の摂動展開もまた特異摂動法の
一
種で あ る こ と

の帰結で ある 。 とこ ろ が 妬 ＝一
κ に対 して は 、量子補正転回点 x

（q）で （
　　’

90）
2
＋ Q2 ＝ − 3Q2 が 成立 し、

ψ〜（48）は発 散しない 。正則 な解 一
κ の 存在は 、奇数次 の 方程式 の 特徴 で あ る の で 驚 くべ きこ と で は な

い 。 §4．3 で は
、

こ の 正則な解 一
κ に よ り uniformly 　valid な波動関数 が 構成 で き る こ と を 示す 。

4 ．3Divergence −free　WKB 近似での 減衰解

　本節で は、3 次方程式 （49）の 解を用い て 、波動関数を構成 し なけ れ ば ならな い
。

つ ま り、§3．3に相当

す る こ とを非線 型方程式で 行 わ な けれ ばな ら な い 。まず 、3次 方程式 （49）を用 い て 、NLSE の
一

般解 を

構成 して 、次 い で 接続問題 を解い て未知定数を決定する とい うわけ で あ る 。 と こ ろ が、非線型方程式の

一
般解は未だ よ く知られ て い ない の が 現状で あり、NLSE の

一般解の構成は 自明で は ない 。

　そ こ で本論文で は、次 の 2 つ の場合の波動関数を構成する 。 1 つ は NLSE の基底状態 （実数解）で、も

う1 つ は LSE の 減衰解で あ る 。 こ の 2 つ の 場 合に つ い て は、従来 の 知識 か ら波動関数を構成で きる 。 そ

れ で も、接続に 関 して い くつ か愛昧な点が 残る こ と を予 め 述べ て お く。最終的 に は 、NLSE の
一

般解の

構成か ら行わ なけれ ば、問題が解 けた こ と に は な らない だ ろ う。さて 、以下 に見 るように、両者の 接続

の 仕方は大 きく異な る の で 、両 者を並行 に考えて い くと、議論 が混 乱 して しま う。そ こ で 、§4．3， §4．4で

は LSE の 減衰解 の み を考え、§45 で 改め て NLSE の 基底状態を考えた い
。
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　まず 、 LSE の 減衰解を考えるために 1im　 V （x ）＜ E
，
　 lim　y ＠）＞ E を満たすよ うなポ テ ン シ ャ ル

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 x − − DO　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ヱ
　つ　

を考える 。 また、簡単 の ため、常に yt（x ）＞ 0 とする 。 こ の と き波動関 数は ．T → oo で減衰 しなければ

な ら な い （lim Ψ＠）＝0
偲
一
→ Oo ）・ 従 ・ て 誦 正禁止黝 で は 一

・ が ゼ ・ 次脚 6と して 選ばれなけれ ばなら

ない 。 こ の 事情に 、前節で の補正 許容領域で の 議論を加 える と
、 al ＞ ユ／〔q）で減衰する LSE の 一般解は 、

次の ように構成 され る 。

鵯 一 ｛島臨郷1潔 （伊 畔 蛾

：ll二：：（60）

こ こ で Ψ 1 と Ψ II の 接続点 Xo は 後に決定され る 。
　WKB 　1次近似と異な り、 接続点が予め 固定 されない

の は Ψrlが量子補正転回点で破綻 しな い た め で ある 。

　本節の 以 下 の 部分 で は A ＋ ，
A ＿お よび Xo を求め る 。 まず、こ の 解 を線形 ポ テ ン シ ャ ル の 場合 に適

用 し、そ の 漸近 形が、厳密 解 Ai（ξ）の 漸近形 と
一
致す る よ う に 係数 A ＋ ，

／L の 満た す べ き関係 を決 め

る 。 こ れ は、WKB 法 （§3，3）と同様の 方法で ある 。　Appendix，　B で 見るように線形ポ テ ン シ ャ ル の 場合

p ＝− F （x − x （c）
）13＝− F2f3ξ／3 ，　 q ＝ F ／4 に対 して 一

κ
， 甦 ，

　x皇は厳密に積分で きる。それ らの

1ξ1》 1 に お け る 漸近形 を （60）式に代入する と次式が得 られ る 。

｛
・1 − ・

・／・（

蒜ll4［A … p （
− i（1・一・・

…
＋ 牙

ΨII− 2
−2／3

（・・）
5〆6ξ

一’f‘・・xp （÷
3〆2

）
））＋ 魂 1峨 ））

：；：：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （61）

（61）式 を、Airy 関数 Ai（ξ）の 漸近形 （13）式 と一
致させ る ため に は、　A ＋ と A 一は A

＋ ／A − ； − 1 とい

う関係 を瀬た さなければな らない
。 こ の よ うに して ゼ ロ 次解 （60）は次の よ うに なる 。

鵯 一｛1：ll、：蕊齢瓢1）
S‘” （ズ綱 （x 〈 Xo ）

（x ＞ Xo ）

（62）

こ こ で、残る未知定tw／A 　＝　：F2iA± お よ び Xo は、Ψ1 と ΨIIお よ び、両者の 微分 同士 が Xo で 連続に な

る ように決定され る の は 自然な こ とで あ る （Ψ1（XO ）＝ ΨII（X   ）， Ψ｛（XO ）＝ΨII（X ，））。こ れ に よ り XO と

A は 次の 連立方程式を満た さなければな らない
。

tan （
　 ur（q ）

f。ld・ ・k（x ））一鰡 （63）

　　　　　　　　　　　A − ・xp （lf．：  κ …）一 （4
φ

蜘 ・）　 　 ・64・

（63）式は Xo の み に関する方程式で ある 。 こ の 式か ら Xo 〈 ユ〕
（q）を満たすよ うな接続点の 存在 を証明で き

る 。 以上 に よ り接続問題 が 解か れ た こ と になる 。 接続に よ り得 られ た結果 につ い て重要 な こ とを述 べ て

お く。 特異摂動法に従っ て Ψ 1 は 量子補正転回点 がq）近傍で 破綻 して しまうが、Ψ夏 と ΨII を Xe く X （q）
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で 滑 らか に接続する こ と に より、 量子補正転回点 近傍で Ψ1 を使 う必要が無 くな り、結果 と して 、波動

関数 Ψo （62）は unf （）rmly 　valid に な る 。
つ ま り、次 の 摂動 属 まで 考えた とき、波動関数 Ψ。 はすべ て

の x に対 して 近似 が よ くな り、特異摂動法に見られ る ような発散はお こ らな い
。 より高次 の 摂動に関 し

て も全 く同様で あ る。

　（63）式は線形ポ テ ン シ ャ ル に対 しては厳密 に解か れ 、接続点 z
’
o は古典 的 転回点 x （c ） に

一
致する

（Xo ＝ x （c）
）。 こ れ を用 い て （64）式か ら A ＝（2e）

3P
が求 まる 。 こ れ を漸近形 （61）式 に代 入す る と次式

になる 。

　　　　　　　　・・… ｛
・1 − 21／・（・・）

5／6
（
一
・）
一’／4s ・・ G（一・）

3 ！

鴫
・II − 121／3

（・・）
516

ξ
一’！4e

・ p （÷
3

り
）
：：：：：　 （65・

こ の 漸近形は、位相 だ けで な く Ψ1 と ΨII の 大き さ の 比 も厳密解 （13）と
一
致 して い る こ とが分 かる。な

お、一
般 の ポ テ ン シ ャ ル に 対 して は接続点 Xo は、ニ ュ

ー
トン 法 （ゼ ロ 次 を古典的転回点 x 〔c ） とす る）に

より、次の ように 近似 される。

　　　　　　　　　　　　　x ・
　一・…）

−

2

頴 五ll
｝

姻 ・ ・
− 9）　 　  

・ ・… 52・， ・66・式・ ・ ・
… 一

・
・c・ と ・・

　一… c ・・ 比 は 1 ・

¢ll
」

蜘 ・
− 9）・ ・一ダーで あ・ ・

4．4Divergence −free　WKB 近似で の 量子化条件

　本節で は、 1im　 V （x ）＞ E を 満 た す よ うな ポ テ ン シ ャ ル を考えて 、　 Divergence −free・WKB 近似 で の

　　 　　 　　圄→co

量子化条件を導 く。 ゼ ロ 次解 Ψ1（62）がす べ て の ポテ ン シ ャ ル に対 して 量子補正転回点 x （q〕で ゼ ロ に なっ

て い る こ と か ら、量子化条件 （17）の Divergence −free　WKB 近似 は次の よ うに得られ る 。

　　　　　　　　　　　　　却 嫌 ・一÷ゐ奮
’

蜘 ・一・ ＋ 1 　 　 ・67・
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 L

こ こ で 、ωLq），濃）は それ ぞ れ左側、右側の 量子補正転回点 を表す 。 厳密な量子化条件 （17）と比較す る

と 、 積分区間が 齡卸か ら 魂〉
まで にな り1波数が 無限遠で 徐 々 に減衰す る K （x ）が 量 子補正を含む量子

補 正転回点で急 に ゼ ロ にな る k（x ）で 近似 され て い る 。 k−（x ）は Q（2／）に比 べ て、量子補正分だけ K （x）

に近付 い て い る と言 え る。K
，
　Q ，

　K3 ≡ k に 関する 関係は 、図 2 を参照 された い 。　K4 は 、第 6章で紹

介さ れ る 4 次の代数方程式に 基 づ く近似 で ある 。 なお、右辺 が 、整数倍で あ るの は、Ψ1 に と っ て x （q）

が 固定端 とな っ て い る こ と の帰結で ある 。 （62）式参照。こ れ に対 して 、半整数値 を与える ボ ー
ア ・ゾ ン

マ ー
フ ェ ル トの 量子化条件 （35）は 、

1
古典禁止領域 へ の 波動 関数 の 浸み だ しの 効果 を古典的転回点におけ

る位相 の ずれ π ／4 と し て取 り込 ん で い る。

4．5　 非線型 シ ュ レデ ィ ン ガー
方程式の基底状態

　本節で は 、NLSE の 基底状態 の み を考えたい 。　NLSE の 基底状態は近年ボーズ ・ア イ ン シ ュ タイ ン 凝縮

（BEC ）の オ
ーダーパ ラ メータ に 関 して 注目が集まっ て お り、近似 解、数値解が得 られ て い る ［8，12］。 ま
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ず 、 §4．3と同樺に lim　 V （x ）＜ E
，　limV （x ）＞ E を満たす ようなポ テ ン シャ ル を考える 。 （簡単の ため、

　 　 　 　 　 　 　 　 エ
　ナ　　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 xづco

V ’

（x ）＞ 0）こ の と き 波動関数は x → Oc で減衰 しなければな らな い の で補正 禁止領域で は q6 ＝一
κ が

選ばれ る 。 こ こ で 、補正禁止領域 で線型方程式 （LSE ）と同じ解を選ぶ こ と 、 及 び （59）式に よると 一
κ に

対 して gΨ
2 ＝0 （hO）で あ る こ と に つ い て 、不 自然な感 じがす る か も しれ な い

。 こ れ ら の こ と に関 して は 、

次 の ように説明で きる 。 まず、NLSE は、波動関数が十分減衰する領域で は、線型方程式 （LSE ）に漸近

する 。 故に、両者の 減衰形が同 じで あるの は不自然な こ とで は な い 。 さらに、（59）式 で は gΨ
2

＝ 0 （hO）
とな っ て い る が、NLSE の 場 合 には 、 補正 禁止領域で波動関数が 十分減衰 して い る こ と （Ψ

2
→ 0）を意

味する の で あっ て 、y ；O を意味す る もの で は な い
。

　また、補正 許容領域 で は、非線型性 （56）か ら、ψ6＝一
κ が選 ばれ、結局、NLSE の 基底状態は次 の

ように構成 される 。

　　　　　　　　　　　　　　　・VL（・）一 ・ ・ xp （一∠1圃 ・ （・
Y
））　 　 　 （68）

こ こ で 1＞ は規格化因子。上 の ゼ ロ 次解は 、補正許容領域、補正禁止領域 に対 し て ともに有効で あ る
。 し

か も、正則な解 一
κ を用 い て い る の で波動関数 Ψ／

L
は uniforlnly 　valid な解で ある 。 つ まり、次の摂動

暢 を考 えた とき、 波動関数 Ψ習
L

はすべ て の x に対 して 近似 が よ くな り、特異摂動法に見 られ るよ うな

発散はお こ ら な い
。

5　 結 果 と考 察

5．1Divergence −free　WKB 近似波動関数の 特徴

　本章で は 、 第 4 章で得 られた ゼ ロ 次解 Qo（x ）及び 1次解 Ψ 1＠）を線形ポ テ ン シ ャ ル （§5．2）、調和振

動子ポ テ ン シ ャ ル （§5．3）、モ
ー

ス ・ポ テ ン シ ャ ル （§5．4）に適用する 。 1 次解 Ψ 1（x ）は 、第 4 章で の議論

で ψ6の かわ りに g6　＋　qt を用 い る こ とで 得ら れ る 。 ま た 、厳密 解 お よ び WKB 　1次解 （但 し、　NLSE

の 場合に は TF 解、及び WKB 　1次解が組み 合わ され た もの ）と も比較 され て い る 。 図 4 〜 7 及 び、図

10 に よ っ て 示 されるよ うに、わ れわれ の ゼ ロ 次解 Ψo（x ）及 び 1次解 Ψ1（x ）はす べ て の 座 標で 発散 し な

い
。 誤差は古典 的転回点の 近傍で の み 無視で きな い が 、こ の 誤差 は 、1 次解で は十分に改善され て い る

こ とが 同図か ら見 て とれ る 。
つ ま り、uniformly 　valid な波動関数が 得 られ て い る こ とが分 か る 。 また 、

調和振動 子ポ テ ン シ ャ ル や モ
ー

ス ・ポ テ ン シ ャ ル の よ うな い くつ か の 典型的な ポ テ ン シ ャ ル に対 して は、

量子化条件 （67）に現わ れ る積分を 3 次方程式 （49）に基づ い て実行する こ とが で きる。そ の結果、現在、

こ れ ら 2 つ の ポ テ ン シ ャ ル に つ い て は厳密なエ ネル ギ ー
固有値が 得 られ る こ とが確認 で きた 。

5．2　線形ポテ ン シ ャ ル

　ポ テ ン シ ャ ル が線形な NLSE は 一d2Ψ／dξ
2

＋ ξΨ ＋ gΨ
3

＝ 0 で 与え ら れ る 。 g ＝O （LSE ）の 場合 は 図

4 に、g ＝1 （NLSE ）の場合は 図 5 に図示 され て い る 。　NLSE の 数値解は Dalfovo らの 方法 に よ っ て 得

られ た ［12］。 g ＝ 1 の とき、こ の 式はパ ン ル ヴ ェ 方程式 （II型）と呼ば れ る方程式で あ る 。
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心
≦

2

1．5

1

0．5

0

一〇．5

ξ

2

　

1

◎

三

0

ξ

図 4： 線形ポテ ン シ ャ ル （LSE）ξ（q）＝ 3124f3 図 5； 線形 ポ テ ン シ ャ ル （NLSE ）ξ
（q）：＝　3／2413

5，3　 調和振動子ポテ ン シ ャ ル

　ポ テ ン シ ヤ ル が 調和振動子の 場合、NLSE は 一d2Ψ／dx2＋ x2 Ψ＋ 9Ψ
3
　＝　E Ψ で 与 え ら れ る 。 9 ＝ o（LSE ）

の 場合は図 6 に、g ≠0（NLSE ）の場合は図 7 に 図示され て い る 。 NLSE の 数値解は Dalfevo らの 方法に

よ っ て得 られた ［121。
こ の NLSE は 、近年 BEC との 関連 で 興味が 集ま っ て い る。

（
k5

2

1．5

1

0．5

o

一〇．5

0．4

0．3T

　 O、2

o，1

o

　図 6： 調和振動子 ポ テ ン シ ャ ル （LSE ）E エ 17　　 図 7： 調和振動子ポ テ ン シ ャ ル （NLSE ＞E ＝ ： 17

　本節 の 以下 の 部分 で は 、調和振動子ポ テ ン シ ャ ル に 対 して 我 々 の新 しい 量子化条件 （67）に よ り厳密な

エ ネル ギ
ー

固有値 E ＝ 2n ＋ 1 （n ＝ 0
，
1

，
2

，

…）が得 られ る こ と を示す 。 量子化条件 （67）の 左辺 （1（E ）と

お く）は 、x を複素数に拡張する こ とに よ り次 の よう に 書 き換 えられ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　・畔 瀬 ・卿 ）一 ・ ＋ 1 　 　 　 （69）

こ こ で 、複素関数 y （x ）は 3 次の代数方程式 （49＞を満たす 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y3　十 （E
−

x2 ）y 十 a：＝0　　　　　　　　　　　　　　　　（70）

一 765 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

俵口　忠功

また 、 経路 7 は 図 8に示 され る よ うに、2 つ の 量子補正転回点問の カ ッ トを囲むよ うな経路であ る 。 因

み に、量子転回点 XL
，　
XR は （70）式 y ＝g＠）の 分岐点で 与え ら れ る （具体的に は （51）式参照）。こ こ で 、

逆関数 x ＝ x （y）を考え、（69），（70）式をそれぞれ次の よ う に変形する 。

　　　　　　　　　　　　　　　　・（E ）一 嶽 ・嶋 ω）　 　 　 （・・）

　　　　　　　　　　　　　　　　 ・
2 一

ガ
1
・
一

（y2＋ E ）− 0 　 　 　 　 　 　 　 （72）

こ の とき経路 7 は 、 経路 F に写像 される （図 9 参照 ）。 こ こ で 、y ＝ ± ia
，

士 ib は （72）式 x ＝ x （y）の

分岐点で与 えられ、具体的に は 、a ≡ 「（E − VETI ）／2 ］
i／2

，
　 b ≡ 1（E ＋ Mi ＝i）！2 ］

1／2 とな っ て い

る 。 こ の とき、経路 r の 外側 に は
、 x ＝ x （y）の 特異点が た っ た 1個 だけ存在す る 。 それは 、 無限遠 点

y ＝ Oo で ある。ゆえに、以下 に計算 され る よ うに、経路 P を無限遠点 y ＝oo の まわ りの 微小経路へ と

変形する こ とが で きる。

　　　　　　　　・（・） 一
，1訴吻 鵜

　　　　　　　　　　　一 嶽 ・〃 ｛一か（・
一

、；・）（1 ＋ ・歩・ 毒）
−1／2

｝
　　　　　　　　　　　− 1・ Res ［（

　　　　19−
4y3）（1 ＋ 噺 毒）

− 1×2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1 ・ ・＝ ・・］
　　　　　　　　　　　＝ 　　（1 十 E ）／2

故に 、量子化条件 （69）は厳密 なエ ネル ギ
ー

固有値 E ＝2n ＋ 1 を与え る 。
・

γ

区

XL XR

図 8： x 平面上 の 経路 or。 黒 丸は分岐点 、太線は

カ ッ トを表す 。

匡
　

r
i
　
　

i

・
1
　
　

　・
1

一
　
　

　
　

一

図 9： 経路 r。黒丸 は分岐点、太線は カ ッ ト。

5．4　 モ
ー

ス ・ポテ ン シ ャ ル

　モ ー
ス ・ポ テ ン シ ャ ル は V　＝ ・．A2［exp （− 2x）− 2exp （

− x ）】で 与えられ る。　g ＝0（LSE ）の場合は、図 10

に図示 され て い る 。 また、§5．3と同様の 方法で 、モ
ー

ス ・ポ テ ン シ ャ ル に対する量子化条件 （67）は厳密
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窟

4

3

2

1

o

1瞬

図 10 ： モ ース ・ポ テ ン シ ャ ル （LSE ）A ＝30，　n ＝ 10

な結果 E ；一
［A − （n ＋ 1／2）］

2
を与える こ と が確認 され て い る 。 こ こ で、n は正 の 整数で ゼ ロ か ら始ま

り、n ＋ 1！2 ＜ A を満足する最大値 まで の 値 をとる 。

6　総括 と展望

　本章 で は、本論文の 締め くくりと して 、得 られ た結果 を概観 し、今後の 課題 に つ い て述 べ る こ とにす

る。われ わ れ は 、LSE と NLSE を同 じ方法か ら求め る とい う新 しい 半古典的方法論の研究を行 っ て き

た。こ の 方法 の ポ イ ン トは 、量子補正 を特異摂動法の ゼ ロ 次解に繰 り込 んで しまうとい う点にある 。 こ

の 量子補正 の結果、ゼ ロ 次解が満 たす代 数方程式の 次数は 、
“2 次

”
（21）か ら

“3 次
”

（46）に あが る 。 そ

の 結果 、 転回点付近の 量子補正 、 特に古典禁止領域 へ の 波動関数の浸み だ しの 効果を十分 な精度で とり

こ む こ と が で きた 。 そ れ ば か りで は な く、3 次方程式の 正 則な解 一
κ を用 い て、LSE お よび NLSE の

uniformly 　valid な解を構成する こ とが で きた 。

　さら に、こ の 方法 を繰 り返す と、高次の 量子補正 をゼ ロ 次解に どん ど ん 繰 り込ん で い ける 。 例えば、

今回求めた もの （第 4，5章）よ りもさらに量子補正を繰 り込む に は次の ようにすれば よい
。 まず、（38）式

の両辺 を微分す る 。

　　　　　　　　　　　　3（ψ
’

）
2
ψ

”

＋ （E
− v ）ψ

” − v ’

ψ
’

＋ vnf2 ＝ψ
〔4）12　　　　　　　　　　　　（73）

こ れ に 、（36）式を代入する と

3（ψ
’

）
4
＋ 4（E − v ）（ψ

’

）
2
＋ v ’

ψ
’

＋ （E − v ）
2 − v”12＝一ψ（4）

／2 （74）

こ こ で も、右辺 ψ
  を無視する こ とに よ り、ゼ ロ 次解が得 られ る 。 ゼ ロ 次解は

“4次
”

方程式を満たす 。

こ の 4 次方程式か ら得 られる波数を K4 とす る。線形 ポテ ン シ ャ ル の 場合に は 、図 2 の ように振る舞 う。
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K3 と比較する と、転回点 の 位置が さ ら に 遠方 に な り、K4 は変曲点を もつ よ うに なっ て い る 。 各項 の h

の次数を調 べ て み る と、（ψ
’

）
4

〔X　hm4
， （E − V ）（th

，

）
2
　Ct　h

− 4
，
　V 「

zb
’

〔x 　h
−3

， （E − V ）
2

（x 　h
−4

，
　V ”

（X パ
2

の

よう に な っ て い る 。 さらに 、（74）式 を微分 して 、〔36）式 を代入とい う操作 を繰 り返 して い くと
一

般 に

酵 ＋嵩・ ・ （・x蹴 讒当｝岬 （75）

が得 られる。 こ こ で も、右辺 ψ
（n ）を無視する こ とに よ り、ゼ ロ 次解は

“

n 次
”

方程式 を満 たす 。 こ の n

次方程式 か ら得 ら れ る波数を Kn と す る
。

こ の よ うに 、 量子補正 を高次まで繰 り込 んで い っ た とき、 転

回点 はどの ように して無限遠に 近付 い て い くか、ある い は 、量子化条件が厳密 な量子化条件 （17）に ど の

よ うに近付い て い くか を調 べ て みる の は興味深 い こ とで あ る 。量子化 条件 （17）及 び Bohr−Semmerfeld

量子化条件 （17）の よ り深い 理解に つ なが る こ と が期待され る 。

　本論文で は、NLSE の 実数解 （§4，5）お よ び LSE（§4．3）の 減衰解 を構成 した 。 しか し 、 そ の接続に曖昧

さが残 っ た 。 最終的 に は NLSE の 一般解か ら構成 しなお さなければな ら ない だ ろ う。 こ の NLSE の
一
般

解は 当然、何 らか の 極限 として NLSE の 実数解 お よ び LSE の 減衰解 を内に含 む よ うな もの に な る はず

で ある 。 こ こ で 、NLSE の
一
般解に つ い て少 し考察 して み る 。　NLSE の

一
般解は 、（38）式 の 3 つ の解 （う

ち 2 つ が LSE （36）の解、残 り 1 つ が NLSE の 実数解）を用 い て構成 される もの と思 われる 。 こ れ らの 3
つ の 解 ψ

ノ
を積分する ときに未知定数が 3 つ 現れ る が 、その うち 1 つ は 非線型 パ ラ メ

ー
タ g （（39）式参

照）と関連 し て い る はずなの で 、 実質的に は波動関数 を構成す る際の 未知定数は 2 つ とな り、NLSE （39）
が 2 階の 微分方程式で あ る こ とと矛盾 し な い

。 しか し、LSE の 場合と違っ て 、　NLSE に対 して は、解の

線形結合 が許 され ない ため に、どの よ うに して
一

般解を構成する か は 自明 で は ない 。こ の 問題に 合理的

な解答 を見出す こ とは 今後 の 重要 な課題 で あ る と思わ れ る 。 最終的 に は §4，3〜§4．5は 、まず、NLSE の

一
般解を構成 し、 その 後で 、NLSE の 実数解お よ び LSE の 減衰解が NLSE の

一一
般解の 何 らか の 極限 と

して導出 さ れ る と い うよ うに 発展され る べ きで ある 。 本研 究が、NLSE の 解 に関する よ り包括的な理論
へ と発展する端著 となるか も しれ ない

。

A 　非線形 シ ュ レデ ィ ン ガー
方程式 の 厳 密解

　本章で は 、NLSE と等価 な （38）式か ら、　NLSE の 級数展開された厳密解に つ い て 調べ る 。 本 章の 結果

は、非線型方程式 の よ り深 い 理解に つ なが る可能性が あ る と思 われ る 。

　まず、
“
smaIl

”
parameter λ を導入 して （38＞式 を次の よ うに書 き改め る 。

　　　　　　　　　　　　　　　 （ψ
’

）
3
＋ Q2ψ

’

＝ λC〜（？
’

＋ λ
2
ψ

”72　　　　　　　　　　　　　　　　　（76）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 oo

また 、 級数 を ψ
’ ＝Σ λ

π

梶 とお い て （76）式 に代入 し、λ の べ き級数展開を求め た後 で λ ＝ 1 とお く 。

　 　 　 　 　 　 　 　 n ＝o
展 開 の ゼ ロ 次で は、次式が得 られる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ψる）
3
＋ （22ψ6＝o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（77）

こ の解は 、ψ6＝0
， ψ6＝±iQ の 3 通 りがある。前者の場合の 解を§A ．1で 、後者の 場 合を§A ．2で考え る 。
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（76）式の 右辺 の 効果を逐次取 り入 れ て い くと 、 前者をもとに逐次近似 された解は実数解に な り （§A ．1）、

後者をもとに逐次近似され た 解は WKB 解と完全 に
一

致す る こ と を示す （§A ．2）。

A ．1　非線形 シュ レ ディ ン ガー方程式の 実数解

　ψも＝0 をゼ ロ 次 と して （76）式 を逐次近似 に よ り解 くと ψ｛， ψ1し （η ＝2
，
3

，

・・ は そ れ ぞ れ 次の よ うに

求まる 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　・曙 一器1・ pm 　 　 　 　 （78）

　　　　　　　　　　　　咽 1・1一 需
’

蝋 一 ・）　 ・79・

こ こ で 、λ の 偶数乗 の べ きを考える 。 （7g）式で n ＝2m とお くと

　　　　　　　　　　・引 1蜘 一
僻

黙  ・1・f
・・n −・・＋1・）

今、仮に ψ偏 ＝0 （m ＝ 0
，
1

，

…
，
N − 1）とする と

　　　　　　　　　・引 1噺
侮

駑∵刺 ・1− ）一 ・

が証明され る 。 とい うの は、ψ1（N −1）
＝0 で かつ 、3 つ の 整数 k・，　1， 2iNT　一（k ＋ t）はすべ て 奇数に な りえ

ず、 ψ島， ψ1， 賜N ＿（k＋t）
の い ずれかは ゼ ロ とな るか らで あ る 。 従 っ て 、ψ弖π

二 〇（n ＝ 0
，
1

，
2

，

・・ で ある。

　 よ っ て 、級 数 は λ の 奇数 べ きの み で 展 開 で きる 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 oo

　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ
’ 一 Σ λ

’硯 ＋1
臨 ＋1 　 　 　 　 　 　 　 （80）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m ＝・O

λ の奇数乗の べ きを考え る と、（79）式で π ＝ 2m ＋ 1 とお くと ψ灸m ＋ 上 （m ＝ 1
，
2

，

…
）が得 られ る 。

　　　　　　　　　　・6・ ＋ i
一ふ（1・臨．／

−
（k＋

誓  ・臨 ＋1．、、＋、）
　　　　　　　　　　hlt＝1 ）　 ・81・

古典許容領域 （Q2 ＞ 0）で も、古典禁止領域 （Q2く 0）で もψiが実数で ある こ とか ら、妬 ， ψ郵 … が

実数で あ る こ とが順 に証明 で きる。故に、こ の 解は実数解 で あ る 。

A ．2　 非線形 シ ュ レ デ ィ ン ガー方程式の 複素共役 な解

　ψ6＝± iQ をゼ ロ 次 として （76）式を逐次近似 に よ り解 くと ψ1、鑑 ＠ ＝ 2
，
3

，

…）はそれぞ れ次の よ う

に求まる 。

　　　　　　　　　　　　　　　　・ト 島一羞1・ 瀬 　 　 　 　 ・82・

　　　　　　　・ト か（1脂 ・ψ6茎締

依

驚
一’

輒 鯉 ・）　 ・83・
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（82）式は 、明 らか に LSE の WKB 解 （23）式 と一致 して い る。以 下 で は （83）式 も LSE の WKB 解 （24）

　　　　　　・み 鉱＠・＋慧・；ri・の一塵（
　 　 　 　 　 　 n −1

th6ψli＿，＋ ψ6Σ⊃ψ伍ψ夷一m

　 　 　 　 　 　 m ＝1 ） ・84・

（n ＝ 2
，
　3

，

…
）と一致する こ とを証 明する 。

　 本節で は 、両 者を区別するため に 、 NLSE の 解 （83）には、以下 の ように bar （
一
）をつ けて 区別する。

　　　　　　　　ψ右 蝋1一 慧蝋 一
佛

富
一】

瓢 一 ・）　 ・85・

数学的帰納法に従 っ て 、 上 の命題を証明するため には、「今、ψ1、 ＝ ψ1、（n ＝ 0，1，2，3，… ，N − 1）である

と仮定 し た と きに 、 ψ缶＝ψ缶で ある こ と」を証明 で きれ ばよい 。つ ま り、（84）式 （n ＝0
，
1，2，… ，N − 1）

を用い て次の （86）， （87）式が 等 し い こ と を 証明す る 。

　　　　　　　　・嚇 一一 鐸一， ＋ ・ψ6努・L・k一評 讐
一1

咽 蜘 、＋1， 　 （86・
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k≡1　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k，t＝l

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N ＿1

　　　　　　　　　　　　　　2（22ψlv；ψ6ψ偽＿1 ＋ ψ6Σ⊃ψlnψ先一．、TL　　　　　　　　　　　　　　　 （87）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 fn＝1

そ の ため に は、（84）式 （n ＝0
，
1

，
2ジ

・・
，
N − 1）を使 っ て

　　　　　　　　・6蜘 一 趣 、 ・ ・ψ6極 ・X一評 嘗
…1

ψた・臨 ＋，） 　 （88、
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k＝1　　　　　　　　　　　k，1＝．1

が証明 で きれば よ い
。 （88）式が証 明 で きれば 、 明 らか に （86）式と （87）式 は 等価、す なわち 癩 ＝ ψ聾

だか らで ある 。 故に、本節 の 以下 の 部分 は、（84）式 （n ； O
，
1

，
2

，

… ，N − 1）を使 っ て （88）式を導出する

こ とに割 くo

　 まず、 （84）式

　　　　　　　　・6・ト 1（
　 　 n − 1

ψ餐一1 ＋ Σ ψ糾 ．m

　 　 m ≡1 ） （n − 1
，
・

，

…
，
・ − 1・

の 両辺 を微分 して次式が得 られ る 。

　　　　　　　　　・6・詫一 一1・告 努・艦 m （・ − 1
，
・1

… ，N − ・）　 （89）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m ≡o

一方、（84）式
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n − 1

　　　　　　　　　 ψ詫．1
− 2ψ6ψムー

Σ ψ風 ．k 　　 （n ・　 1
，
2

，

…
，
N − 1）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k＝1

で、n ・ m ＋ 1 とお くと次式が得 られる。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m

　　　　　　　　 ψ集＝− 2ψ6ψ翫＋ 一 Σψ鳳 ＋1−le　 （m ＝O，　1，

…
，
N − 2）　 　　 （90）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k＝1
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こ こ で 、〔90）式を （89）式に代入 して ψ荒を消去する と次式になる。

　　　　　　　・6・弱一 一1・A・，＋ ・ψ6党嘱 ＋ 1．。
＋

〔

穿 嘱 ・A＋ 1．、k＋1） 　 （91・
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m ＝l　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k，t＝1

（n ＝ O
，
1

，

…
，
1V− 1）。

こ こ で 、（91）式は、　n ＝ N − 1 の と きに は （88）式 となる 。 古典禁止領域 で は、

Q ＝ − ilQlとおきかえれば同 じ議論が可能で ある 。 以上か ら 、　NLSE の 解 （83）が、　LSE の WKB 解 （24）

と一致す る こ と が証 明 で きた 。

B 　線形ポテ ン シ ャ ル の 場合 の Divergence −free　WKB 近似での 波動関数

　（53）， （57）式は、線形ポ テ ン シ ャ ル Q2＝F （x
−

x 〔c り　（F ≡ V ’

（x
（c ）
））の 場合 に は厳密に積分する こ

と が で きる 。 本章で は 、そ の 計算の 詳細、お よ び、漸近形を提示す る 。と こ ろ で 、線型ポテ ン シ ャ ル の

場合の WKB 　1 次近似 で の 波動関数は、積分形で書かれ た厳密解 A （ξ）を鞍点近似した もの に他な らな

い
。 で は、Divergence−free　WKB 近似 で の 波動関数は、厳密解 Ai（ξ〉に どの よ うな近似を施 した もの な

の で あ ろ うか？ 現在の とこ ろ、明らか で はな い が、鞍点近似 を こ える近似法の 提案につ なが る可 能性 も

ある と思わ れ る 。

　最初 に、§B．1，
B ．2で 用 い られ る 表記法に つ い て説明して お く。 ξ≡ Flf3（x 　一　x （c））で ス ケ

ー
ル す る と

p ， q ，
　D は そ れ ぞ れ

　　　　　　　　　　　・
一 一紫 ・÷ D ・… F2 （鋼

とな る 。§B 、1
，
B ．2で は 、次 の ス ケ

ー
ル t で 計 算す る 方 が 便利 で あ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　t ・ 響・一  Fl ！・回
・

り

こ の ス ケ
ール で の 量子補正転 回点 は t（q｝≡

2誓ξ
（q）＝1 と な る 。 こ の とき p ， q ，　D は そ れぞれ次の よ う

に なる。

　　　　　　　　　・
一 一（i）

2

α
・t

， ・
− G）  ・

，
D − G）

6

… 1 − t・・

こ こ で ・ ≡ 雫 F1／3
．

B ．1　 補正 許容領域での 波動関数

　（54）式 rc，　k は線形 ポ テ ン シ ャ ル の 場合、次 の よ うに な る 。

　　　　　　　　　　　　・ ・x ）− 1… t ・ ） ik
’
…　・ ・　（1）  一 ）　 　 （92・

こ こ で 、u
，
　 v は、　u ≡ （1 ＋ 肩 ）

1f3
，
　v ≡ （1

− vT ＝7 ）
lf3

で 定義 され る。次 に、　u
，
　v の t に関す る

不定積分・そ・そ れ ・　 …（・）・ f・・　（1＋ ff ）
’／3

・
J

・（・）　・　fdt　Cl− ff ）
1〆3 とお くと…

，
…

x に関する 不定積分は次の よ うに書 け る 。

　　　　　　… x ・− 1蜘 ・− 1… 　＋・・… ，
・・呵 岬 一（2）

3

  一
… 　 93・
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以下 で は ・ん，　lvを計算する ・ まず、　Iu を計算する 。　y ＝ViU：
Ui
　
i に よ り変数変換する。　t＝（1 − y2）V3

よ り

　　　　　　　　　　1
。

− 　 dt（1＋ y）
エ／3

　　　　　　　　　　　　＝ 　　　　 ＋ y）
1／3

　　　　　　　　　　　　一 　 　 （1 − y2）
1／3 （1＋ 〃）

1〆3

　　　　　　　　　　　　：1∴認1妻∠∴艦嵳）1
全 く同様 に して、v も積分 され る 。

　　　　　　　　　　　・
・
− 1［・t・ ＋ 1・ （画 ・ lll｝1・・c ・an （纛

一
讒）

以上 （93）， （94）， （95）式か ら 1
． （x ），

Jk　（x ）が求まる 。

　　　　…（・）一 訴＋ v ）・1・・ （・ ＋ ・ ）　， ・・（・ ）一乎匠 の
一卸 幅 ・ 儲

転回点 ＝
（q）で t ＝ 1

，
u （1）＝ v （1）＝1 で あ るか ら 1． （x

（q）
〉＝ 1＋ 圭ln2

に、転回点 x （q）か らの 定積分 は次 の ように な る 。

　　　　　　　　　　　鳥姻 xt）一 　St（u　＋ v）’li・ （
’
u　＋　v ）

− 1 − 1，・ ・

　　　　　　　　　∠乙，
轍 ・一乎い ・

− IAr・tal／（
1 　 2v

轟 而 u）一
舌

1
f・・

1吻鷙

潔）

（94）

（95）

（96）

Ik（x （q＞）＝ 7ヴ12 とな り、故

（97）

（98）

こ れ ら を （68）， （60）式 、あ る い は （62）式に代入す れ ば、補正許容領域 で の 波動関数が得 られる 。

B ，2　補正禁止領域で の波動関数

　 補正禁 1L領域 で は次の 不定積分を考え る 。

　　　　　　　　　　　　　　右ω ・ 1嘱 （・ ） （ゴー− 1
，
… 1）　 　 　 （99）

こ こ で

　　　　　　　　　　　・戸 1・藷 … （・） ，
a ・ 1・・c ・an ＞箇 ・ 誓・

こ れ を （99）に代入す る と ち（x ）＝一晝∫dt　ti／2　cos α とな る。こ こ で 、　t か ら α へ の 変数変換 を行 う。

t
− 3 ／2 − ・・・ … 　lt2　dt一謡畿 ・・ よ ・

　　　　　　　　　　網 一 一・flt2　・・　t
−3・2c

・ ・ α

　　　　　　　　　　　　　一
一・1慧 一 α

　　　　　　　　　　　　　
一 一lfd・ ・・… li謝静 … 2α

一1・・）
−2
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さらに 、 変数変換 X ＝2cos　2α
一1 を行 う。 ces ・2α 　＝＝（X ＋ 1）／2，

　 dX ；− 4　sin 　2α 　dα よ り

　　　　　　　　　網 一 艶 X
（鐫疂・

　　　　　　　　　　　　− 1｛lf・・ （｝一蹟、）・ §1鴫 ・｝
　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 1　　 × 　　　 1
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＝　 − ln　 　 　　 − −
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 6　 　X 十 3　 　X

以上 より、（99）式は 次の よ うに計算 さ れ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　  一9i・ 譜、

一

玄
こ こ で X

ゴ
≡ 2 … 2α j・

一
・1，

α
ゴ

≡ きA ・ctan 西 ＋ 誓ゴ・

　本節の 以下 の 部分で は、減衰解 X6 ＝
−

rc　（」＝ 0）の場合の み を考える 。 こ の と き

　　　　　　　　　　　　　　　1・・（x ）− kl・ x壽3
一素

こ こ で Xo ≡ 2cos　2α o
− 1，αo ≡ 去Arctanv伊

＝ 丁。 また、転回点 x 〔q ）で は 、

りIo（x （q））一
一
（1＋ ln　21！3）。 故 に 、転回点 か ら の 定積分 は次式 の よ うに な る。

　　　　　　　　　　一
蔚 岬 ・− 1＋ 1・ 21／・ ＋ 1・ （

　XoXQ

十 3）
’／6

一
素

従 っ て 、補正禁 止領域で の 波動関数 （60）は次の よ うに な る 。

　　　　　　　　Ψ II・一・ xp （一ひ w ））− 21！・・（。評、）
116exp

（−k）
B ，3　古典許容領域 で の漸近 形

　1ξ13／2 》 1 の と き、κ
，
k の 積分 形は次 の よ うな漸近形をもつ 。

　　　　　　ゐ：岬 ・一
一

儲 ・ ・＋ ll・ ・一・・第 ・・
一

・・2

）・ ・ （・一・・
−3

）

　　　　　　　　f。f。，
姻 ・

t
）一 一

（1（一ξ）
3！2

÷ 盍（一・）
− 3

り・ ・ （（
一ξ）

−3

）

（100 ）

t ＝　 1
，
α o ＝1

，
Xo ＝ 1 よ

（101）

（102）

こ こ で ・・ （（
一
ξ）
−3！’

）撫 視する と き識 鯛 数 圃 ，圃 砧 典譖 斜領域で の 鞭 形は ・そ れ ぞ激

の よ うに な る。

　　　　　　　　　　　　　　　　・5・
（・ ）・・一　N （2e）

4f3

　　　　　　V⊂ ξ　　　　　　　　　　　 （103
22／3

）

・ 1（・・）一
，鐸， ・

一
・）

1！・

［A ・
・ xpC ・（1・一・・

312
　・・｛））・ ・一卿 （1（1・一・・

3・2
・ ｛）） ・1・4・
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俵 口 　忠功

B ．4　古典禁止領域 での 漸近形

ξ
3／2 》 1 の とき、Xo は次の よ うな漸近形をもつ 。

X ・
− 1ξ3／2 ＋ 1一指ξ

一
・／2

＋ ・（ξ
一
・
）

こ こ で ・ ・ ＠
2
）撫 視する とき・波動関数 （68），（6・）の 古鰾 止黴 で の ur近形は、それぞ欲 の よ

うになる 。

　　　　　　　　　　　　　・i）・L… 一 ・
（i鍔

6

ξ
一・／・

即 （
−1・・／・

）　 　 … 5・

　　　　　　　　　　　　　　蜘 ・一
（2

鍔
6

ξ
一・／・

exp （
−1・・1・

）　 　 （1・6）
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