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新 しい モ ン テ カ ル ロ 法の 試み の あ れ こ れ
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　新 しい モ ン テ カ ル ロ 法の 手法 と して ク ラ ス ターア ル ゴ リズ ム と拡張ア ン サ ン ブ ル 法の 2種の 方

向がある．こ こ で は，ク ラ ス ター
ア ル ゴ リズ ム の 方法 の 拡張版 と し て

， 臨界点を自動的 に 決定で き

る確率変動 ク ラ ス タ
ー

ア ル ゴ リズ ム に つ い て 述 べ る．また，拡張ア ン サ ン ブ ル 法の 中 か ら ブ ロ
ー

ドヒ ス トグ ラ ム 法 （フ ラ ッ トヒ ス ト グ ラ ム法）を紹 介す る ．

1　統計 力学 に お け る モ ン テ カ ル ロ 法 とその 拡 張

　モ ン テ カ ル ロ 法は多体系の 問題 を研究す る標準的な手法 と して広 く使わ れ て い る ．しか し，シ

ミ ュ レ
ー

シ ョ ン を実行す る上で ，時間 ス ケ
ール が長 くな る問題 に しば しば出 くわす．臨界点近傍

に お ける critical 　slowing 　down 、低温に お ける相分離 ダイナ ミッ クス
， ラ ン ダ ム 系や フ ラ ス ト レー

ト系に お ける 遅い ダイナ ミ ッ ク ス な ど，多くの現象に こ の 問題 が現れ る．

　長 い 時間ス ケ
ール の 問題を克服する試み は多 くある が ，

こ れ を 2 つ の グ ル
ー

プに分類 する こ と

が で きる ． 1 つ 目は，ク ラ ス タ
ー

ア ル ゴ リズ ム で ，代表的な も の は Swendsen−Wang ア ル ゴ リズ

ム ［1］や Wolffア ル ゴ リズ ム ［21で ある．もう 1 つ は，拡張ア ン サ ン ブル 法と呼ばれ る方法で ．
マ

ル チ カ ノ ニ カ ル 法 ［31，交換モ ン テ カ ル ロ 法 ［4］，
ブ ロ

ー
ドヒ ス トグ ラ ム 法 ［5］，フ ラ ッ トヒ ス トグ

ラム 法 i6］などが その例で ある．

　Metropolis に よ り導入された モ ン テ カ ル ロ 法を統計力学で 状態和 E］n 　e
−fiE・の 評 価に用 い る場

合 に は
， 基本的に は

1．配置を確率過程に よ り eづ E ・に 比例 して作 り出す こ と に よ りカ ノ ニ カ ル ア ン サ ンブル を扱 う

2，1つ の ス ピ ン の 状態 を更新する シ ン グル ス ピ ン フ リ ッ プの過程を行 う

こ とが通常の 手法で ある ．ク ラ ス ター
ア ル ゴ リ ズ ム ［1，

2］で は 複数 の ス ピ ン を同時に更新す る が ，

クラス タ
ーを決め る際 に，Kasteleyn−Fortuin（KF ）〔7］変換を用い る ．こ の 変換を用 い る こ とに よ

り， 熱的 な相転移の 問題が幾何学 的な相転移の問題 にマ ッ プ される ［7］．拡張ア ン サ ン ブ ル 法で は，

直接的に は カ ノ ニ カ ル ア ン サ ン ブ ル以外 の ア ン サ ン ブ ル を得る が，重み の 付け替え （reweighting ）

［8］で カ ノ ニ カ ル 平均 を求め る こ とがで きる．

　こ こ で は
， クラ ス タ

ー
ア ル ゴ リズ ム の 方法の 拡張版 と して ，我 々 が最 近提唱 した

， 臨界点を自

動 的 に決定で きる確率変動 ク ラ ス タ
ー

ア ル ゴ リズ ム ［9］に つ い て 述 べ る．また ， 拡張 ア ン サ ン ブ

ル 法の 中か らブ ロ ー
ドヒ ス トグ ラ ム 法 ［51，あ る い は フ ラ ッ トヒ ス トグ ラ ム 法 ［6］を紹介する，

　
lE −mail ： okabe ◎physmetro −u ．ac ．jp
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2 　確率 変動 クラ ス タ
ー

ア ル ゴ リ ズ ム

　モ ン テ カ ル ロ 法で 臨界点を決定する場合 に は，多 くの パ ラ メ
ー

タ （例 えば温 度）に 関 して 測定

を行 い ，物理量 の 温度依存性か ら臨界点 を決め る の が，標準的 な手順 で あ る ．こ れ に 対 し て
，

ク

ラ ス タ
ー

ア ル ゴ リズ ム を応用 して ， 1回 の 測定で 自動的に 臨界点 を決定す る方法 が ，Machta 等

［10］に よ り提案 された．こ の ア ル ゴ リズ ム は侵入型 ク ラ ス タ
ー

（invaded　duster （IC））ア ル ゴ リ

ズ ム と呼ばれ て い る．こ の 工C ア ル ゴ リズ ム は臨界点の 決定，臨界点近傍の 物理量 の 計算にあ る

程度有効であ る こ とが 示されたが ，そ の ア ン サ ン ブ ル で は明 らか で な い ．また ，ボ トル ネ ッ クの

問題 と して，エ ネ ル ギ
ー

分布 に広 い すそがある こ とが知 られ て い る．

　富 田一岡部 ［9］は，臨界点を自動的に決定する新 しい ク ラ ス ターア リ ゴ リ ズム を提案 した ．こ れは，

Swendsen−VL’

ang ア ル ゴ リ ズ ム ［1］を拡張 した もの で ，確率変動 ク ラ ス ター
（probability−changing

cluster （PCC ））ア ル ゴ リズ ム と呼ぶ こ と に する，　 PCC ア ル ゴ リ ズ ム の 基本的な ア イデ ィ ア は，モ

ン テカ ル ロ の ス ピ ン 状態更新 の 過程で KF ク ラ ス タ
ー

を作る際 に
， 同 じタイプ の ス ピ ン をつ なぐ

確率 P ＝ 1 − e
−J！kBT を変動 させ る所 にある．こ こ で ，例 と し て q 状 態ポ ッ ツ モ デ ル を念頭 に お

き， 」 は最近接相互作用の 値で ある ．なお ，g ・＝ 2 は イジ ン グ モ デ ル に 対応す る．　 PCC ア ル ゴ リ

ズ ム の 具体 的な ス ピ ン 更新の 手続 きは次 の よ うに な る ．

1．初期条件 として，あ る ス ピ ン配置 とある確率 p か ら始め る．

2．確率 p に 基 い て KF ク ラ ス タ
ーを作 り，系が浸透 して い るか ど うか を判定す る ．ス ピ ン 状

　 態は ， Swendsen−Wang ア ル ゴ リズ ム と同様に ，任意の KF ク ラ ス タ
ー

上 の す べ て の ス ピ ン

　 状態を q 状態の 内の 1 つ に更新す る．

3．前項の テ ス トで 浸透 して い れ ば （い なけれ ば）， 確率 p を△p（＞ 0）だけ減少 （増加）させ る ．

4．プ ロ セ ス 2 に戻 る．

こ の プ ロ セ ス を繰 り返 して い くと
， 我 々 の モ ン テ カ ル ロ サ ン プル の p の 分布は ，そ の 平均値が

Pc（L ）で ある ガ ウ ス 分布に 近づ い て い く．こ こ で Pc（L）と は
， 系が浸透す る確率 Ep が 1／2 とな

る よ うな，ス ピ ン をつ な ぐ確率 p で あ る．こ の ガ ウ ス 分布の 幅はプ ロ セ ス 3 におけ る △ p の 選 び

方 に依存す るが ，△p −→ 0 の 極限 で
， 幅は 0 とな る．Pc（L ）は 系の 大 きさ に 依 る こ と に 注意する

必要が ある ．系が浸 透す る 確率 Ep は ，臨界点近傍 で 有限サ イズ ス ケ
ー

リ ン グ

Ep（P ， L）〜x （tLl／つ，
亡＝ （Pc − P）／PC （1）

に 従 う．こ こ で L は系の 1 次元的なサ イズで ，p． は無限系 （L → oo ）に お ける臨界点で あ る ．

Pc（L）の サ イ ズ依存性か ら ， （1）式を用 い て p 。
を求め る こ とが で きる．また p、

＝ 1 − e
− J／kBTc の

関係式を用 い て臨界温度 Tc を決定で き る．（1）式で u は相関距離の 臨界指数で ある ．なお，こ こ

で は Ep ＝ 1／2 となる よ うな Pc（L ）を選んだが ，こ の 値 を 1／2 以外 に変更する こ と も可 能で ある ．

　浸透 を判定す る場合に は 規則 を決め る必要が ある．我 々 の 浸透の 判定 の 際 に ど の よ うな規則 も

用 い る こ とが で きる が ， 有限サ イズ ス ケ ー
リ ン グ関数が規則に依存す る の で ，Pc（L ）は規則に 依

存 す る こ と に な る．こ こ で は
， extension 規則 と topological 規則を用 い る．前 者の 規 則 は ，　 d 次

元系で d 方 向の 内 の 少な くとも 1つ の 方向に ある ク ラ ス タ
ー

の 最大 の 長さが L を超 える と き，浸
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図 1； 2次元 イジ ン グ モ デ ル （q ＝ 2）の Tc（L ）の サ イズ依存性 ．　L
− 1／v

の 関数 として プ ロ ッ ト．但

し ， v ＝1．また系の サ イズ は L ＝ 64
，
128

，
256

，
512．

透 し て い る とみ なす．後者の 規 則 は，少な くとも 1 つ の 方向にある ク ラ ス タ ーが巻 きつ くときに

浸透 して い る と み なす もの で ある．

　我々 の ア ル ゴ リズム に は 1 つ 自由パ ラ メ
ー

タ が ある ．プ ロ セ ス 3 に お ける p の 変動量 △p で あ

る 、△ p → 0 の 極限で カ ノ ニ カ ル ア ン サ ン ブ ル に 近 づ くの で ，△ p が小 さ い 方が よ い が ，小 さな

△p で は平衡化す る の に 長 い 時間 が か か る ．実際的に は比較的大きな △ p か ら始め て ，p の 変動

をチ ェ ッ ク しなが ら徐 々 に 小 さな △p に 変化 させ て い くの が 効率的 で あ る ．平衡化の 過程に は 少

ない ス テ ッ プで 十 分で あ る．

　 こ の 方法 の 有効性 を示す た め
，

2 次元 強磁 性 2 状態 ポ ッ ツ モ デ ル （イジ ン グモ デ ル ） の 結果 を

示す．系の サ イズ と して は ， L 二 64
，
128，256 ，512 を扱 う．△p の値と して は 0．01 か ら始め て ，

徐 々 に減少 させ て 最終的な値 にす る ．こ の △ p の 最終的な値 と し て は 11（20 × L2）を選 ん だ．最

終的な △p の 値 を用 い て 平均 を とる ス テ ッ プ数は 100
，
000 ス テ ッ プ と して

，
そ れ ぞれ の サ イズ に

対 して 数回の計算 を繰 り返 し，統計誤差 の チ ェ ッ クを行 っ た ，

　Tc（L）の サ イ ズ依存性 を 1 図に示す．　extensiQI1 規 則 と topological 規則の 両方の 結果 を示 して

あ り，温度 の 単位 と して 」！kB を用 い る ．　p の 平均か ら Pc（L）を決定 し
，
　Pc（L 〕＝1 − e

−J／kBT ，・（L ）

の 関係か ら Tc〔L）を求めた ．こ の プ ロ ッ トで は
，
　 u の 値 と して 知 ら れ て い る 厳密 な値 v ＝ 1 を用

い た．最小 2 乗法を用 い て Tc が extension （topolQgical）規則 の 場合 に 1．1344（2）（1．1346（2））と

評価 される．こ れ は 厳密 な値 Iln（1 ＋　de）］− 1
＝ 1．1346 と良い

．一一
致を示す．なお，カ ッ コ 内 の 数字

は最終桁の 不確定性 を表す，こ こ で は 例示 の た め に u の 値と し て 既知の値 を用 い たが
， 決め る べ

きパ ラ メ
ー

タ と して 扱うこ と ももち ろ ん で きる．

　 PCC ア ル ゴ リズ ム で得 られ た エ ネ ル ギ
ー

ヒ ス トグ ラ ム f（E）を 2 図 に 示す．　 topological 規則に

よ る L ＝ 64 の 場合で あ る．温度
一

定 の 計算 に よ り得 られ たエ ネ ル ギ
ー

ヒ ス トグ ラム を 2 図 に 実

線で 示 して あ る．こ こ で 温度 と して PCC ア ル ゴ リズ ム で 求 め られ た Tc（L）を選 ん で ある ．　 PCC

ア ル ゴ リズ ム で 得 られ る p は Pc（L）の まわ りに非常に 鋭 い 分 布を示す の で
， 結果 的 に得 ら れ る エ

ネ ル ギ
ー

ヒ ス ト グ ラ ム は温度
一

定 の 計算 と区別つ かな い もの に な っ て い る ．す な わ ち ， 我 々 の ア

ン サ ン ブ ル が △p が 0 に なる極限で カ ノ ニ カ ル ァ ン サ ン ブ ル に 近 づ くこ と を意味 して い る ，IC ア
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図 2： PCC ア ル ゴ リ ズ ム と IC ア リゴ リ ズ ム に ＄る エ ネ ル ギ
ー

ヒ ス トグ ラ ム f（E ）．2 次元 イジ

ン グ モ デ ル で サ イズ は L 　・・　64で topological規則の 結果．温度
一

定の 計算に よる エ ネル ギ
ーヒ ス

トグ ラ ム を実線 に よ り示 して ある ．

＾

EV
創
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図 3： 2 次元 イジ ン グモ デ ル の 場合 の （m2 ＞の L 依存性．対数ス ケ
ール を用 い て い る，

ル ゴ リ ズ ム の エ ネル ギ ーヒ ス ト グラ ム も 2 図 に示 して い る が，高エ ネ ル ギ ー側と低エ ネル ギ
ー

側

の 両方 にすそ を引い て い る こ とが わか る，

　磁気的な指数 βを評価す るため に 磁化の 2 乗の 平均値 〈m2 ＞を L の 関数と して 3 図 に プ ロ ッ ト

して ある ．我々 の サ ン プ ル は p ＝p。（L），すなわ ち T ； 窺（L ）の まわ りに鋭 く分 布して い る の で ，

〈m2 ＞T 」＝　Tc（L）
i ・　 L

一2β／v

（2）

の 有限サ イズ ス ケ ーリ ン グ の 関係式 を使 うこ と が で き る ．傾 きか ら ，extension （topological）規

則 の場合に fi！v ＝0．125 （2）（0．126（2）〉と い う評価値が得 られ た が ，厳密 な値 1／8 （＝0、125）と良

い
一

致 を示す．

　我々 の ア ル ゴ リズ ム で は
， 最終的な Pc（L）の値 を求め る方法と して 系が 浸透 して い るか どうか

を判定 し，負の フ ィ
ードバ ッ クが か か る よ うな ラ ン ダ ム ウ ォ

ーク を用 い た ．決定論 的な過程 を取

り入れ られな い か など，次の p を見 つ け る方法の 提案 もあ り ［11亅，更 なる改 良が望 まれ る．

　臨界点 Tc の 分布が 重要 となる ラ ン ダム ス ピ ン 系 ［12］の 研究な ど に お い て は，　 PCC ア ル ゴ リ ズ

ム は そ れ ぞれ の ラ ン ダム サ ン プ ル の 臨界 点 を自動的 に求め られ る の で ，特 に 有効で あ る ．他 に も

量子 モ ン テ カ ル ロ 法 の ク ラ ス ターア ル ゴ リズ ム へ の 応用な ども可能 で ある ．
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3　ブロ
ー

ド （フ ラ ッ ト） ヒス トグラ ム 法

　ブ ロ ー
ドヒ ス トグ ラ ム 法は Oliveira等 ［5】に よ り提唱 され た手法で マ ル チ カ ノ ニ カ ル 法に 似

て い る面 もあ るが ，考え方 にか な り違 い もあ る．まず注 目す る 物理量が ポ テ ン シ ャ ル ム
ー

ブ と

呼ば れ る量 N （σ
，
△E ）で あ る．こ こ で σ は ある配置 を表 し，シ ン グ ル ス ピ ン フ リ ッ プ に よ りエ

ネル ギ ーが △ E だ け変化す る可 能な数 を表す．イジ ン グ モ デ ル の 場合は N を ス ピン数 と して

Σ⊃△ EA
「

（σ ，△ E ）＝ N となる ．こ こ で g （E ）を エ ネル ギ
ー状態密度 として

9（E ）（N （σ ，
△E ）＞E ＝9〔E ＋ △ E ）〈N （σ

’

，

一△ E ）＞E ＋ △E （3）

の 関係式が成 り立 つ こ と に注目す る，こ の式 をブ ロ ードヒ ス トグラム 方程式 と呼ぶ ．〈／＞（σ ，
△ E ）＞E

は
，

エ ネル ギー E を指定 した N （σ ，
△ E ）の ミ ク ロ カ ノ ニ カ ル平均で ある ．従 っ て

， 遷移確率 を

　　　　　　　　　　・（・ 一 ・ ・ △E ・− m ・・ （1，

（

懸，4×11scEi＞S．’
△ E

）　 　 …

に よ り新 しい 配置を作 っ て い けば
， 配置の 出現確率が P（の （x1 ／g（E （σ ））とな り， 平 らなヒ ス ト

グラム が得 られ る こ とになる．しか し ， （4）式 で 〈N （σ ，△E ）＞E の 値は前 もっ てわか っ て い な い の

で
， 適当な初期値か ら出発 して モ ン テ カ ル ロ を進め て い く上 でそれ まで の 累積値を使 うこ とが考

えられ る，Oliveira等の 最初 の 頃 の 論文 ［5】にお ける こ の選 び方が エ ル ゴ ー
ド性 を満足 しな い も

の で あ っ た ため に批 判の 対象とな っ たが，Wang 　［6］の フ ラ ッ トヒ ス トグ ラ ム 法で解決され て い る，

なお，＜N （σ ，
△ E ）＞E の 初期値 は適当な値で よ く，マ ル チ カ ノ ニ カ ル 法 圈 で 初期デ

ー
タを決め る

ため の 準備が必 要である の と比 べ て簡便である．

　ポ テ ン シ ャ ル ム
ー

ブ N （q △E ）は系の ダイナ ミ ッ ク ス を決める と共に ，

　　　　　　　　　　　　　
9（E 十 △ E9

（E ）

）
一

〈ノ〉揚
（
茎蠡｝盗△ E　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）

の 関係式に よ りエ ネ ル ギ
ー

状 態密度の 決定に使 われ る．（5）式の 右辺で は累積値を用 い れ ば よい

が ，△E は 1通 りとは限 らな い の で ，決め るべ き g（E ）の数 よ り多い 関係式が得 られ る こ とにな

る．こ の こ とを逆 に利用 して g（E ）を精度良 く決定す る ような工 夫 もされ て い る ［13】，任意の 物

理 量 の 熱平均値は ，
エ ネ ル ギ

ー
を指定 した ミク ロ カ ノ ニ カ ル 平均 A （E ）の測定量か ら

　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫A （E ）9（E ）・
−fiE　dE

　　　　　　　　　　　　　　　＜A ＞＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （6）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫9（E ）e7 βEdE

の 式で 計算 され る 。

　最近 ，
Lima 等 ［14］と Oliveira［15］が ブ ロ

ー
ドヒ ス トグ ラ ム 法に つ い て 言及 して い て ，方法 に

関する 理解が進ん で きた，

1．（N （E ，
△ E ）＞E を求め る こ とは ダ イナ ミ ッ ク ス と は 独立 な問題 で ，例 えば カ ノ ニ カ ル シ ミ ュ

　 レーシ ョ ン で もよ い ．

2．従 っ て ブ ロ ー
ドヒ ス トグ ラ ム 方程式 （3）を用 い て 状態密度 を計算す る場合 に 異 な るエ ネ ル

　 ギ
ー

の ヒ ス トグ ラ ム の 相対比 は問題で な い ．
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　 3．ブ ロ ー ド ヒ ス トグ ラ ム 法は reweighting とは直接関係ない 考え方 で あ る．

　4．ブ ロ ー ドヒ ス トグ ラ ム 法に お い て は 同 じエ ネ ル ギ
ー

を と る状態を均等にサ ン プ リン グす る

　　　ダイナ ミ ッ ク ス を用 い る こ とが 重要 で あ る ．

などの 指摘 を行 っ て い る ．

　なお ， 研究会の 直後に Wang 　and 　Landau ［16］カ§拡張 ア ン サ ン ブ ル 法の 1つ と して 状 態密度 を

高精度に計算で きる ア ル ゴ リズ ム を提唱 した．2次転移，1次転移の 両方に有効で あ る こ とが示 さ

れ て い て 注 目され る こ とを
， 最後に付け加 え る，

参考 文献

［1］R ，H ．　Swendsen　and 　J．　S．　Wang ，　Phys ，　Rev ．　Lett，58 （1987），
86．

［2］U ．Wolff
，　Phys．　Rev．　Lett，60 （1988），

1461；62 （1989），361．

［3］B．A ．　Berg　and 　T ，　Neuhaus ，　Phys。　Lett．　B　267 （199i）， 249；Phys ．　Rev．　Lett，68 （1992），9，

［4］K ．Hukushima 　and 　K ．　Nemoto ，　J．　Phys ．　Soc．　Jpn．65 （1996），
1604．

【5］P．M ．　C ．　de　O 【iveira，　T ．　J．　P．　Penna ，　and 　H ．　J，　Herrrnann，　Braz．　J，　Phys ．26 （1996 ），
677；

　　 Eur．　Phys．　J．　B　1 （1998），
205．

［61J ．−S．　Wang ，　Eur．　Phys．　J．　B　8 （1998），
287．

｛7］P．　W ．　Kasteleyn　and 　C ．　M ．　Fortuin
，
　J．　Pllys．　Soc．　Jpn．　Suppl．26 （1969），

11；C．　M ．　Fortuin

　　 and 　P．　W ．　Kasteleyn
，　Physica　57 （1972），

　536．

【8］A ．Ferrenberg　and 　R．　H ．　Swendsen，　Phys ．　Rev ．　Lett．61 （1988），
2635，

【9】Y ，T （）mita 　and 　Y ．　Okabe，　Phys．　Rev ．　Lett．86 （2001），572．

［10］J．Machta ，　Y ．　S．　Choi ，　A ，　Lucke ，　T ．　Schweizer
，
　and 　L ．　V ．　Cllayes

，
　Phys．　Rev ．　Lett．75

　　（1995 ），
2792 ；Phys．　Rev ．　E 　54 （1996），

1332 ，

［11］R ．H ．　Swendsen，　private　communication ；J．−S．　Wang ，
　private　communication ．

［12］S．Wiseman 　alld 　E．　Domany ，　Phys．　Rev．　Lett，　81 （1998），22；Phys．　Rev，　E　58 （1998），
2938．

［13】J．−S．Wang 　and 　L 　W ．　Lee ，　Comp ．　Phys ．　Commun ．127 （2000），
131； J．−S，　Wang ，　Prog．

　　Theor ．　Phys ．　SuppL　138 （2000），
454．

［14］A ．R ．　Lima ，　P．　M ．　C ．　de　Oliveira，　and 　T ．　J，　P．　Penna
，
　J．　Stat．　Phys ．99 （2000），

691．

［15］P．M ．　C．　de　Oliveira，　Braz．　J．　Phys ．30 （2000），
195 ，

［16］F ．Wang 　and 　D ．　P．　Landau
，
　cond −mat ／0011174，

一 868 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　Servioe

　 「


