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　本論文 で は ， 希 薄な粉体流 の 連 続体モ デル に よる 記述 を試み る．粉体流 の 特徴の
一

つ と し て ， 粒

子 の 大 き さが 巨視的な 流 動 の ス ケール と比 較 して 無 視 で き な い た め，粒 子 の 回転 が 速度場 に影響を

及 ぼすとい う点 が 挙げ られ る．こ の 特徴 を 連続体モ デル に 取 り入れるた め，流体 の 構成要素の 回転

の 自由 度 を ， 角 速度場 及 び 偶応 カ テ ン ソル と非対称な 応カ テ ン ソル に よっ て 考慮 し た ， 極性流体モ

デル を 採用 す る．角運動量 の 輸送係数，及 び 回転 と並 進 の 自由度間の 運動量の 輸送係数を ， 初等輸

送論 を 用い て 見積 り
，

一
様な斜 面 流 の 速度及 び 角速度プ ロ フ ァ イ ル を計算する．こ れ らの 結果 は 数

値実験 で 得 られ た プ ロ フ ァ イ ル を よ く再現す る こ とを示す．

1　 極性流体 と粉体流

　粉体系は ， 巨視的な大き さを持 っ た粒子 の集団で あ り， そ の相互作用は散逸的 で あ る．

粉体流の 巨視的な挙動を記述する理論を構成 しよ うとす る試み は古くか ら行われて い るが，

まだそ の よ うな枠組み は確立 され て い ない ．粉体系 の 解析的な取 り扱い を困難に して い る

要因 の一
つ と して ， 粒子 の 大き さが 巨視的な流動の 長 さの ス ケ

ー
ル と比較 して無視で きず，

ス ケ
ール の分離が困難で ある こ とが挙げられ る．

　こ の よ うな構成要素が 内部自由度を持 つ 流体を記述 する枠組み と して ，極性流体 （1］が

ある．極性 流体モ デル は ， 構成要素の 回転を独立変数 として 取 り扱い ， その速度場 との 結

合 を考慮 した モ デル で あ り ， 粉体系を記述 する の に適 した流体力学的枠組み とい える．本

論文では ， こ の 極性流体モ デル を希薄な粉体流に適用 し， 方程式に現れ る粘性係数を初等

輸送論に基 づ い て評価す る。また ， こ の モ デ ル が ， 希薄な粉体斜面流の 数値実験で 得 られ

た
一
様定常流の 性質を よ く再現す る こ とを示 す．

2　極性流体の 方程式

　極性流体 モ デ ル を構成す る方程式 は，通常の 流体力学 と同様 に各保存則か ら得 られ る

［1】．質量 mp 慣性モ
ー

メ ン ト1 の 粒子 か ら構成 され る系 では ， 粒子数密度 を n ， 速度場を

v ，角速度揚 を w とし て ， 質量保存則 ， 運 動量保存則 ， 角運動量保存則 よ り， それ ぞれ

　 Dtn　＝　
− nOiVi

，

mnDtVi 　＝　fi十 ∂
ゴ亀¢ ，

」・ D ，ω i − o
，
C 」i＋ ・1α ）

（1）

（2）

（3）

lE −mail ・
　 namik ・＠stat ．phy ・．kyushu−u．ac ．jp
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が得 られ る．こ こ で，ラグラン ジ ュ 微分 Dt ＝ 農＋ v ・▽ を用い ，添え字にはアイン シ ュ

タイ ン の 規約を用 い た ．S ， 0 はそれ ぞれ応力及 び偶応力テ ン ソ ル で あ り，
　 f は体積力を

表す．s（
a ）は ， 応力テ ン ソル の 非対称部分に よ り生み出 され る トル クで ，

　　　　　　　　　　　　　　　　 ・1αL 、ゴ諏 　 　 　 　 　 　 　 （4）

で ある．こ こ で ， 殉 此 は エ ディ ン トン の イ プシ ロ ン （完全反 対称テ ン ソ ル ）である 。

　これ らの 表式を実際に用 い るため には ， 応カテ ン ソル と偶応カテ ン ソル の 構成方程式が

必要で ある．本研究で は ， 速度及び角速度 の 勾配 の 1 次 の 項ま で で構 成した等方テ ン ソル

を採用す る ［1］．す る と ， 応力 テ ン ソ ル S 及 び偶応 力テ ン ソ ル 0 は ， 以 下 の 式 で 表 され る．

　　　 5i
ゴ　　＝　　（

− p 十 λ∂kVk）δ毎 十 Pt（∂室uゴ
ー
ト∂bVi）十 μア ［（∂ε”ゴ

ー∂bVi）− 2e吻た電∬鳶］，　　　　（5）

　　　α・
一 ・・∂編 ＋

μβ

吉
μA

（∂μ ゴ＋ es・　Wi ）＋
μβ iμみ

（伽 ・
一
伽 の・ （・）

こ の 構成方程式 は ， ナ ビエ
ー

ス ト
ー

ク ス 方程式で記述 され るニ ュ
ー

トン 流体 の 自然な拡張

で ， μ，
＝ o の とき（5）式は ニ ュ

ー
トン 流体の 応力 テ ン ソル を回復す る．（5）式 ， （4）式よ り，

　　　　　　　　　　　　　　 s（
a）

＝ 2μr（rotv 　一　2w ）　　　　　　　　　　　　　　（7）

とな り， 角速度場 W が ， 速度場の 回転 毒rotv に
一致す るよ うに緩和 して い くこ とが わか る．

3　極性流体 と して の 希薄な粉体流

3．1　 初等輸送論に よる輸送係数の 見積も り

　（5）式 ， （6）式 には ， 複数の 輸送係数が現れ て い る． こ の 節で は ，
こ れ らの 係数 の うち ，

一
様 定常流を考え る ときに現れ る もの を ， 初等輸送論を用い て見積 もる．なお ， 本論文で

は 2 次元系を取 り扱 うが ， 3 次元系へ の 拡張は容易で ある．

　2 次元円板が平面 内を 1方向に流れて い る系 の 定常状態を考える．速度を v ＝ （u （y）， O），

角速度を w ＝ω （y）とする と ， 構 成方程式 （5）， （6）よ り，

　　　　　　　　　　　 Syx　＝ 　μ 』

’

（写）十 μr（u
’

（y）十 2ω （y）），　　　　　　　　　　　　　 （8）

　　　　　　　　　　　 Cvz　＝　μB ω
’

（y）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （9）

が得 られ る．Syxは y　＝ ・　const ．の 平面が単位時間単位面積当た りに うける X 方 向の 力 ，　Cyz

は 写
コ const ．の 平面が単位時間単位面積 当た りに うけ る z 方向の トル クを表 して い る 。 以

下で ， μ， μr ， μβ を初等輸送論を用い て評価する 。

3．2　μの 見積も り

　μ は ニ ュ
ー トン流体の 動粘性係数 に対応 し ， そ の 導出は ［2］などの 統計力学 の 教科書に

あるが，後 の 議論 の た めに こ こ で簡単にま とめて お く．
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　y ＝ y 　＝ 　const ．の 平面を横切る粒子 に よる ， 単位時閻単位面積あた りの 運動量輸送を考

える．粒子の 平均 自由行程を‘， 数密度を n ， 質量を m ， y 方向の 平均 の 速 さ （速度揺 らぎ

の 幅）を O とする と ， 単位時間当た りに y ＞ Y か ら y ＜ Y へ 平面を横切 る粒子 と y ＞ Y

か ら y 〈 Y へ 平面 を横切 る粒子 に よる運動量輸送の 差よ り，

　　　　　　　　　Syx 〜nOm ［u （Y ＋ 1）
− u （γ

一1）］　N 　nOmlu
’

（y ）　　　　　　 （10）

が得られ る．これを （8）式 の第
一

項 と比較すれば ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　 μ
〜 nUml 　　　　　　　　　　　　　　　　　 （11）

と評価で きる． 2 次元で は ， 粒子直径 を d と して ， 1〜 1／（nd ）なの で ， 次式が得 られ る．

　　　　　　　　　　　　　　　　　μ
〜｛）m ！d．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12）

3．3　μβ の 見積 もり

　μB の 項は
， y ＝ Y の 平面 を横切 る粒子 に よる

，
単位時間単位面積 当た りの 角運動量輸送

に 起 因 し ， §3．2 の 質 fi　m を慣性 モ
ーメ ン ト 1 に ，速rc　u （y）を角速度 ω （y）に置 き換 えれ

ば ， μ と同様の 手順で 評価 で きる．そ の 結果，

　　　　　　　　　 Cyz 〜 nOl ［ω （y ＋ の
一

ω （Y
− 1）］　A ・　n ”llω ’

（Y ）　　　　　　 （13）

が得 られ ， （9）式 と比 較すれ ば

　　　　　　　　　　　　　　　　　μB 〜nVlt 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）

と評価で き る．粒子 が 2 次元 円板の 場合 ， 1 ＝ md2 ／8で あるか ら， 結局次式が得 られる．

　　　　　　　　　　　　　　μβ
〜nlml ・d2　r）Imd ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）

3。4　μ，
の 見積も り

　μr の 項は ， 回転 の 自由度 と並進の 自由度 の 間の運動量の輸送係数で あ り， これ は粒子

間衝突に起因す る．表面 が粗 く，衝突時に接線方向にも力が働 くよ うな粒子間の ， 境界面

y ＝y の 近傍で の 衝突 を考えよう．上側の 粒子 と下側 の粒子の 接触点の 速度差 △ V は ，

　　　△ v − ［・ （Y ・ 1）藩 （Y ・ 釧一［u （y − 1）茅 （y 一釧
　 　 　 　 　 　 　 　 d

　　　　　　
一

許 （y ）＋ 2・】　 　 　 　 　 　 　 　 　 〔16）

で ある．衝突
一

回当りの 接線方向 の 運動量輸送 △p は ， 接触点の 速度差に比例す る と考え

られ，△p 〜   △ V が得 られ る．一方 y ＝Y 近傍 の 幅 d の 間で単位時間 ， 単位長 さ当た り

に衝突が起 こ る頻度は η ％d2 と評価 でき る の で ， こ の 過 程 に よ る y ＝y の 平面 を通 した

運動量輸送 は

　　　　　　　　　　　　Syx 〜 占 md3 （u
’

（Y ）＋ 2ω （y ））　 　 　 　 　 （17）
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となる．（8）式の第 2 項 と比較すれば次式が得 られ る．2

μ。
〜n2Umd3 ． （18）

3．5　 粘性係数の 比

　 こ れ らの 結果 か ら ，

　　　　　　　　　　　　　　 塑 一 d2
，

生 噸 d2）
2

， 　 　 　 　 　 （19）
　　 　　　　　　　　　　　　 　μ　　　　　　μ

と評価で きる．（3）式 ， （6）式 ， （7）式を見て もわかる通 り， μB は μ， 侮 と次元が長 さの 自

乗だけ異なるこ とに 注意が必 要で ある．従 っ て ， 他の粘性係数 と比 較 して μβ の 大き さを

評価す るには ， 巨視的な流動の ス ケール L を導入 して無次元化する必要が あ り， こ こ で述

べ た
一

般論の 範囲では評価で きない ．ただ，μ 及び μβ の 導出で特徴的な長 さとな っ て い

る平均 自由行程 ‘を用い て無次元化すれ ば （μB ／12）／μ 〜（d！l）
2
とな り， 分子気体の よ うに

d／1＜ ＜ 1， Z＜ ＜ L の 場合には μβ が十分小 さい とい えよ う．一方で ，粒子 の 大 き さ程度

の 面積あた りの 粒子 数が無 視で きな い 場合は
， μr が μ と比 べ て 無視で きな くな り，個々 の

粒 子 の 回転が速度場 に及ぼす影響が大 き くな る．

3．6　斜 面上の 一様流

　最後に 具体例 と し て ， 極性流 体モ デ ル を用 い て 2 次元系で の斜面上 の
一
様定常流の 速度，

角速度プ ロ フ ァ イ ル を計算 し ， それ が数値実験の 結果を よく再現す る こ とを確か め る．

　 2 次元系で の斜面 上 の 粉体流を考え
， 斜面 に 沿 っ た方向に コc 軸 ， 斜面 に 垂 直上 向きに y

軸を とる．一
様定常流 ， すなわち n ＝ n （y）， v ＝ （u （y），

O）， ω ＝ ω （y）を考える と，連続

の 式 （1）は 恒等式 とな り ， Xty 方 向 の 運 動方程式 と
， 角速度の 方程式 と し て

， 以 下 の 3 つ

の式が得 られ る ：

ρgsinθ十 ∂y［（μ 十 μア）∂yU 十 2μr切　＝　0
，

　　　　　　　　
一

ρgcos θ一∂シP　＝　　0，

　　
− 2μr（∂yU

一
畢
一2ω ）十 ∂y【μβ∂

ツ
ω］　　＝　　G・

（20）

（21）

（22）

こ こ で ， ρ
＝

ρ（y）＝mn （y）とした ．理 想気体の 状態方程式

P ；nT （23）

を採用 し ， さらに温度
一

定の 仮定 T ＝ T ＝ COIIst ．をお くと， （21）式か ら密度の プ ロ フ ァ

イル と して次式が得 られ る．

　　　　　　　　　　 ρ（y）＝

ρoexp （− y／h），　 h ＝ T1 （mg 　cos θ）．　　　　　　　　　　　　　（24）

　
2
文 中に も述 べ たが，球また は 円を考 え る場合 ， μr は ， 粒 子 表 面の 粗さの 効果 な どで 接線 方向の 運 動量 が輸

送 され ない 限 りあらわれ ない ．こ の 効 果 を ， 接線方 向の 反発係 数 βを nxV
’
　 ・一β（nxV ） （n は動 径方向

の 単位ベ ク トル ，V （
’

）は衝突前 （後）の 接触点の 相対速度）と導入 し て 表現すれば，省略 された係数の 中に

（1 ＋ β）に比 例す る項 が あ らわれ る で あろ う．こ こ で，β蕭一1 が，粒子 表面 がな め らか な極 限を表 して い る．
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巨視的な流動を特徴付ける長 さス ケール L は ， こ の 密度の 緩和長 h程度であ る と考え られ

る．（24）式 と （19）式 を用い ると，定数 α ，βを用い て

　　　　　　　　　　　　坐 一 α ・xp （− 2y／h），

塑 一 βd2， 　 　 　 　 （25）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 μ　 　　　 　　　　 　　　 　 μ

と表す こ とが で き る，（25）と μ が 定数 で ある こ とを用 い れ ば ， （20）式 ， （22）式 よ り

　　　　　　　　　　　　・（・）一
一e

− ・ 一萼撃
）

・ a・ 　 　 （26）

こ こ で ， ｝
厂

≡ y！h ， E ≡ d／h，
　 a（y）＝ u （y）1（ρogh2 　sin θ／μ），

　 tl）（y）＝ ω （写）／（ρogh 　sin θ／μ）

と し， また無限遠 （y −
・．oo ）で は境界条件 Syx＝＝ ・O を課 し た．　 Co は積分定数で あ る．また ，

め（Y ）に つ い ては

　　　　　　　　
d
繋L ・

α ex

髫寰
2γ1
［
e

弩…盞ま茎劉 一 ・
， 　 ・27・

が得 られ ， そ の解は積分定ta　A，　 B を用い て

di（γ）＝Adi・（γ）＋ β02（y
「
）＋ dip（Y）， （28）

と表 される．こ こ で ， η
＝exp （

− Y ）とす る と，　 di1， の2 ，　 dipは無限級数を用 い て以 下 の よ

うに与 えられ る：

cbi 一 嵩・融 ・ 一 ・
，　b2k　一 　［“t2

　一・・k − ・・懼 ・ 　 （29・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 oo

　　‘1）・ ＝ ω ・（η）1・9η＋ Σ ・・kη
2k

，
・・

＝ 0
，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k＝1

　　　　　　…
一 ［誰、

一（・k − ・）
2

］器
一

（劃誰・ ・（k − ・）］b・・一・・ （・・）

娠 罍一
2た＋1

一 轟， … ＋1 − ［
　4
　　　−

（2k − 1）
2

βc2 ］、崙 ・
・（…

これ らの 結果 を ， 離散要素法を用い た数値実験 ［3］の 結果に フ ィッ テ ィ ン グ した もの が 図

1 に示 して ある．まず図 1（a）を見る と ， 理想気体の 状態方 程式 と温度一定 の 仮 定によ っ て

得られた密度 の プ ロ フ ァ イル が よ く数値実験を再現 して い る．プ ロ フ ァ イ ル を （24）式 に

フ ィッ トする と ， h 〜 2．24 よ り， 〜 2．0 とい う評価が で きる．図 1（b）と比 較す る と ， こ れ

は密度が 高い 床付近の 温度 と同程度で あ り， 仮定が妥 当で あ る こ とが わか る．

　密度プ ロ フ ァ イル か ら得 られた h の 値を用い ， 境界条件 として u （0）， ω （0）に数値実験で 得

られた値を代入 し， α
，β，μ／ρo ，∂yω （0）をフ ィッ テ ィ ン グパ ラメータとして ，角速度及び速度プ

ロ フ ァ イル （28）式 ， （26）式を数値実験結果に フ ィッ トした の が図 1（c）， （d）で あ り， よい
一

致

を示 し て い る．こ の 時の 各パ ラメ
ータ の 値はそれぞれ μ／ρo 〜 0．95， α 〜 0．10， β 〜 0，12，

ω
t
（0）〜 2．9 で ある．初等輸送論 の 見積も りと数密度 の 値 に よれば α 〜 （nod ）

2
〜 0．1 ，

β〜118で あるの で ，
パ ラメ

ー
タ の オ ーダーも見積もりと矛盾が ない こ とが わか る．また ，

図 1（e）を見 ると， 特 に境界付近で個 々 の 粒子 の 回転が励起 され ， 速度場の 回転 との ずれが
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図 1： シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン か ら得 られ た （a ）数密度 n （y）， （b）温度 T （y）， （c ）角速度場 ω （y），

（d）速度場 u （y）， （e）速度場 の 回転 と角速度 の 差 賽▽ × v − w ，
の プ ロ フ ァ イ ル ．黒丸は シ

ミュ レーシ ョ ンデータか らえられたもの であ り， 実線 は極性流体 モ デル の 解をフ ィッ トし

た結果 で ある．（c）， （d）， （e）の 実線は方程式 の 数値解で ， （c ）， （d）の 破線は級数解 （29），

（30）， （31）を k ＝5 ま で の 稲で 近似 して得 られた曲線 （実線 とほ とん ど区別で きない ）．

大き くな っ て い る．モ デル は こ の ずれもよく再現 して い る．遠方 （y → oo ）で 再びずれが

大き くなる傾 向が 見 られ るが ， こ れは ， 数密度が低 い た めに ， 衝突によ っ て 引き起 こ され

た個々 の 粒 子 の 回転が ， 平均値 ω に大き く寄与する こ とに因る と思 われ る．

4　 結論

　希薄な粉体流を記述するモ デル とし て極性流体方程式を採用 し，方程式に現れる粘性係

数を初等輸送論 を用い て 見積もっ た．こ の 方程式 を用 い て ，斜面流の
一

様定常解 の 速度及

び角速度プ ロ フ ァ イル を計算 し た．そ の 結果は，離散要素法を用 い た数値実験 の 結果をよ

く再現 した．極性流体 モ デル の 適用範 囲を明 らか に する の は今後の 課題で ある。
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