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1　 は じめ に

　Bingham 流 体 ［1，
2

，
3］とは、塑性体の モ デル の ひ と

つ で、簡単に言えば
“
静止 摩擦をもつ Newton 流体

”
の

こ とで ある 。 通常の 流体で は 、剪断応力の もとで 静止

状態 は あ りえ ない の に対 し1、塑性体は、剪断 応力 の 大

き さが あ る 限 界 値 （降伏応力）τ、 を超える まで は 固体

的に 応答 し 、剪断応力が T、を超 え る と降伏 して 流 動

化す る。 Blngham 流体の 単純剪断 流の 場 合、流動状態

にお け る 応力 ア と速度勾配   （＝∂x ω ＞ 0）の 関係は

r ＝r＊ 十 η7 （1）

の よ うに な る 。 非流動状態をも含 む 構成方程式 は、単

純剪断流 の 場合 、

・…
＝｛1− ，．

　
、g。 ，。 ，

　［1；1：：ll （2）

で 与え られ る （図 1）。もし も τ、→ 0 とすれ ば Newton

流 体 に な る。

　静止 摩擦をもつ 系に は、運動が な い 状態 で も剪断応

力 が 消 えず に残 る とい う特徴が あ る。た とえば 、斜面

の 上 に 置か れ た お も りや、壁 の 上に 塗 っ たペ ン キ
2
は、

あ る限 度まで なら、静止 し た ま ま 自分の 重 さ を支 え る

こ とが で き る。も し もペ ン キ が Newton 流体だっ た ら、

τ

τr

γ

一
τ．

流体層は静止 状態を維持す る こ とが で きず、液膜流 と

なっ て 流れ落ちて し ま うはずだ。これ らは、重力によ

る 剪断応力の 例 で あ る。

　弾性 を もつ 系 で は、さらに 、内部ひ ず み に よ る剪断

応力が存在する。たとえばチ
ーズ や うい ろ うを切断し、

ゆ がめ て 再び 貼 り合わせ る （りこ とを考えよう
3。こ の

よ うなひ ずみは 、系 の 内部に剪断応力を生 じ させ る。

弾 性 体 な らば切 断 す る必 要 が あ るが 、弾塑性体なら、

流動 に よ っ て 似 た よ うな 状態 を 作 る こ とが で き る ［7］。

また 、通常の 粘弾性体で は剪断応力を弱める よ うな流

動が生 じて 、そ の 結果、時間が た つ と内 部ひ ずみは す

べ て 消失す るが、粘性部分に静 止 摩擦的なもの が ある

と、剪断応力が い つ ま で た っ て も 緩 和 せ ず 、い わ ば、

変形が
“

静止 摩擦 で 引 っ か か る
”

こ とで 、内部ひ ずみ

によ る応力が 残留す る 。 弾塑性体が残留応力を生 じ る

こ とは 工 学的に も重要だ し ［81、粉粒体の 静止 応力状態

を 考 え る うえで も 参考 に な るに 違 い ない
4。

　 以 下で は、剪断変形 に よ る残 留応 力 を 生 じる よ うな

な る べ く単純な系の 例 とし て 「割箸モ デ ル 」 を提 示 し 、

その 連続体版 とし て、Bingham 弾塑性体の 1 方向流 の

支配方程式を定式化す る。こ の 系の 時 間発 展 は 、弾性

波モ
ードと応力 渦 度モ ードに 分解で きる。応力渦度は、

内部ひ ずみ に よ る 残 留応 力 の 指 標 で あ る。塑 性 流 動 が

生 じな い 場 合、系は完 全 に 弾性的で あ り、弾 性 波 モ ー

ドが 2 次元波動方程式に従 うこ と、お よび応力渦度が

各点ご との 保存量にな る こ とが 分 か る 。 他 方、塑性流

動が存在す る場合 に は 、応力渦度はもはや保存量で は

な い 。例 と して 、数 値 的 に 求 め た 非定常な 応力場 を弾

性波モ
ード と残 留 応 カ モ ード （応力 渦 度）に 分解 し 、塑

性流動 に より応力渦度が 生 成 され る様 子 を示 す 。 最後

に 、「割箸モ デル 亅 を離れて 、よ り一般的な 3 次元 の 変

形に 対 して残留応力を定式化す る問題につ い て 考える。

図 1： Bingman 流体 で の 応力 T とひ ずみ 速度 タの 関係

　
ホ
電 子 メ ール ： ＜oeshida ＠damp ．tottori −u ．ac ．jp＞

　
！
こ れ は ほ とん ど 流体 の 定義 で あ る ： 文 献 ［4，p．37］を見 よ。

　
2
もちろ ん ．ペ ン キ は 単純な Bingham 流 体などで は な く、実際

の 挙動 はか な り複 雑 で あ る 。ペ ン キ の 流動につ い て は 、「流れ る固

体」 ［51 とい う
一一

般 向 け の解説 書 に 、写 真っ きで 解説 が載 っ て い る。

　
3
こ こ で 考えて い る変形は、Votterra の 転位構 成 i6，　p．535］に

よ っ て 螺旋転位を作るよ うな変形で ある。ただ し、結晶で は な く連

続体 を考 えて い るの で 、Burgers ベ ク トル は 連続的 な値を とる。
　

4
た とえば離散要素モデル （DEM ）を考えよ う。静止摩擦 で運 動

が止 め られた結果、接線方向の バ ネが伸び た ままの 状態で固ま っ て

し ま う とい うの は 、い か に もあ りそ うな話 だ。
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2　モ デル の 構築

2ユ 　 ミニ マ ル モ デル

　弾塑性体に お け る残留応力を定式化し、その 生成過

程を考察 した い の だ が 、そ の た め に は弾塑性 モ デル を

特 定 しな け れ ば な らな い 。

　モ デル に は 、写実主義的なモ デル と図式主義的なモ

デル が あり、それ ぞ れ 目的が違う。 だか ら、研究者 は、

ど ちらの モ デ ル を扱 うの か 明確にす る必要が あ る。今

こ こ で 私たちが や りた い こ とは 、物 質 の 個別 性や
一

般

的な 3 次元変形 を考 え て 現実的な 系 の 挙動 を再 現す る

こ とで はなく、弾塑性体に お ける残 留応力 を概念的に

明 らか にす る こ とで あ る。つ ま り、こ こ で の 立 場 は 明

らか に 図式主義だ。こ の こ と は、もちろん 「オ モ チ ャ

だ か ら現実を 再現 で き な くて もい い 」 とい う消極的な

意味で は なく、
「現実にあ り得る構造 を、（写実性 を犠

牲に し て で も）よ り明確 に示 す 」 とい う積極的な意味

を もつ 。構 成 を 可 能な限 り単純化 して 図式主義に徹し

た モ デ ル が ミ ニ マ ル モ デ ル で あ り、非 自明 な 結果 を 、

最低限の 設 定で 明確に示す こ とが 要 求 され る 。 出 て く

る結果 よ り も与え る設定の ほ うが多か っ た りした ら、

図式主義的なモ デル と して は 失敗で あ る
5。

　以下 、私 た ちは 、なるべ く簡単な設定を用い て、「微

視的な構造や変形履歴 を参 照 しな くて も残留応力 を定

式 化で きる こ と」 を示 す。要点は、応力場が テ ン ソル

で なくベ クトル であらわせ る よ うな系を考えれば、応

力場を 応 力波の 成分 と 内部 ひ ずみ に よる成分 に 分解す

る 方 法 を陽 に 示 せ る、とい うこ と に あ る。

2．2　 割箸モ デル とその 連続体版

　私た ちは 、図 2 に あ る よ うな 「割箸 モ デル 」 か ら 出

発す る。こ の モ デ ル で は 、運 動量を担 う 「割箸 」 が λ

程度の 微小 間隔で 平行に 並んで い て
6、それ らの あい だ

を ゴ ム ひ もが つ ない で い る。割箸は質量をもち、軸方

向 （z 方向）に 動 くこ とが で き る が 、それ 以外 の 運 動は

で き な い よ うに 拘束 され て い る 。
ゴ ム ひ もは 張力 To

　 5 こ の よ うな批判を恐れ てか、研究 会で は 「『ミ ニ マ ル モ デ ル 』 と

言 っ て はい けない 」 とい う風潮 が参加者の あい だに 広 ま っ た が、こ

れ では 本末転倒だ。批判を避 けるの で はなく、批判に耐 え られ る よ

うなす ぐれ た ミニ マ ル モ デル を提示 す るこ とこ そ重要で あ ろ う。
　 6

た だし 、「微小 」 とは 言 っ て も、熱運動が効 くほ ど小 さ くはな

い もの とする。流体力学で い う 「流体要 素」 と同 じで 、流動 に関 し

て は微 小要素で ある が、局所 熱平衡 を想定で きる程度には大 きい 。

　 　 　 　 　 　 　」」 ．

　 　 　 　 　i譲・1　　　 ；孅 ：

黜羅 嶬一 難
　 　 　 　 　 　 　 　 　 ISI　

　　　　　…韆…　　 ：藻・

　　　　　i黼 i

図 2： 割箸モ デ ル

で 張 られ て お り、両側 の 変位 の 差 Sijに 応 じ て
7、　 z 方

向の 復元力 ノ＝乃殉 ハ を発 生 させ る （線形弾性 を象

徴）。 復元 力 ∫がある 限度を超えると、ゴ ム ひ もと割箸

の あ い だ に 、超過 した 力に 比 例 した速 さで すべ りが生

じ る （Bingham 塑性を象徴）。す な わ ち、割箸の あい だ

に は 、Bingham 的 ダ ッ シ ュ ポ ッ トとバ ネ と を直列 （変

位加法的）に つ ない だ よ うな相互作用が存在する。

　次 に 、「割箸 モ デル 」 に 対応す る連 続体モ デル の 運

動学を 、Lagrange 変ta　a ＝ （x ，Y ，x）から Euler変数

r　・＝（X ，
Y

，
　Z ）

へ の 写像 と して 定 式 化 し よ う。こ の 写 像

は 、く＝ζ（x ，y ，
t）を用 い て 次 の よ うに 書 け る ：

a ＝ （π ，Y，　z ）冖 r 」 （x ，　Y ，　z ）一（x ，・Yl　rr＋ く）・（3）

速度場は

・ 鴫 ）。

一姻 ・ 一胤 一ζ

で 与 え られ る。こ こ で w ； w （x ，y，t）で あるか ら、流

れ は 非圧 縮 （divv ＝∂xw 　＝O）で あ り、した がっ て 速

度 勾 配 テ ン ソル は 体 積 保 存的 （対 角和が ゼ ロ ）に な る。

　さて、x 方向の 運動量 の バ ラ ン ス を 考え る と、運 動

方程 式 は

　　　　　　・讐一・… 一器・笥　 （・）

と書 け る。こ こ で
“

応力ベ ク トル
”

τ は （x ，y ）面 内で

の z 方向の 運動量の 輸送 を 示 し 、応力テ ン ソル ？ と

は （T ，
O）哩 e ．

・7 ＝（r ＝ ，ん ，O）の よ うな 関係 が ある。

　構成方程式 を求 め よ う。割箸モ デル に おい て、z 軸

を含む よ うな勝手 な面 5 を と り、面 S をとお し て はた

らく微視 的 なカ ∫の 合計を求めればよい 。隣接す る割

箸をむすぶベ ク トル を λ＝λ（COS θ
，
sin θ）， 体積あ た り

の ゴ ム ひ も の 数密度を u と して 、次の 式を得 る ：

・ 訓 ∫艚 一・縹… ∫ 一 ∫（・（・））・

　 7必 ず し も 殉
＝

　sゴ
ーSi の よ うに

“
ポテ ン シ ャ ル

”
Sd で 書 ける

とは 限 らな い こ とに注意 しよ う。
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　 　 　 　 　 ．娯
1

Z

！ 〆 ，臣酵

ど♂

・・1田 一刷 ・。・ 
図 3： 境界条件 （2次 元）

つ ま り、θ に 関す る fλ の 統 計平均 か ら 丁 が 求 め られ

る 。 い くつ か の仮定 をお い て 計算す る と、“

応力ベ ク

トル
”

r は次 の よ うな 方程式 に従 うこ とが分か る：

た だ し

S∂
‘
7 十 η

一1
Φ（7 ）＝grad ω

・（・ ・…
f

｛∵ ：漉；

（5a）

（5b）

こ こ で 1τ 1；　魂＋ 》 で あ り、ま た e ＝ r ！lTiは T

に 平行 な単位 ベ ク トル を 示 す。運 動方程式 （4）と構成

方程式 （5）が 、こ の 系 の 支配 方 程式 で あ る 。

3　 応 力渦度

3．1　 純粋に弾性的な場合の解

　まず、常に 団 く τ．で あ っ て 塑性流動が全 く生 じ

な い よ うな、純 粋 に 弾性的な場合 を考え よ う。こ の と

き、支配 方 程 式 （4×5）か ら塑性応力 の 項 が 消 え て

・・W − … T ・ ・ ・
・… ，− et［；；］一［；；］・ …

と な る （適当に 無次元 化 して あ る）。

　境界条件 として 、境界で の 剪断応力 τ x 」＝。
を与え る：

T 。・1。・＝＝。 一・
。 。 〔9 ，の哩 恥 （の… ky． （7）

概念図を図 3に 示す （k　＝　2π ／e，
とし て い る）。 初期条

件 は w ＝0 か つ T ・＝O とする。

　こ こ で 、境界条件 （7）と整合す るよ うに

… 嶼 ・ 一［
FcoskyCsinky

］

とおい て 方程式 （6）に 代入 し、y を分離す る。こ うし

て 得 られ る 方程式系

∂tF ＝∂． w ，　 ∂，G ＝− kW 、　 etvv＝∂xF 十 kC

は、全 部 で 3 っ の 時間発 展 モ ードを も つ が 、そ の 1 つ

は 各点 ご との 保存則
8

∂tR − o；　 R 敷 F ＋ ∂。 G

で 、あ との 2 つ は Klein−Gordon方程式

（∂3− ∂羣＋ k2）F ＝kR

（8＞

（9）

に なる （今の 場合、初期条件 に よ り R ＝0）。境界条件

（7）で Fo （t）を 階段 関数に 選 ん だ 場 合、　F は x ＞ t で

はゼ ロ で あ り、x 〈 t で は 次の 式で 与え られ る ：

・ − 」・　・・…＋ ・蠹儲 ）  圃

　　　一憶両 調 ∴∴轡
こ こ で s ；Vli

“
＝
−
IEiiで あ る。なお、　F は m ＝t で 不

連続 に な る こ とに 注意す る。

　方程式系 （6）で は、一
般に、rot 　7 が 各 点ご と の 保存

量 に な る。上 記の R は、その 特殊な 場合で あ る 。 も う

少 し詳 し く言 えぱ、応カベ ク トル r を

・ 一
恥 ・ 堀 TD 一鬮， 司訓

の よ うに 2 次元 Helmholtz 分解す る と、divτ 　＝ 　div　TD

は 弾性波 の モ
ードで あ り9 、2次 元 の 波動方程式に従 う。

と こ ろが 、 2次元 の 波動方程式は、一
般 に

　　　　a・［1：］・ ［1；宅］圏一 ・ ・1・・

と書き直せ るの で 、その 時間発展 モ ードは 2 つ しか 自

由度を もた ない。残 る 1 つ の 自由度を、rotT ＝rotTR

の 保存則がひ きうけ る こ と にな る。

　方程式系 （6）で r を v に 、 w を p ＝p（ρ）に 、∂t を

∂t ＋ v ・grad に読み 替えると、これは流体中の 音波（縦

波）の 方 程 式 に な り、rot τ は 渦 度 に相当する。以下、

私たちは h 哩
frot

τ を 応力渦度と呼ぶ こ とに し よ う。

あ とで 見 る よ うに 、応力渦度は、内 部 ひ ず み に よ る 残

留応 力の 存在を示 して い る。

　 sふ つ う、保存則 と言えば ∂εQ ＋ divJ＝O の こ とだが 、こ こ で

は も っ と強く．輸送項なし で ∂tR ＝O が成 り立っ こ とを要 求し て

い る。各点 ご との 保存則の 例には、ほ か に 、完全流 体にお ける渦度

保 存則 や 1 次元 波動方程 式 におけ る Riemann 不変量が ある。
　

9
非圧縮性 を仮 定 してい るの で、横波しか 存在し ない

e
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（b）

　 　  

／＼
  ←

一
◎

図 4： 内部ひ ずみ を 生 じ る
“
三 す くみ

”
状態

3．2　応力渦度に よる内部ひずみの 定式化

　塑性 の ある場合を考え 、応カーひ ず み 関係式 （5）を

連続体 の 立場か ら見直し て み る。割箸 の 変位 の 場を

ζ＝ζ（x ，y，
t）と し

、
こ れ が

、 少 な くと も局所的には、

弾性の 寄与 くE と Bingham塑性 の 寄与 （B の 和 で書け

る とし よ う（も ち ろ ん 、
一

般 にそ う書けるとは限らな

い ）。こ の 場合、流体の 速度 w は

w ；C＝〈E ＋ CB （11a）

とな り、弾性部分 の 構 成 方 程 式 （Hookeの 法則〉お よび

塑性部分の 構成方程式 は、そ れぞれ

τ E ＝3
−1grad

〈E

ηgradζB ＝Φ（rB ）

（11b）

（11c）

の よ うに 勾 配を用 い て 書ける。モ デル の 仮定 に よ り、

応力 は 共通 で rE ＝　 TB ；r が 成 立 し、こ の こ とと式

（11）か ら 確 か に 構成方程式 （5a）が 出て くる。

　さて 、特に ζB ＝tO な ら ば、式 （11b）で ζ；ζE と

した もの が そ の ま ま 系の 構成方程式に なる （内部ひ ず

み がゼ ロ な らば、ゴ ム の 弾性力 ア は 割箸の 変位 くの

勾配 で 書け る はずだ）。 この よ うな場合に は

醪 〆・ … 一・ （／2）

が 成立 し、したが っ て応力渦 度 h 哩 rotr は ゼ ロ に

な る 。 逆に 、応力渦度が ゼ ロ で ない とこ ろに は、割箸

モ デル に即 し て 言えば 図 4 の よ うな
“
三 す くみ 状態

”

が 存在 し、こ の ときくE を 1価 関数として 定義す る こ

とが で きな い
。 Hooke の 法則 （11b）によっ て

t‘
応力循

環
” H を 血 暫 grad くE の 積分 に 読み 替える と

・ 哩 3 π 一∫・ …

となり、B は 結晶の 転位論に お け る Burgersベ ク トル

［6，9］に相当す る 。 た だ し、Burgers ベ クトル の 定義は

微視的な構造 に大 き く依存 して い る が 、H や h は 巨

視的な応力 に よ っ て 直接定義され る量 で あ るか ら、結

晶以外 の 物質 で も意味 を もつ こ とを指摘 し て お く
10。

4　数値計算例

　自然状態 か らス ター
トし て有限 の 残 留 応 力 が 生 じ る

具体例を示す計算をお こ な う。境界条件 は 、時間 に 関

し て 階段 関数的 な 荷重 を想定 し 、式 （7）に お い て

F・・（t・一｛評1篇 勾
・

・ − 1・i

　 　 　 2π

f°＝
q・ ey ＝

… x
− y…

＝1°

とし たもの を用い る。た だ し、時間は 粘弾性 の 緩 和 時

間 畏
（響3 η で 無次 元化 し 、ま た 音速 1八顳 お よび

降伏応力 T 。 が 1 に な る よ うに 長 さの 単位 を選 ん で あ

る11。計算領域の 境界 （X ＝Xma 、）で は 、応 力波の 反射

を 避け るた め、非流動状態で の 弾性波 に対す る透過条

件を課す。計算ス キーム には 2 ス テ ッ プ Lax −Wendroff

法 を採用 し た 。

　まず、純 粋 に弾性 的 な 場合の 数値解を求 め、次の こ

と を確認 した ：

・ 応力渦 度は 、わ ずか な 数値誤差を別 に すれば、時

　間が 経過 して もゼ ロ に保たれ る。

・ 応力 波の 先頭波面近 傍で は 、解析解 が不 連続に な

　るこ とに対応 し、数値解で は か な りの 数値振動が

　生 じ る 。 しか し、波面以外で は 、解析解 と数値解

　の
一

致 は 良好 で あ る。

　次に 、塑性流動が 生 じ得 る よ うな場合の 計算を い く

っ か お こ ない 、局所的に rot τ が 生 成 され る こ と を確

認 し た。た と え ば、壕c ／7
．
＝o．8 の 場合の 場合 、境

界近傍 の ご く
一

部 で 応力集中に よ っ て 流動化 が 生 じ、

rotT ≠0 となる領域 が で きる。こ の 部分 で は 「うい

ろうを切 っ て 貼り合わせ る 」 よ うな剪断変形が 生 じ て

い る もの と考えられ る。

　境界で の 応力が τぎc ／T 。
＝・1．5 の 場合 の 結果を検討し

よ う。時刻 t＝5におけ る速度場 の 様 子 （図 5の 右側 ）

　
10Burgers ベ ク トル と h の 関係は 、た とえば超流動に お け る波

動 関数 の トポ ロ ジ カル な欠陥 として の 量子 渦 と 、通 常の 流体にお け

る渦度 との 関係に 似 て い る e 後者は よ り
一
般的な概念で あ っ て 、結

晶格 子 とか Bo8e 凝縮とかい っ た微視的な秩序 を前提と しな い 。
　

11
今 の 場 合、（Xly ）方向 の長 さの 尺 度 Lx と Z 方向の 長 さの 尺度

毎 を独 立 に とる こ と が で き る （方 向性次 元解析 ）。

一 286 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

「非平衡系の 新局 面 一運動 ・機能 ・構造
一」

を見 る と、x ＝0 の 近 くに 渦 跳 躍
12

が で き て い て 、こ

れに囲ま れ る よ うな形で 、 y ＝5の 部分が 上 向きの 速

度 を、y ＝0の 部分が 下向きの 速度をもっ て 運 動 して

い る。図 6 の 左側 に 示 して ある rotT の 分布を見ると、

ち ょ うど速度場の 渦跳躍に 相 当す る とこ ろ で 応力渦 度

rotT が 大きな値 を とっ て い て 、 そ の 外 側 に 、
　y　＝・　2．5

お よび IJ＝7．5 を中心とする扇型 の ひ ずみ領域が存在

して い る。なお 、渦跳躍の 内側 で は 、速度勾配が存在

す る に もか か わ らず 、応 力 渦 度は ほ とん どゼ ロ で あ る。

　境界 の 応力 を t ；10 で 除荷 し た と きに 発 生す る応

力波は、さきほ ど の 渦跳 躍領域 の 運 動 と干 渉 して 複雑

な応力場を生 じ、い くつ か の 場所で 新 た に降伏流動が

生 じて 、その 結果、複雑なひずみ パ タ
ー

ン が作られ る。

ま た 、応力波 （divτ の モ
ー

ド）も、降伏流動の 影響 を

受けて y 方向に複雑な構造 を もっ よ うに な る 。

5　 議論

5．1　応力渦度の 発生

　数値計算結果に よれ ば 、塑性変形で 応力渦度が発生

して い るの は確か な の だが
、

い っ た い 、どの よ うに し

て くE の 1価性が 破れ る の だ ろ うか ？

　まず、式 （11a）に お い て、ω や くは 物理的な意味を

もつ 1価の 場で あ る。しか し、くE や CBは それ自身が

物 理 的な意味をもつ わ け で は な く、運 動方程式に現れる

の は こ れらの 量 の 勾配 だけで あ る。次に 、くE ；〈
一
くB

で あ るか ら、CEの 1価性 が破れ る と きに は 同 時に 〈B

の 1 価性 も破れ る。さて ζB の 時間発展は式 （11c）に

よ っ て 定 め られ る か ら、もし も式 （11c＞の 右辺 の rot

がゼ ロ で な い と こ ろ が あ れ ば 、そ こ で ぐB は 1 価で な

くな り、した が っ て 、次の 瞬間から ζB の 1価性が破

れ る こ とに な る。

　 こ の よ うな 事態が 生 じる 可 能性が あ るの は 、ひ とつ

は 系 の 境界 で あ り、も うひ とつ は 降伏 面 （塑性流動領

域 と非流動領域の 境界）で あ る。割箸モ デ ル で 、隣接

す る 3本 の 割箸を結ぶ ゴ ム の うち、あ るゴ ム だけがす

べ っ て 別の ゴ ム がす べ らない よ うな 状況が あれ ば応力

渦 度が 生 じ る だ ろ う。連続体モ デル で も、系の 境界 あ

るい は降伏 面 の 近傍 で の 解析解 を 具体的に 求 めれ ば応

力渦度 の 発 生 機構が 分か る はずなの で 、現在、巾 級 数

　12渦眺躍 （vortex 　jump）とは 、速度 w の 勾配が急 に 変化す る面

の こ とをい うe ただ し、こ こで は （x ，y ）平面 内で見て い るの で 、渦

跳躍は 線で あ らわ され る。また、速度 その もの は連続で あ る。

展開を 用い て解を構成す る試みをお こ な っ て い るが 、

残念なが ら、具体的な結果 に ま で は 至 っ て い ない 。

5，2　割 箸を捨てて 3 次元 へ

　第 3章で 見たよ うに、応力 渦度は、与え られた τ が

勾 配 を用 い て τ
＝grad くの よ うに書けるた め の 条件

式 （12）として 出て くる。同 じ よ うな考察を 3次元 で お

こ な っ て み よ う。 まず 、等積変形 お よび Hooke の 法則

を 仮定す る と、応力テ ン ソル ？ は 歪 み テ ン ソル 「♂

の 定数倍に な る 。 変形 が 内部ひ ずみ を含まない 純粋な

弾性変形ならば、ひ ずみテ ン ソル は

V 　＝＝・・… 鹹 鴫 ［・・ad ・ff＋ t
（・rad ・a ）］ （・3）

の ように 変位 a の 勾配で 書け る 。 逆に 、与え られ た

冒 が 式 （13）の よ うな
“ポ テ ン シ ャ ル

” tiを もつ 条件

を考えれば 、応力 渦度に相当す る量が 得 られ るだ ろ う。

　上 記 の 問題 に 対す る Eshelby［10］の 考察を紹介し よ

う。 与えられた ひ ずみテ ン ソル 冒 が 式 （13）の よ うに

書け る とする。こ の とき、変形勾配 テ ン ソル を対称部

分 ei
ゴ

と反 対 称部分 ω 、ゴに分解 し、反対称部分 を O で

擬 ベ ク トル 表示す る と

　 　 　 le
・ゴ
ー

蒼（∂bUi＋ 幅 ）

　 　 　 1
ω ・ゴ

；
豆（∂丿砺

一∂・
U3 ）＝　

mCi
ゴkdile・

こ れか ら、面倒だ が単純な計算 に よっ て 次の 式を得 る：

∂iWゴ
＝− 6

ゴkl∂1εik・ （14）

　式 （14）か ら O が 1 価に定ま るた め に は、式 （14）の

右辺 の テン ソル の ゴに 関する rot が ゼ ロ に な ら な けれ
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 H

ばならな い 。 Eshelbyに 従 い 、不整合テ ン ソル S を

Si
ゴ

d2f
　・、km ・幽 ∂le＿ 一 （・・ti  ・・tゴ）e・、 （15）

　 　 　 　 　 　 　 ゆ

で 定義す る と、S − 0 が 変位 ilの 1価 性 の た め の 必

要条件で ある。

　試 し に 「割箸モ デル 」 に対応す る   を用 い て 不 整
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 れ

合テ ン ソ ル を計算して み る と、S ＝0 は

∂＝（∂ll　Ty 　一　Oy　T 。）＝∂y （∂。
τ
y ・
一∂

y
τの ＝ 0

と同値で ある こ とが 分か る。こ れ は 2 階微分に 関す る

条件 で あ り、rotT ＝0 と必ず し も同値 で は な い
。

こ

の あた りの 食 い 違い につ い て の 検討が必要で ある。

一 287 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

研究会報告

τ ＝ 〔τ x （Xly），τy〔X，y））

丁

〜へ丶丶縞

丶

、

ー

ー
ボ

畿 バ　　ロ
m
　「
　電

臨
丶
笠
r
鼡
卿
叩

こ

む

ズ
理

丶

馬

奪

肛

’

〆

ず

 

、

〜
萋
’

5
〆

、

￥

準

夢
ノ

ノ
’

丶

』

昏
多

鉾

〜

評

丶

 
ー

　
　
，

〆

　

丶

塾
，
メ
ノ

が

　

丶

蕃
」

〆
〆

が

靺

争
封

頚
π

10

」
00

s■xs ぬ　h　を　’　x　　お　　ア　，　，
、 丶丶   、 lv 叫 丶丁．t．、．

＼丶丶ヤい 特 kIx “
瞥 聾 tい ii 藍 〜 、、：：
’督 ，itiill 、．【．，
〆ズ誘f ノ臼 ’ y　ij”舮，．．’
tEfr ヂ ズ i 〆 ／ げ卿”．．

　 　 ff〆’　〆　”　rv ＿n　，

5

10

10　　 12　　
00

W ＝W （X，y）

5 10　　　12

図 5： 境界 で の 応力が 比較的大きい 場合 の 計算結果 ： 応力場 と速度場 （搭 。
＝ 1．5，t ； 5）
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図 6： 図 5 の 応力揚の Helmholtz 分解
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