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非平衡定常状態 と特異測度 、 そ して 測度選択の 問題

早稲 田大理工 ・応用物理

　　 田崎 秀
一

1　 序

　与え られ た古典系 の 熱力学的振舞 い 、特に孤立系にお ける平衡状態 へ の 緩和 を統計力学的に基礎

付 ける場合、

（1）系を記述す る統計分布 は何 か ．

（2）任意の 分布が 定常分布 に緩和 し
、 現象論的 な緩和法則 が 成 り立 っ 条件は何 か ．

とい う二 点を明 らか に しな けれ ばな らな い ，

　周知 の よ うに、非平衡状態を表す統計分布に つ い て は様 々 な理論が提案 され ［1］、今なお新 しい 研

究が行われ て い る ［2，3｝が 、 十分なコ ン セ ン サ ス は得 られ て い ない ．

　熱平衡状態に 限れば
一

般的な分布 は分か っ てお り、任意の 状態が分布で表 され る とすれば、後述

す るよ うに 平衡分布 の 混合性が熱平衡状態 へ の 緩和を保証す る．しか し、こ れで微視的な動力学か

ら巨視的な熱力学が演繹で きたわけで はない ．実際、
一

っ の 力学系が非可算無限個の 混合的な測度

を持つ こ とがあ り、これ らの 測度の 中か ら物理的に意味ある測度を力学の枠 内で決める こ とがで き

るあ るい は観測可能な量の 振舞い が測度の 選択に 依らな い こ とを示 さなければな らな い か らで あ る．

これを測度選択の 問題 と呼ぼ う．

　以 下で は、巨視的状態 の 特徴付 けか ら始め 、混合性 と緩和過程 に つ い て説明する．続い て 、文献

［4，
5

，
6］に沿 い 、多重 パ イ こ ね 変換とい う周期的ロ

ー
レ ン ツ気体を抽象化 した 、 1 次元格子上 で 定

義され た可逆で 双 曲的な力学系にお ける非平衡定常状態 へ の 緩和を論 じる．有限長 の 多重パ イこ ね

変換の 両端 に半無限長の 自由運動部分を置 き、そ こ に粒子を Lebesgue測度に つ い て 異な る密度で

一様に分布 させ る．そ して 、e → ＋ Oc の 極限 で系 の 状態が拡散 の Fickの 法則 に従 う非平衡定常状

態に （弱 い 意味で ）緩和す る こ とを示 す．こ の 非平衡定常状態 を表す分布は運動 の カ オ ス 性を反映

し て フ ラクタ ル 的に な り、系の 大きさが無限大の 極限で特異分布に なる，さらに 、 負方向の 時間発

展 も同様に調べ t → 一
〇 Q の 極限で 負の拡散係数を持つ 非平衡定常状態が得 られる こ とを示 し、二 っ

の 定常状態を比 較し て運動法則の 可逆性 と状態の 不可逆変化が 両立す る こ とを説明す る．最後に 、

特異不変測度に つ い て
一

様な粒子分布か ら出発 した場合に 輸送現象が変わ る こ とを示 し、測度選択

の 問題 を論 じ る，

2　 巨視的状態

2．1　 古典系の 状態 と測度

　力学 の 考え方 をそ の まま外挿すれば相空 間 X の 各点 が状態 を表すこ と に な るが、こ こ で は よ り
一

般的に C ＊代数 ［7］の 考え方 に沿っ て古典系の状態に つ い て再考 しよ う．

　実験 で 状態を決 め る手続きを思い 起 こ そ う．状態は直接測 られ るわけで なく 、 様 々 な物理 量 の 測

定結果か ら決め られ る ．従 っ て 、十分多数の 物理 量 の観測値 の
一
覧表 が あれ ば状態は 定ま る．観測

可 能な物理 量は相空間で 定義 された実数値関数で 表 され るの で、状態は、それ ぞれ の 関数に観測値
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を対応 させ る汎関数で指定 され る．以 下、与え られ た状態 ω に お け る 関数 ∫（x ）の 観測値 を ω （f）と

記す．

　 こ の 汎 関数 の 性質 を考えよ う．まず、十分多数 の 物理 量 を用意 しな い と状態の 区別 がで きない ．

そ こ で 、相空間 X 上 で 定義 され た連続関数は全て 観測可能な物理 量 に 含まれ る とす る．物理 量 f、

g お よび実数 α に っ い て 、和 f ＋ g とス カ ラ
ー積 α ノの 観測値 は 、 観測値 の 和お よび観測値 の ス カ

ラ
ー倍 と考 え られ 、必 ず正 値 をとる物理 量につ い て は観測値 も正 と考え られる．さ らに 、連続 関数

列 ｛fn｝が関tw　f。。
に
一

様収束す るとき、観測値 もまた収束す るとする もの とする．つ ま り、以下の

性質を持つ と考え る ．

（i）訳α ／＋ g）＝＝α w （f）十 ω （g） （f，g ： x 上 の 関数、　 a ：実数）

（ii）f ≧ 0 ⇒ w （f）≧ o　（／： x 上 の 関数）

（iii）liMn−．＋ っ 。
ω （frL）＝ω （U

＿li11L
，、→。。 あ）（f，」．： x 上 の 連続関数列 ）

こ こ で u − lilIlは一
様極 限を表す．さらに 、相空間上 で 常に ユ となる関数 1（x ）≡ 1 は連続で 、こ れ

を測定す る とそ の値 は 常に ユの は ずで あ る ：

（iv）　　w （1）　＝ 　　1

（i）
〜
（iii）の 性質を持つ 汎関数は正値連続線形汎関数 と呼ばれる．

　さて 、相空間の部分集合 A ⊂ X の特性 関数 を XA とお く ：

　　　　　　　　　　　　　　　　・・A （z ）一 ｛1翻　　　　　　 （1）

そ して μ（窃 ≡ ω （）CA）と定 める とこ れ は X 上 で 定 め られた測度に なる．任意 の 連続関ta　fは特性 関

数 の 和 で 近似 され る ・ル ）− lill1・ ＿ Σ、卵 x 。
・N ・（z ）の で 、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 s

　　　　　　・ （f）一無 Σ蝋 嗣 一
無 Σ幽 4押 ）

）一 五牌 ・（・ ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 J　 　　 　　　 　　 　　　 　　 　　　 　　 　　　 J

つ ま り、汎関数 ω は測度 μ に関す る積分で 表 され る （Rieszの 定理 ［8］）：

　　　　　　　　　　　　　　　　・ （f）− f． f（蜘 ）　 　 　 　 　 （・）

さらに 、（iv）よ りμ（X ）＝fx　dge（z ）＝1 なの で 、μ は確率測度で ある．こ の よ うに最 も
一

般的な 状

態は確率測度で表 され る，

　次 に、状態の 時間発展 を考えよ う．相空 間の 各点 の 時間発展が運動方程式 （例えば、正 準方程式）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 dz

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　石
＝F （z）　　　　　　　　　　　　 （3）

で 記述 され る とす る．こ の とき初期点 ZD か ら出発 し た軌道が時刻 t に 至 る点を z （t）と し
、 初期点 Zo

に z （t）を対応 させ る写像 を T
，
で 表す ： z （t）＝ 7勘 ，明 らか に （a＞To＝（恒等写像）で 、運 動方程式 の

解の
一
意性 か ら （b）TtTe ＝ Tt＋s が成立 し、初期値お よび時間に対する滑 らか さか ら 〔c）

（t，
Xo）→ Tt　Zo は 連続で あ る ，条件 （a）、（b）、（c）を満たす写像 Tt を 「流れ」 と呼ぶ ．す る と 、 状態

の 時間発 展 は次 式 で 与 え られ る ：

　　　　　　　　　　　　　　　　　 WtCf ）≡ ω （foTt）
従 っ て 、測度 の 時間発 展 は 、X の 部分集合を A とす る とき、次の よ うに な る ：

（4）

μ£ （A ）＝
μ oTt

−1
（A ）i μ（T，

−1A
）

一 730 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

「第46回 物性若手夏の 学 校 （2001年度 ）」（そ の 1）

22 　無限粒子系の 測度と Poisson　suspension

　本稿で は、無限に拡が っ た有限次元 の
一

粒子相空間 r に 同種 の 粒子が有限密度で 分布 して い る系

を扱 う．こ れは どの よ うな状態で記述 され るだ ろ うか．

　まず、温度，B
− 1

の 熱平衡状態に ある理想気体の 場合 を考 えてみ よ う．理想気体が体積 レ の 容器 の

中に密度ρo で 分布 し て い る としよ う．こ の とき、座標が rl か らr1 ＋ driで運動量が pl か らp1 ＋ dp1、
座標が r2 か ら r2 ＋ dr2で 運動量が p2 か ら p2 ＋ dp2、… 座標が rN か らrN ＋ drN で 運動量が PN か

ら PiV　＋　dPN の 相空間内 の 各微小領域 に粒子 を
一

つ ずつ 見い 出す確率は

　　　　　　　　　　　恥 1
・・… Ndpi … d・N ・一意害轟 ・輪 ・ 　 　 …

但 し、N 　・ ・　PoV は全粒子数、　m は粒子 の 質量で 、0 は規格化 定数で ある ： CfR 、　e
一轟 P協p ＝ L 座

標空間の 有界閉集合 K ，，と運 動量空 間の 有界閉集合 1島 、
の 直積で 表 され る集合 K

。
× κ

“ 、 に n 個の 粒
子 を見 い 出す確 率は 〔5）よ り

　　　　　恥 甑 ・ Km ，n ）　＝

（

　 1V1

／V −
n ）。，（ト

知 （

警
臨 ）

）
N −n

（
礁

響
）

）
n

となる，こ こ で v 。g（Kc，× ICTr、）は IK，，］を集合 Kc
、
の 体積 とす る とき

u
・q（Kf，

・ ・
’
m ）　＝・・岡 吭 ・

『鑑P2
ゆ

（6）

で定義され る
一

粒子相空間上 の 測度 で、平均粒子 数を衰す．（6）で ρo と n を一定に し体積無限大

　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　・・∈ r とす

る．す る と、点列 く＝｛Zl ，z2 ，

…｝が系の 状態を表す．同種粒子 系 を考え て い る の で 順序が違 う点列

は 区別 せず、い くつ か の 防 が
一

致す る場合 も含め る．今考え た い の は 、 有限密度で粒子が分布 して

い る よ うな系で ある．こ の ような系 では 、 有限の 拡が りをもっ た領域 に含まれ る粒子数は有限の は

ずで ある．そ こ で 、 任意の 有界閉集合 （i．e ．，有限 の 拡が りを もつ 閉集合）内に ある粒子 数が有限で

あるよ うな点列の み を考え る，こ の 条件を満たす点列 ζの 全体 X を配位空間 （configurat ，ion　space ）

と呼 ぶ ， こ れ が今考え て い る系の 相空間である．

　個 々 の 粒子 が相互 作用せ ず、独立 に運動する場合 の 配 位空 間上 の 測度 の
一

つ が、一粒子相空 間 F
上 の 測度 y の Pois．gon 　suspensionP で あ る．これは P の 有界 閉集合 K 内 で 粒子が Poisson分布する

確 率測度で 、次の よ うに定義 され る．κ に 丁度 m 個の 粒子 が含まれる よ うな配位か らなる部分集

合 （7K，m 　＝｛く∈ Xl ＃（（∩ ／〈）＝m ｝を考え る （た だ し ＃ は集合 の 要素 の 個数 を表す）．こ の とき、
P は CK、．m の 型 の 集合 を全 て 含む最小の σ 代数 （i．e ．， 測度が定義 され る集合族）上で

V → ＋oo の 極限 をとる と粒子 数 n が Poisg，　on 分布に従 うこ とが分か る ：

　　　　　　　　　　洩疊 （OKc・ Km ，n ）一
蝋
舗

凡 ）Ze− v・q（Kc ・ K ・）・

こ れ を
一

般化 した分布 を P 。issOn　snspen ，gion ［9］と呼 ぶ ．

　さて 、一般 の 場合に移ろ う．各粒 子 に 番号をつ け 、 空間 r 内 で の位置を z1 ，z2 ，… z ，、，

　　　　　　　　　　　　・（・畑 一
u （
傷1

糀

e礑
，

　　　　　　　　 P （（］κ ，・n ∩ 0
κ
・
1，の　＝　P （σκ ，，，、＞P （CK ’，Trt’），　（K ∩ Kf ＝：φ）

によ り定義 される．P は確率測度で、　u 〔K ）は κ 内に見 い 出 され る平均粒子数 である．

　　　　　　　£ P （α （、m ）一赴
u （
傷1

肌

θ
一u （K ＞

＝− 1 ，　　圭｝mP （σK ，。n ｝− u （K ）．
　 　 　 　 　 　

・
rre＝o　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 rn ＝O　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Tn ＝O

）

）

7G8（

〔

一 731 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussel 　 Kenkyu

講義 ノ ート

特に y が確率測度で な い こ とを注意 してお く，

　粒子間 に相互作用が ない とき、
一

粒子相空 間上 の 「流れ 」 丁丑か ら配位空 間上 の 「流れ 」Ttが

　　　　　　　　　　 T，く＝｛Tt　：1 ，恥 2 ，

…
｝　 （但 し、ぐ蕭｛Zl ，

Z2
，

… ｝）

によ り定義 され る．そ し て 、配位 空間上 の 測度の 時間発展は Pt（OK，m ）＝ P（Tt
− 10

κ ，。 」となる．特

に 、
Poissoll　suspellsioll は 、　 Poisson　suspellsioll の まま時間発展する ：

Pt（・梅 μ 1禁爵 …
， （9）

た だし、 t・t 三 u ・ Tt
−1

は時刻 tで の 測度で あ る．

3　 混 合性 と定常状態 へ の緩和

　序で 触 れ た よ うに平衡状 態を表す測度 μ。 g
が混合的なら、平衡状態へ の 緩和 は 自然に説明 され る．

混合性 とは 、 任意の 物理 量 ノ、g の相関関数が そ れ ぞれ の 平衡平均 の 積 に緩和する性質で ある ：

　　　　　　　　、撫議 ∫嗣 9（z）幅 の 一々（・ 〉蝋 菰 9（x）幅 ・）　　　 （1・）

こ こ で 、平衡測 度 μ。q に 絶対連続 な初期測 度 μ。 を考え、そ の 密度分布 関数を p（， と しよ う ： 4μ。
＝

ρ〔｝dμ，q，μo の 規格化条件 fx　Pc）（x ）dtL，g（z）＝ 1 に注意する と、時刻 tで の 物理 量 fの 平均値 （f＞‘ が

t → ＋ QO の 極限 で

　　＜∫扉 々四 ρ・（・ ）噺 （z＞≡ 々（・）ρ・（T−・・）喝 （z）→ f． f（・）dp ・q（・ ） （・ 一 … ） （11）

と熱平衡値 に緩和する こ とが分か る．平衡測度 ua の 不変性か ら 2 番 目の 等号が成 り立 っ ．こ の よ う

に、熱平衡を表す測度が混合的なら、 熱平衡へ の 緩和は自然に説明され る．こ の アイデア は Gibbs［101

に遡るが 、その 後 Krylov［11］が緩和過程 と混合性 の 関係 を詳細に吟味 して い る．こ こ で 、（11）か ら

ρo（
「r−t9 ）→ 1 は言 えない こ とを注意 し ておく．初期測度は平均値が収束す るとい う意味で の み 平衡

測度に収束す る の で ある． こ れを測度の 弱収束 と呼ぶ ．

　平衡状態 へ の 緩和過程は典型 的な不 可逆変化で ある．それが測度の 弱収束 と して 位置付け られ る

とい うこ とは 、非平衡状態を引き起 こす よ うな初期状態か ら出発す る こ とで 、理 に かな っ た非平衡

定常状態が得 られる と考 え られ る．つ ま り、非平衡状態 を生 じ る初期測度 を μo とす る とき 、 非平

衡 定常状態を表す測度 μ、亡 は

　　　　　　　　　　　　　　　　 ILst　＝：w −　lim　μo　o 　T＿t　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t→ 十 co

の よ うに得 られ る．こ こ で w − 1ilnは 弱収束を意味する ．特に、系が い くつ か に分 けられる とき、各

部分 系が異なる熱平衡 にある初期状態か ら（12）に従っ て 非平衡状態 を構 成す る方法は 、部分系 を異

なる熱平衡に置 い て結合 させ 時間発展を見る とい う思 考実験に相 当し て い る ．

　と こ ろ で 、エ ル ゴ ー ド理 論 で よ く知 られて い るように ［12］、混合的な系は エ ル ゴ ー
ド的で あ り、

　任意 の 可積分関tw　fに つ い て 、そ の 長時間平均は 、μ ，望
に つ い て ほ とん ど全て の 初期点 XD に っ い

て μ曜 平均 と
…致す る ：

　　　　　　　　　　　　撫 ÷ズ・・個 訴ル ）d… g（z ）・・　 　 （13）

が成 り立 つ ． こ れは 、「大 多数 の 初期状態 か ら出発 し た軌道で は 熱力学的な振舞い が 見 られ 、例外

的初期状態は非常に少 ない 」 とい うBoltZmann 以 来の 描像 を表 して い る と考える こ とも で き る．こ
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の命題 か ら 、 μ。q が 物理的に許 され る唯一の 測度で 、測度選 択の 問題が存在 しない 印象を受け る か

もしれな い が、そ うで はな い ．初期条件 の 多少 を測る の に 働 が使われて い る こ とに注意 して ほ し

い ．μ。g と特異的な測度 を用い て初期条件 の 多少 を測る と、「ほ とん ど全て 」 の 初期点に つ い て （13）
とは違 う振舞い が見 られ る の で ある．こ こ に測度選択 の 問題 が 生 じ る原因が ある．

4　 多重 パ イ こ ね変換

　多重 パ イ こ ね変換は周期的 Lorellt，z 気体 の 回帰写像を抽象化 した もの で 、格子 点に配 され た正 方

形列

　　　　　　　　　　　　丁＝｛（n ，XTIJ）ln∈ Z
，
0 く x ≦ 1

，
0 く y ≦ 1｝，　　　　　　　　　　　　（14）

上 で 定義 され 、各正方形 上 の パ イこ ね変換 とず らし写像 の 合成写像で あ る ［13，
4

，
14］．相空間 r や

パ イ こ ね変換 の 選 び方 に よ っ て 様 々 な多重 パ イ こ ね変換が可 能だが 、 こ こ で は次の もの を考える ；

一駅曇漏）

（0 く x ≦ 1）

（ど〈 x ≦1− ‘〉

（1− 1〈 x ≦1）

（15）

パ ラ メ ータ 」∈ （O，　1／2］は
一一

つ 隣りの 格子 点 へ の 遷移確率に 、 s 　 ii　1 − 　21は 同
一格子点 へ の遷移確

率に相 当す る．x 方向に伸び ？y に縮む の で 、　 B が双曲的で ある こ とが分か る．

　さて 、長 さ N ＋ 1の 多重パ イ こ ね変換を 「自由運動」 が 定義 され た半無限長格子 に埋 め込 もう．

但 し、「自由運 動」 はず ら し写 像で モ デ ル 化する ，全 系 の 運 動は 、n ∈ ［1，N − 1］の とき （15）で 、
n ≦

− 2 又 は n ≧ N ＋ 2 の ときは

　　　　　　　　　　　・瞬 ・一｛i窯；：， il三禦1，　　 （16）

で 与 え られ る．n ＝ − 1．0
，
　Al

，
　A「 ＋ i の 格子 点は 結合部 に あた り 、 B ← 1

，
x

，y）（1 − 1 〈 x ≦ 1）、
B （N ＋ 1

，
m

，y＞（0 ＜ x ≦ 1＞、 B （0，
毋 初 （1 〈 x ≦ 1）及 び B （N ，x ，y）（0 〈 x ≦ 1 − 　1）は （15）式で、

B （
− 1

，
コゥ

，Y）（O ＜ x ≦ 1− 1） と B （1＞＋ 1
，
3 初 （1 く x ≦ 1）は （16）式で、残 りの 部分 は次式で 与 え

られ る ．

B （O，
x

，y）

B （1＞iX ，Y）

一 （
一1

，
zシ・

τ），

一 （Ar＋ 1，1・＋ （1
一
の・

竃
｝

？
一
の

）

（0 く x ≦ t）

（1− 1〈 の ≦ 1）

（17）

（18）

（15）、（16）、（17）及び （18）式が時間発展を与 える．こ の 系は 無限に拡がっ た 自由運動 する系 に有限

長 の 双 曲系が 埋 め込 まれ て い る の で 、カオ ス 散乱系にな っ て い る．容易 に分か るよ うに、
Lebesgue測度は 不 変で ある，ま た 、

　 J2＝ 1 を満たす写像

　　　　　　　f・（・ ，x ，y）・ ｛
（n ，

1 − y，1 − x ）， （f・rO ≦ T・ ≦ N ）

（n ，
1　
− x ，1　

− y）T　　（for　n 　≦　− l　or　n 　≧　1＞ ヨー　1）　
r

に つ い て IBt／− B −t
故、写像 B は時間反 転対 称 で もある．

（19）
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5　 状態の 時間発展 と定常状態

5．1　Poisson　suspension の時間発展

　相空間 F に同種粒 子 が有限密度で分布 し、各粒子 の 運 動は独立 に B で与え られ る と しよ う．こ

の とき Poisson　suspellsiel ユで 表され る状態の 時間発 展 （9）を考え る．初期時刻で 平均粒子数分布 y

が Lebesgue測度に つ い て 絶対連続 の 場合、測度 Ut の 部分累積分布 関数

σt（n ，・
x

，・
・」）イ 蜘 （B

− t
（n ，・・ ，・・y

’

））

を用い るの が便利で ある，但 し、ρ。 は相空間におけ る初期粒子数密度で ある．

発展方程式 同 は 以下 の よ うに な る ：

　y ∈ ［0，
　1）の とき

　　　　　　　　　　　　　　Gt
＋ ・（・ ，

x ・・J）一咲 ・ ＋ 1
・

ご鍔）l

　y ∈ ll．上一1）の とき

砺 瞬 圃 （・ ＋ 1
，
・ 1・

，
・ 1）・ ・ α ＠ ・ 碍 ）

（20）

部分累積分布 関数の

（21）

（22）

y ∈ ll− 1，　1］の とき

Gt
＋ 1（n ，x ，Y） ＝ 　IG ， （n ＋ 1

，
　 tx．1）＋ sGt （n ．　 sx ＋ 1

，
1）

　　　　　　　　・ lc
・　（

　 　 　 　 　 IJ− 1十 l
n − 1，lx ＋ 1 − t，
　 　 　 　 　 　 1 ） （23）

　こ こでは 、左右 の 自由運動部分に粒子 が （Lebesgue測度に つ い て ）
一

様分布す る初期状態の 時間

発 展を考えよ う．（
一

〇〇，− 1］、［N ＋ 1，＋ oo ）の 格子点上 で の 初期粒子密度をそれ ぞれ ρ一及び ρ＋ とす

れ ば、中問部の 時間発展は 次の 壗界条件の 下 で の 時間発展 と等価で あ る 國，

0 ホ（
− 1

，
x ，y）＝ρ一！ノ，　　　（亨ご（八

厂
十 1，x ，3ノ）＝ρ＋ IJ ． （24）

5．2　長時間で の 振舞い

　初期分布関数 ρ〔〕が x に つ い て 区分的に連続微分可能 なら、測度 Ut は 亡→ ＋ oO で ある定常的測度

u
＋ 。。 に近づ く．そ の 部分累積分布関数 σ

＋ 。 。
は 変数 m に よ らず、

　　　　　　　　　　　　　G
＋．． （n ，，）・ ・ n ． ．． （・ ）・

一準 蝋 ・） 　 　 （25）

で 与え られ る．こ こ で 、
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ρ＋

一
ρ一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （n 一ト1）十 ρ＿　，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（26）　　　　　　　　　　　　　　n
＋ 。。 （n ）−

　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　 N 十 2

は格子 点 n 上 の 粒子 数で、縞双1 ｝ま格子 点 n か ら n ＋ ／へ の 粒子 流で拡散の Fickの 法則 を満たす ：

　　　　　　　　　　　　　　　　鰍 ・
一一・

ρ

這  ・　 　 　 　 　 （27）

こ の 粒子 流 と粒 子密度 の 関係 、よ っ て 定常状me　u＋。。
は熱力学 の 第 2 法則にかな っ て お り、時間反 転

対 称で な い こ とを注意 し て お く，
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また、関数 帖／tは境界条件 g −1（，J）羃伽 ＋ 1（Y）　一　0 を満た す次の方程式の 唯
一

解 で ある ：

細 総纏抽 ，

〔0 ≦ y ≦ 1） ，

（♂≦ IJ ≦ 1 − t），

（／
− ♂≦ y ≦ 1），

（28）

こ の 関数 の た め （25）は フ ラク タル 分布 となる．特に、1＞ → ＋   の とき、分布は特 異的にな る．

　発展方 程式 （21）一（23）か ら、Gt が指数 関数的に 定常分布 C ＋ 。。 に近 づ く こ とも分 か る ：

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 A ［
＋ 1

Ct（n ，
x

，y）− G ＋ 。。 （n ，　tJ＞ 一　Σ 桟；う所 （・1，Y〕＋ δ9・（n ，
　x ・y），

　　　　　　　　　　　　 1晶

（29）

こ こ で、λ＝max （1
− 21

，
1）で、右辺 の 和 は 1矧 〉 λを満たすゴに渡 り、δ9， は 1δ9，1　＝ ＝　O （t2λ

t
）の程

度で 減衰す る．緩和率 磁 く 1）は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 π丿
κ
ゴ
＝ 1 − 21十 21cos（　　　　　　　　　　　 ）

　　 　 　 　 　　 　 　ノV 十 2 （30）

で 、Pollicott−Ruelleの 共鳴 ［15．16］に相 当する．減衰 モ
ー ドを表す 7」＠，y）は gon（y）と同様 、フ ラ ク

タ ル ・グラ フ を持 つ 関数で 、防は 初期分布 に よっ て 決まる係数で ある．つ ま り、運 動法則 の 可逆性

に もか かわ らず、状態は
一

方向的に Fickの 法則を満たす定常状態に 向か っ て時間発展 す る．

　さ らに、Gaspard ［17亅や Gi！bert−Dorfman ［181式 の 相対粗視化 エ ン トロ ピー生成に つ い て、その 符

号が正 で 、適当な ス ケール 極限の 下 で現象論的表式になる こ とを示す こ とが で き る ［5｝．

5．3　 逆発展の定常状態及 び運動の可 逆性

　定常状ma　u ＋ 。 。
は 時間反転対称で なく、運 動法則は対称で ある．従っ て 、

こ れ を時間反 転 した別 の

定常状態 u −
。。

が 存在する．状態 u＿
。 。

に お ける格子点あた りの 粒子数 rl＿
。 c （n ）は、元 の 状態 と同

一

だ が、粒子流 孀購1
は逆符号を持ち、その 結果、反 Fickの 法則が成 り立 っ ：

・
一 ＠）一・… ＠）一 轟

一 1ρ

寿菁 （31）

こ の 意味で状ma　u ＿。。 は 「反 J 熱力学的であ る．

　状me　u −。 。
は 、初期状態 を負 の 方向 に時間発展 させ た場合 （i．e ．，　t →

− OQ の 場合）の 極限で もあ

る．負の 時間発展 で近 づ くこ とは 、正 の 時間発 展 で遠 ざか る こ とな の で 、 u− 。 。 は 「状態の 空間」 の

中 で、リペ ラ
ー

の よ うに振舞 う．結局、前節の 結果 も含め る と、「状態の 空間」 の 中で v ＋ 。。 はア ト

ラ クタ
ー

と して 、また v −
。。

は りペ ラ
ー

と し て 振舞い 、状態は リペ ラ
ーか ら ア トラ ク タ

ー−lt向 か っ

て 一方向的に変化す る．Ref．［6］で 詳 しく議論 した よ うに 、こ の 時間発展は運動法則の 可 逆性 と両立

する．

6　 測度選択の 問題

　
・一

般に
一

つ の 力学系には 、非可算無限個の 不 変測度ある い は混合的な測度が存在し、単
一

の 「物

理 的測度」 を ど う選択 するか は力学系理論の 重要な問題 の
一

つ で あ る ［19］．こ れ ま で に、二 つ の 物
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理的測度が提案 されて い る ［19］．
一

つ は、外部か ら ノ イ ズ を入れ 、ノ イ ズが ゼ ロ の 極限 で 得 られ る

測度 （Kolmogorov 測度）で 、も う
一

つ は 、
　Lebesgue 測度に つ い て ラン ダム に用意 された初期状態

か ら得 られる軌道 に つ い て の 長時間平均を記述す る測度 （Sinai−Rucilc−BoweIl測度 ［201）で あ る．

　 さて 、相空間の 様子が詳細に 観測で きる なら不変測度の 違 い も観測で き 、 測度選 択 の 問題は 物理

的に も重 要 で あ る ．と こ ろ で 、我 々 が観測で きる量 （巨視的観測可能量）は限 られ て お り、しか も

誤差をな くす こ とは で きない ，従 っ て 、仮 に 巨視的観測可能量の 振舞い が不 変測度に よ らない な ら、

測度選 択 の 問題 は物理 的に は重要で ない こ とにな る．本節で は、多重パ イ こ ね変換 につ い て 、 こ の

点 を吟味 し、格子点当た りの 粒子数や格子点間の粒子流 と い っ た 巨視的観測可能量 の 振舞い が実際

に不 変測度に よる こ とを示 す．

　次式で 与えられ る相空間上 の 測度μ
（Aβ）を考えよ う．

μ
（へβ）

（晦 ξ．η）） − AnZ」
1　

，w （ξ）ψ．t」（η）

　　　 p （nt ξ，η）　＝　｛（n ，x ，y）10≦ x ＜ ξ，0 ≦ y く η．｝

（32）

（33）

関数 ψAβ（ξ）は方程式

一 1蟹）擁）． 讐 ，

（0 く ξく り

（1く ξ〈 1一り

（1
− 1く ξ＜ 1）

（34）

の 唯一
解で 、 ψAβ（η）≡ 1 一

ψA ，3（1 一
η〉で あ る．ただ し、A と β ∈ （O，

1）は正 の パ ラ メ ータ で ある．

容易に分か るよ うに 、 全 て の A とβに つ い て 、測度μ
（Aβ）は B 不 変で あ る．

　平均粒 子 数分布 が μ
（A β）に つ い て 絶対連続 で 、 0 ≦ n ≦ A「 の とき

uS
“fi）

（・剛 ）一瞭 ψ八β（C
’

）∬蜘 げ）淑 ・ ガ） （35）

で 、それ以外の 場合、

轟 ＠ ・・η））一｛；濺 1鋤 擁 妻刄
111

，
（36）

と与 えられ る と しよ う．こ こ で 、Poは多重パ イ こね部分 の 密度分布 関数で 、ρ土 は 自由部分の 粒子

数密度で ある．

　す ると、初期密度 戸o（η，ξ，η）が ξに つ い て 区分的に連続微分可能ならば 、 前と同様に 、 初期測度

が 亡 → ＋ oO の 極限で 定常測度 レ鸚）
に収束す る こ とが 示せ る．こ の 状態では格子 点あた りの 粒子数

fi
＋。。（n ）お よび格子点 n か ら n ＋ 1 へ の粒子流 」賄鉾エ

は

fi
．． ． （・） 一 （・．

− P−）
AN

｛
1

筆鍔
＋ ’

）
・ P．A

・

，

飃 1
＝＝ 一罧 似

一
μ ）

A

讐昊認
）
．

（37）

（38）

で 与え られ る．

　格子 点あた りの 粒子数お よび粒子流 とい う巨視的量が写像 の パ ラメ
ー

タ tで は な く、不変測度 の

パ ラメータ A お よび βに の み 依存し て い る こ とに 注意 し て ほ し い ．例 えば、与え られ た系 の 運動が

多重パ イ こ ね 変換 B に よ っ て記述 され る こ とが分か っ て い る と しよ う．こ の とき、変換 の パ ラメ
ー
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タ 1を巨視 的性質か ら定め られ るだろ うか．（37＞お よび （38）か ら分か るよ うに、答は否 である．多

重パ イ こ ね変換の 場合、不変測度に よ っ て輸送現象などの 巨視的性質が変わ り、 物理的測度を選 ば

なけれ ば微視的な運 動法則 と巨視的現象が対応付け られ ない の で ある．

　さらに、初期測度 として平均粒子数密度が u −
。。

の 局所的摂動 崎
＝ v−

。。 ＋ ul
°C

で 与え られる場

合を考 え て み よ う，こ こ で 、yt
° C

は不変測度の
一

つ につ い て絶対連続で密度関数は O ≦ n ≦ N 以

外 で は ゼ ロ に な る も の とす る ．す る と、uiec か らの 寄与 は t → ＋oo で 消える の で 、長時間極限 で

崎 ． 。

＝ u −
。 G となる．初期測度によ っ て は 、 反熱力学的振舞い す ら現われ る の で ある．

　前述 した よ うに 、物理的 測度 としては 、こ れ まで に KolmogoI・ov 測度 と Sinai−Ruelle−Bowen 測度

の 二 っ が提案され て い るが 、 どちらの 測度 も力学か ら導けない こ とを注意 し て お く．前者 で は、今

考え て い る系 外部か らの ノ イ ズ が必要 で、後 者では Lebesgue測度 が a　prioriに特別 な役割を持 つ

か らである．つ ま り、力学系の 統計的振舞い は力学だけか ら決定で きない 、言い 替 える と、力学か

ら統 計的振舞 い を 演繹 で きない の で ある．

7　 結語

　本稿で は無 限に 拡が っ た 1 次元 格子上 で 定義された多重パ イ こ ね変換にお い て 、左右 の 半無限部

分 に粒 子 が異 な る密度 で （Lebesgue測度 に つ い て ）
一

様分布す る状態 に 置 くと、亡 → ＋ QQ の とき

平均粒子数密度 u＋。c に よ っ て表 され る定常状態 に収束す るこ とを示 した ．こ の 状態では 粒子の 流

れ が 存在 し、拡散 の Fiek の 法則が成 り立 つ ，亡 → 一
〇〇 の 極限で は初期状態 は別 の 定常状態 u＿。 。 に

収束す る．こ れ は y ＋。。
の 時間反転状態で あ り、拡散係数が負に なる な ど反熱力 学的性格 を持つ ．っ

ま り、「状態 の 空間 」 で考 える と、熱力学的に 正 常な定常状態 y
＋ 。 。

は 「ア トラ クタ
ー

」 の よ うに振

舞い 、反熱力学的定常状態 u −。。 は 「リペ ラ
ーG の よ うに振舞 う，そ して 、初期状態 は、力学 の 可 逆

性 と矛 盾せ ずに 、「リ ペ ラ ー
」 か ら 「ア トラ ク ター

」 に向か っ て
一方向的に 時間発展 し て い く．

　 こ の よ うに 、状態が
一

方向的に変化する と い う意味の 不可逆性 と動力学 の 可 逆性 とは 両立する ．

だか らと い っ て 全 て が動力 学か ら導かれ るわけ ではなく、前節で示 したよ うに、輸送現象な ど巨視

的性 質を決 める Lebesgue 測度や不 変測度 μ
（Aの か ら物理 的測度を力学に よっ て 決定す るこ とは で き

な い ．

　本稿では、孤立系が力学法則 に従 っ て時間発展する場合の 状態の緩和に注 目して 巨視的振舞い と

微視的動力学 の 関係 を論 じた．近年、外か らの 操作に対す る系の 応答を調 べ る と い う立 場か ら、熱

力学 ・統計 力学 の 見直 しが行 われ て い る ［21］．こ の ア プ ロ ーチ （操作論的ア プ ロ ーチ ）におい て も

平衡状態 へ の 緩和は重要 で あるが 、筆者の 知 る限 り、仮定され るか 、 ある い は Larlgevin方程式等

を経 由して 確率論的に考慮 されて い るだ けで ある．従 っ て、両アプ ロ
ー

チ を融合する こ とは興味深

く今後 の 課題で ある．
〆
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