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＊ 1

1　 は じめ に

　大 きな行 列 の 固有値分布 や確率変数 の ある種の ス ケ
ー

リン グ和 か ら得 られ る確率 分布 を

漸近的に 求め る こ とは様 々 な研 究分野に お い て 必 要 と され る，こ の 問題 の 解決 を量 子確 率

論 （あるい は代数 的確 率論 ［4］）の 立場か ら図 る の は 興味深い 試み で は なか ろ うか ．最近 ，

大 きなグ ラ フ の ラプ ラシ ア ン の ス ペ ク トル 解析 が こ の 観点か ら議論 され
， 量子 分解と量子

中心極限 定理 を骨子 とす る新 しい 方法 論が 形成 され て きた 18］， 〔9ユ， ［101．本稿 の 目的は ，
こ

の ア イ デ ア の 概略を い くつ か の 例 と と もに 説明す るこ とにあ る．

　量子確率論 は
， 量子 力学 と と もに 登場 して きた とも言 え るが

，
数 学的 な定式 化 と言 う意

味 で は
，
J，　von 　Neumann の 有名な著書 「量子 力学の 数学的基礎」 （原 著 1932 年）が

一
つ

の 起 源で あ る．そ の 後 ， 作用 素環 論 な ど の 文脈で 非 可換確率 論 の 名 の 下 で議論 され て きた

が
，
1980 年代初頭 に L．Accardiが

，
量 子 系の 統計 を基礎づ け る確率論 とい う意図を も っ

て 量 子確 率論 と い う名 称 を積極 的 に用 い 始 めた 。 最 近 で は
，
数 学 的 な枠組 み と して よ り

一

般 で あ り
，
量 子 系 の 統計 の た めの 確 率論 とい う狭 い 範 疇を抜 け 出 して い る こ とか ら代 数 的

確 率論
＊2

とい う名 称 を使 うこ とが 多 くなっ て い る ．

　よ く知 られ て い る よ うに
， 測度論的確 率論

＊3
は 確率空 間と呼 ばれ る 三 つ 組 （Ω ，

∫
，
P）を

基礎 に 展開 され るの に 対 して
，
代 数的確率論は ＊

一代数 と状態 の 組 （A ，φ）を基 に して い る．

測度論的確率論 は
， 標準的な方 法で 代数的 確率 論 の 特 別 な もの と して 取 り扱 われ る．与 え

られ た測度論的確率 空間 （Ω，
∫

，
P ）に対 して

，
　Hilbert空 間 究 ＝ ＝　L2（Ω ，

P ）を考え
， そ の 上

の （有界 ，
また は適 当な定 義域の 条 件 の 下 で非有界 で もよい ）作用素の なす ＊一代数 を A と

す る ．1 ∈ 咒 を 1 の み を値 と し て 取る 定数関数 と して
，

ベ ク トル 状 態 φを φ（α）＝ 〈1 ，
al ＞，

α ∈ A ，で定義 す る と （A ， φ）は 代数的確率 空 間に な る．古典確 率 変数 X は Ω 上 の 可測関

搴 1E −rua ヱ1： 0bata ◎ math ．is．tohoku ．ac ．jp
’2algebraic

　probability　theory．局 所 コ ン パ ク ト群な ど あ る種 の 代 数 構 造 を も っ た 空 間 上 の 確率測度 の 研

　 究を代数的確率論 と称す る人 々 もい る が ，こ れ は 古典確率論 の 範疇 で あ り我 々 の もの とは 意 を 異 に す る ．
＊ 3

古典確 率 論，あ る い は Kolmogc ）rov 流確率論 と も呼 ば れ る，
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数で あ るか ら
，
％ にか け算作用 素 X と して 作用 す る こ とが で き る，こ の 意味で X ∈ 凶

で あ っ て
，

・幽 一 〈1 ，
XMI 〉− f． X −

（・ ）・（dw ）− E （xm ），　 m 　＝ ：：　1
，
・

一
・

，

が成 り立 っ ．つ ま り
，
X の も っ 確率的 な情報 （確 率 分布 ）は代 数 的確 率 変数 X に移植 され

た こ とに な る．こ の 対応 XeX が確 率論 にお け る 「量 子 ＝ 古典対応」 で ある，厳密な主

張をす るには解析的な条件 を要 するが
，
大雑把に は

，
＊一代数 A が 可換で あ る こ と と確率空

問が 古典に帰 着す る こ とが 同等で あ る．した が っ て
，
Hi互bert空間上 の 自己 共 役作用素

一
つ

を単独 で 考 え る こ とは
， 古典 ＝ 量子 対応 の 観点 か ら見れ ば

， 古典確率 論を議論 す る こ と と

同等 と考え られ る．

　量 子 ＝ 古典対応 に よ っ て
， 古典確率変数を量 子確率論の 文脈で 考察す る利 点 は何 で あ ろ

うか？
一

つ に は
，
タイ トル に あ る量子 分解 に よ っ て

， 古典論で は見え なか っ た構造が 現れ

て くるか らで あ る．例 えば
，
Hudson − Parthasarathy ［12］に よ る量 子 伊藤解析 に お い て

，

Brown 運動 ｛B ，｝は
，

Bt ＝ A ， 十 Aオ （Ll ）

の よ うに 消滅過程 と生 成過程の 和 に 分解す る．これ らは，互 い に非可 換な量 子確率過 程で

あ り
，
交換関係 AtA 誉一 鱒ん ＝ rrlirl｛s ，

t｝が 成 り立 つ ．　 Hudson − Parthasarathy の 量子

確率解析は ｛A ，｝1 ｛A；｝を別 々 に扱 うこ とか ら出発す る．一
方で

，
Brown 運動 が各 時点 で

独立 なホ ワ イ トノイ ズ ｛Wt ｝の 和 で あ る とい う観点か らホ ワイ トノイ ズ 解析 が 発 展 した ．

ホ ワ イ トノイ ズ を量子 確率 論 の 観 点か ら とらえれ ば
，

w ‘
＝ at ＋ α； （12 ）

の よ うに
，
各時点に お け る消滅 作用 素 と生成作用素 の 和に 分解す る．こ れ らを量子 ホ ワイ

トノイ ズ と呼ぶ ．したが っ て
，
量子 確率論に お い て は

，
古 典ホ ワ イ トノ イ ズ は 「素」 な確 率

過程 で は な く，
量 子 ホ ワイ トノ イズが よ り本源的な役割を演ず る．例 え ば

，
ホ ワ イ トノ イ ズ

の 高次巾な どの 従来の 伊藤理論 を越 えた特 異 な ノ イ ズを含む確率微分方程 式の 研 究が 発 展

して い る （例 えば
， ［5］， ［13］，及 び そ こ に 引用 され て い る 文献）．

　実 は
，
上 に述 べ た 分 解 （L1 ）（12 ）は量 子分解 の

・一
例 で あ る ．別 の 例 と して

，

コ イ ン 投 げ

の モ デル で あ る Bernoulli型 確 率変数 X の 量子 分解は
，

x − （ll）・ （ll）・ ・
＋

＋ σ

一
（1．3）
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で与え られ る．右辺 の 表示 は しば しば量 子 コ イ ン 投げ と呼ばれ る もの で あ る．Fermion交

換関係 σ
一

σ
＋

＋ σ
＋

σ
一＝ 1 に 注意 しよ う．

　こ の よ うに
，
量子 分解 は こ れ まで も具 体 例 を通 して 議論 され て きた が，

一
般 論 の た め に

は
， 古典 ＝ 量 子 対応 に よ っ て 古典確率変数 を代数的確 率 変数 とみ なすだ け で は 不十分で あ

る ．代数的確率変数と して と らえ直 した 自己共 役作 用 素 も含 めて
，

一
般 の 確 率 変数 に対 し

て 量子 分解とい う概念を初め て 明示 的に 導入 した の は Hashimoto［8］で ある．そ こ で は
，

量子 分解が Accardi−−Bo2ejko ［1］に よ る 「確率測度の ガ ウス 化」 の ア イデア に基づ く こ と

が 明 らか に され
，
応用 と して

， ［2］， ［7］に 端 を発す る Cayleyグ ラフ に 付随す る量子 中心 極

限定理 に よ る ス ペ ク トル 解析 に新 しい 方 向が与え られ た．それ と前後 して
， 共 同研 究 ［9］，

［10］に よ っ て 距離 正則 グ ラ フ の ス ペ ク トル 解析 に お い て 量子 分解法 の 有効性が 示 され
，
新

しい ス ペ ク トル 解析 法 と して
，
さらに 多 くの 応用が期待 され る とこ ろ とな っ た ．

2　 相互 作用 フ ォ ッ ク確率空間

2．1　 相 互 作 用 フ ォ ッ ク空 間

　Boson や Fermion　Fock 空 間 を特 殊な もの と して 含む
，

よ り
一

般の 「相互 作用 Fock 空

間 」 が Accardi−Lu−Volovich［3亅に よ っ て 導入 され た．もと もと，量 子物 理 の Hamilton

模型 の 確 率極限 を記 述す るため に導入 され たが
，
確 率 測度の ガ ウス 化 ［i］の 観点か らも重

要性 が認識 され て い る．本稿で 必 要 とす る もの は
，
基 礎 とな る Hilbert空間 が 1 次元 ，

つ

ま り 1 モ
ー ドの 場合だ けで ある．＊4

　相互 作用 Fock 空間は
，
非負数列 ｛λr、｝陰 o に付 随 して 定義 され る．た だ し

，
λo

＝ 1 と
，

ある m で λ
，n

＝ 0 で あれ ば ， そ の 先の す べ て の n ≧ m で 煽 ＝ 0 と仮 定す る ．す べ て の

m で λm ＞ 0 か
，
そ うで なけれ ば λm ＞ 0 と な っ て い る最後 の 番号 mo を と っ て

，
1 次 元

空間の 直和 Hilbert，空間

　 　 oo 　　　　　　　　　　　　　　　　　 m 　

r　一　E 　oc Φ
。 ， 　 』 Σ   c Φ

。

　 　 n ＝O　 　 　 　　 　 　 　 　 　　 　 　 n ＝0

を用 意す る．こ こ に ｛Φ n ｝は 完全正 規直交基底 で あ る ： ＜Φm ，
Φn ＞＝ δmn ．次 に r 上 の 線

’4
し た が っ て

， 相 互 作用 Fock 空 間 と い う名称 は い さ さ か 大 げ さ に 聞 こ え る．無 限 モ
ー

ドの 場 合 に 定 義 し た

　 （例 え ば ［51）荷 重 付 Fock 空 間 （weighted 　Fock　space ＞0）特 殊 な もの で あ る．も っ と も 1 数 学 的 に は，荷

　 重付 Fock 空 間は 相 互 作用 Fock 空 間の 特 殊 な もの で あ る し，そ の 上，　Boson 　Fock 空 間な ど相 互 作用 が

　 な く て も定義 上 は 相 互 作 用 Fock 空 間 とな る．
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形 作用 素 α
± を

　　　　　　　　　　　　　　 λn ＋1
　　　　　　　　　 α

＋
Φ n

＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　 Φ

π ＋ 1，　 n ≧ O
，　　　　　　　　　　　　　　　　 （2．1）

　　　　　　　　　　　　　　　 λn

　　　　　　　　　　　　　　　 λn

　　　　　　　　　　　　　　　　　 Φn ＿1，　 n ≧ 1
，　a

一
Φo ＝ O

り　　　　　　　　 （2．2）　　　　　　　　　 aM Φn
＝

　　　　　　　　　　　　　　　λn ＿1

に よ っ て 定義す る （必 要な ら 0／0 ＝ 0 とす る）．自然な定義域 を考 えれ ば
，

α
±

は互 い に 共

役な閉作用 素 に なる．こ うして 定義 され た r（C ， ｛λn ｝）＝ （T ， ｛λn ｝，
a ＋

，
a
−
）を ｛λn ｝に付

随 した相互 作用 Fock 空問 と呼ぶ，

　す ぐに わか る関係式 として

　　　　　　　　　　　　　　　 λn

　　　　　　　　　a
＋
a
一
Φn

；　　　　　　　　　　　　　　　　　Φ
n ，　n ≧ 1；　 a

＋
α
一
Φo ＝ 0

，

　　　　　　　　　　　　　　 λn ＿1

　　　　　　　　　　　　　α

一
α

＋
Φ n

＝
λ

・ ＋ ・

Φn ，
，皀 o

，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λn

　　　　　　　　　　　　　 α
＋ ”

Φo ＝ V席 Φ
見 ，

n ≧ 0，

したが っ て
， 有名な交換関係 は次 の よ うに して 実現 され る ：

例 2．1Boson 交換関係 ； α
一

a ＋ 一
α
＋aT ＝ L λn

； n ！と取れば よい ，

例 2．2Fermion 交換関係 ； α

一
a ＋

＋ a ＋
α
一

＝ 1．λo ＝ λ1 ＝ 1
，
λ2 ； λ3 ＝ …　 ＝ 0．

例 2．3 自由 （frcc）交換関係 ： a
−
a ＋ ＝ 0．すべ て の n に 対 して λn

＝ 1．

　こ れ らは q一パ ラ メー タで 補間 され る．

例 2．4g 一交換関係 ： a
一

α
＋ − qa

＋ aM ； 1
，

− 1 ≦ q ≦ 1．こ れ は

　　　　　λn
− ［Tb】，！

一 ［7・ユ，［n
− 1］、 … ［1］，， 回 ，

− 1＋ q ＋ q2 ＋
… ＋ qn

− 1
，

ととれ ば よい ．

（2．3）

（2，4）

（2．5）

2．2　 直交多項 式

　数直線 R 上 の 確 率測 度 μ です べ て の 次数の モ ー メン トが 有限 で ある もの

　　　　　　　　　　Z∵噂 圃 …
，

m − ・，
1

・
・

， 一
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を考 え よ う．単項式 の 列 1
，
　xl　x2

，
．．．に Gram −Schmidt の 直交化 を施 して 直交 多項式

｛Pn （x ）｝誰 o が得 られ る ，た だ し
，
　Pn （x ）＝ ♂ ＋ ．．．の よ うに最高次の 係数は 1 となる よ

うに正 規化 して お く，こ の とき
， ｛Pn ｝は 有名な 3 項間漸化式をみ たす ：

Po（x ）＝ 1
，

P1＠）一 コ・
一

α 、，

（X −
・ crn

＋ ／）　P 。
　（X ）＝ Pn

＋ 、（X ）＋ ω
。
Pn − 、（X ）．

（2．6）

（2．7）

（2．8）

こ こ に現れ る 2 つ の 定数列 α
n ∈ R と ωn ≧ G は 直交多項式 を特徴づ け る．合 わせ て

Szeg6−Jacobiパ ラ メー タ と呼 ぶ ．

　Gram −Schmidt の 直交化が有限 で 終わ る場合 （つ ま り
， ある n で xn ＋ 1

が 低次 の 多項 式

と
一

次従属 に な る場合）は
， ｛Pn｝は有限 の n で 終わ り 1Szcg6

−Jacobi パ ラメ ータ も有 限

数列の 対 とい うこ とに なる．こ の 場合
，
必 要 な ら

， 先は 0 と して Szeg6− Jacobi パ ラメ ー タ

を無限数列 の 対 と考 えて も よい ，こ の よ うな退 化 した現象 は
，
は じめ の 確率測度 μ が 有限

集合 に集 中 して い る とき
，

つ ま り
1 デル タ 測度の 有限和 の ときに 限 っ て 起 こ る，以下で は

，

こ の よ うな退 化 した場合をい ちい ち注意 し ない が
，

一
般の 場 合 と殆 ど並 行 した議 論 が通 用

す る．

定 理 2．1 （Accardi
−Bo2ejko［1ユ）確 率測 度 μ に付 随す る 直交多項式 を ｛Pn ｝と し

， そ の

Szeg6−Jacobiパ ラメー タを ｛α n ｝と ｛ω n ｝とす る．数列 ｛λn ｝を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 λn ＋ 1
　　　　　　　　　　 λo ＝ 1

，　　 λ1 ； ω b　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
＝ Wn 十 1 ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 λn

で 定義 し
， 付 随す る相互 作用 Fock 空間を r（c ， ｛λn ｝）とす る．こ の とき ，

r（C ， ｛λn ｝）か ら

L2 （R ， μ）
へ の 等距離写像 U で 次の 性質を もっ た もの が

一
意的に 存在す る ：

　　　　 σΦ。
− P 。 ， 　 σ α

＋
σ

’ Pn ＝ Pn
＋ 、 ， 　 Q ＝ σ（α

＋
＋ グ ＋ α N ）σ

＊

，

こ こ で Q は tC に よるか け算作 用素で あ り ，
L2（R ， μ）に 稠密 な定義域を もっ ．

　実 際，
U ： 〉礪 1Φ nePn が求 め る もの とな る ．

注 意 次は 同値 な条件で あ る ：

（i）U が ユ ニ タ リ．

（ii）U は L2 （R ， μ）の 上 へ の 写像 ．

（iii）多項式全体が L2 （R ， μ）の 稠密な部分空 間とな っ て い る．
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これ らが一
般に 成 り立 た ない こ とは

，
Stieitjesの 例か ら知 られ る ；

　　　　　　　　　　　醐 一 ｛
ガ

1°gx ・dx
， 　 x ∈ ［0，

。。

0
，　　　　　 そ の 他．

）

実 際
， μ は有限測度で あ り

，
す べ て の 次数の モ

ー
メ ン トを もつ が

，
sin （2T　log　x ）がすべ て の

多項式 と直交す る こ とは容易に わ か る ．
＊ 5

2 ．3　 確率変数の 量子 分解

　確 率変 数 X の 確 率 分布 を μ と し
，
前 と同様 に

，
す べ て の 次数 の モ ー

メ ン トは有 限で あ

る と仮定する．明 らか に 1

　　　　E （X
−

）一 亭 W − 〈・P・，
・？

− P・〉嶋 m − 0
，
1

，
2

，
．…

こ こ で 定理 2，1 を用 い る と ， 等距離写像 σ に よ っ て X は 3 つ の 成分に 分解 され る ：

　　　　　　　　　　　　　　　x 一 α
＋

＋ α

一
＋ α N ．　 　 　 　 　 　 　 （2．9）

こ れ を確 率変数 X の 量子分解 とい う，ただ し
，

α N は α N Φ
η

＝ α
π 働 t で 定義 され る対角

型作用 素で あ る ．明 ら か に
，

　　　　　　E （xm ）＝ ＜Φo ，（a
＋

十 a
−

十 α N ）
m

Φo＞，　　 m ＝ 0
，
1

，
2

，
．、．．　　　　（2．10）

　 もう少 しき ちん と定式化す るに は代数的確率空間 （ま たは 量 子確 率空 間）を導 入 して 述

べ るの が よい ．

定 義 2．2 ＊一代数 A とそ の 上 の状態 φの 組 （A ，φ）を代 数的確率空間 とい う．代数的確率

空間 は
，
ノ1が可換代数 の とき古典 的

，
そ うで ない とき量子 的 と呼 ばれ る ．

定 義 2．3 代 数 的確 率空間 （．4 ，φ）に お い て α ∈ ．4 を代数的確率変数 とい う．＊62
っ の 代

数 的確 率変数 a ∈ （A ， φ），
b ∈ （β， ψ）が 確 率 同値で ある とは

， す べ て の 次 数 の 混合 モ
ー

メ

ン トが
一

致す る ときに い う：

　　　　　　　　　　　　　φ（α
E’ ．．．α

Em

）＝ ψ（bE
’ ．．．bEm），

こ こ で Ell ＿
，
Em ∈ ｛十 1

，
＊｝1m

＝ 1
，
2

，
・…

　
雨

拙著 ［4 ，定理 2，6．6］の 記 述 は 誤 りを含 ん で い る　ご指 摘 い た だ い た 洞 彰 人 氏 （岡 山 ft学）に 感 謝 す る，

　
＊ 6 場 合 に よ っ て は ，状態代数 を考 えて 合 わ せ た 定義 （例 え ば，［4］を参照）が よ り適 切 で あ る が ，こ こ で は 深 入

　 　 り し な い ．
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　相 互作 用 Fock 空 間 P （C ，｛λn ｝）が 与 え られ た とき ， 生成 ・消 滅作用 素 a 土
で 生 成 され

る ＊一代 数 と真 空 ベ ク トル Φo に 対応す るベ ク トル 状態 の 組 か ら代数的確率 空 間が 自然 に

得 られ る，こ れ を相 互 作用 Fock 確率空間 と呼 ぼ う．そ うす る と
， （2．9）の 意味する とこ ろ

は
， 与え られ た 古典確率 変数 X に 対 して

， 相互 作用 Fock確 率 空閤に確率 同値 な代 数的 確

率変数 α
＋

＋ α
一

＋ α N が存 在 し
，
そ の 代数的確率変数 は 3 つ の 成 分に 標準的に 分 解 （量 子

分解）され る
，

とい うこ とで あ る ．こ の 分解 に よ っ て
，
古典確 率 変数 を代数的 に調 べ る道が

拓か れ る．

2．4　 自己共役作用素 （オ ブザ
ーバ ブル ）の量子 分解

　Hilbert空 間 7t 上 に 自己 共役作用素 A が 与え られ た と して
，
そ の ス ペ ク トル 分解を

　　　　　　　　　　　　　　　・・1 一 鳳
゜°

・E （・・）

とお こ う＿A をある状態 φで 観測す る とき
，
観測値 の 確率分布 μ（dλ）＝ φ（E （dA））が 重 要

に な る．こ こ で ，A は 有 界 作用 素 とは 限 ら な い が
， φ（Am ）は 確 定 し て い る もの とす る ．言

い 替えれ ば
， μ の す べ て の 次数 の モ

ー
メ ン トが有限で あ る とす る ．こ の 確率測度 μ に付 随

す る相 互作 用 フ ォ ッ ク確率 空 間 を構 成す る と
，
A の 量 子 分解

　　　　　　　　　　　　　　　且 ； α
＋

＋ α
一

＋ α N

が 得 られ る．こ の 観点か ら
，
代数的確率 論 を経 由 して A の ス ペ ク トル 問題 に ア プ ロ

ー
チ可

能 と なる．

　こ こ に述 べ た こ とは
， 前節 と裏腹の こ とに 過 ぎない 、実際

，
単独 の 自己共役作用 素 A と

状態 φ が与 え られ た とき ， φ の 下で A の もつ 統 計的 な性質は
， 古典確率空間 （R ， μ）上 の

確率変数 X （x ）＝ ＝ に す べ て 移 され る ．

3　 問題 と方法

3．1　 グラ フ上 の ラ ン ダム ウォ
ーク と隣接作 用素

　
一

般 に
， 点 の集合 V とそ の 2 点部分 集合 か らなる集合 E ⊂ ｛｛x ， 厨 ；x ， ！J ∈ V，x ≠ y｝

が 与え られ た とき
， （y ，

E ）をグ ラフ （無向グラ フ ）とい う．E の 元 を その グ ラ フ の 枝 （ま た

は辺 ）とい う．｛x ， y｝∈ E で あ る とき ，
mitY は 隣接 して い る とい い

，
　x 〜 y とい う記 号 も用

い る．グ ラフ （V ，
E ）が 与 え られ た とき

，

　　　　　　　　　　　　　　A
・ y

一 鵬論 　 　 （… ）
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で 定 ま る対 称 行 列 ．4 を 隣接行列 とい う．す ぐに わ か る よ うに
，
n ≧ 1 に対 して An の

（x ， y）一成分は x と tJ を結ぶ長 さ n の 道
＊ 7の 個数で あ る．

　隣接行列 は 咒 ＝ 42（V）に 作用す る ：

　　　　　　　　　Af （・ ）一 ］E）　A 。 ，f（y）一 Σ 旃 ）， ！α

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 y∈v 　　　　　　　　y−」X

x ∈ V に対 して ，隣接 してい る点の 個 数

　　　　　　　　　　　　　　 rc（x ）＝ ｛y ∈ v ；ysv　 x ｝

を x の 次数 とい う．．4 を少 し変形 した

　　　　　　　　　　　　　ムル ）一 ・ （x）ル ）
一Σ ！ω

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 y〜x

が グ ラフ の ラプ ラシ ア ン
＊8

で あ り
，
そ の ス ペ ク トル 解析 は基本的な 問題 で ある ．

　グ ラフ （V ，
E ）で κ （x ）＝ κ 〈 ○○ が x に よ らず定数 で あ る よ うな もの は正 則 グ ラ フ と

呼ばれ る ．正 則 グ ラ フ で は
， ラプラ シ ア ン を考え て も隣接行列 を考えて も同 じ で あ り

，
そ こ

に は グラ フ （V ，
E ）上 の 等 方的なラ ン ダム ウォ

ー
ク の 情報が す べ て 反 映 され て い る．例 え

ば
，

この ラ ン ダ ム ウォ
ー

ク に 関す る 定常状態は ラ プ ラシ ア ン の 0一固有状態で 与 え られ る．

以 下で は
，

正 則 グラ フ の うちで も
， 特に 興味深 い 対称 性 を もつ もの を考察す る ．

3．2　 方法の 概略

　正 則 グラ フ （V ，
E ）が与 え られた とき ，

Hilberも空間 咒 ＝
　 e2（V ）と隣接作用 素 A の 生成

す る ＊一代数 を考 える．A 上 の 状態は 問題 に 応 じて 選ばれ る が
， 例 えば

，
　Xo ∈ V を 固定 し

て 考 えた ベ ク トル 状態

　　　　　　　　　　　　　φ（a ）＝ 〈δ。 。 ，
a δ

。。 〉， 　 α ∈ A
，

な どが重要で あ る．

　
一

般に
，
グラ フ が与 え られ る と 2 点間の 距離 ∂（m ，y）が x

，　Zlを結ぶ 最短 道 の 長 さ と して

定義 され る ，今 ， 原点 Xo ∈ V を固定 して
，

　　　　　　　　　　　　　　lx＝ ∂（x ，
Mo ），　　 x ∈ v

，

　
＊ 7 枝 を 辿 る こ と で 道 が 定義 され る，x ，Y ∈ V を 端 点 とす る 長 さ n の 道 とは，（XD ，Zl ，…　 、Xn ）∈ vn で

　　 あ っ て
，
X ＝ Xa 〜 Xl1 ＝ 1 〜 ‘：2 ，

．．．lnyTn ＿1 〜 Xn ＝ y とな っ て い る も の を い う．同 じ枝 を 行 き来す る

　 　 もの も含 まれ る．

　
ヰ8

組合せ 的 （combinatorial ）ラ ブ ラ シ ア ン と も呼 ば れ る．
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とお ぐ こ れ に よ っ て
，
グ ラフ に階層構造が は い る ：

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　　　　　　　　v − UXn， 　 Xn − ｛x ∈ v ；lx − n ｝．
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ＝〇

三 角不 等式か ら，x ∈ Xn か つ ∂（x ， y）＝ 1 で あれ ば y ∈ Xn ＿1uXn 　u　Xn
＋ 1 で あ る．す な

わ ち
， 階層 を飛び 越 える枝は存在 しな い ．こ れ に応 じて

， 隣接作用素 A が
，
上 昇部分 A ＋

，

下降部分 ．4
−

， 及 び 保存部分 A °

に分解 され る ： A ＝ A ＋
＋ A °

＋ A −
，

Xn
＋上

Xn

Xn＿ユ

n
⊥

　
O

X

X

A ＋

A

　さて
， 我 々 の 関心 は 大 きなグ ラフ に 対す る A の ス ペ ク トル の 性 質 で あ る．そ こ で 単独 の

グラ フ で は な く
，
グ ラフ の 成長列 ：

　　　　　　 V （1）
⊂ V （2）⊂ V （3）⊂ ・一

， 　 E （1）⊂ E （2）⊂ E （3）
⊂

…
，

を考 える．付随 す る隣接 作 用素 を AN とす る．目的 は
，
　ZN を正規化定数 と して

，

　　　　　　　　　　　　　　　　　撚 象　 　 　 　 （… ）

の ス ペ ク トル を調 べ る こ とで あ る．とこ ろで
，
グラ フ が成長 して ゆ くとき

，
新た に頂 点 と枝

が 増 えて ゆ くこ とか ら
， 曖昧な言い 方 で ある が

，
AN は成長の 各段 階で 「独 立増分」 が 付 け

加 わ っ て 大 き くな っ て ゆ くと考 えられ る．そ うす る と
， （32）の 解析 を中心 極限 定理 の 応用

とと らえ る こ とが 可能 とな る，実際に は ， 隣接作用素 の 量子分解

　　　　　　　　　　　　　　 Al＞
； AL｝守十 A脚

一
トAN 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．3）
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に対 して

　　　　　　　　　　　　　撫 籌，
c − ＋ ，

・
，

一

を相互作用 Fock 確率空間上 に構成 （量 子 中心極 限定理 ）し
， 系 と して （3．2）に 解答 を与 え

る．分解 （3．3）に お ける保存部分 A 涛を ．4弄に 振 り分けて 論ず る場 合 もあ る，

　我 々 の 議論 で は
， 量子 中心極 限定理 そ の もの へ の 興味に 加 えて

， 有限 の Al＞ に 対す る

組 み合わせ 的な議論 を経 由せ ず に極 限 A の ス ペ ク トル の 性質が 導 かれ る点に注 目 して 欲

しい ．

4　Cayley グラ フ

4．1　 定義 と例

　離散群 G を考 え よ う，そ の 単位 元 は e で表 す．さて
，
生成系 Σ ⊂ G で

，

（i）σ ∈ Σ ＝⇒ σ
rl

∈ Σ
，

っ ま り Σ
一1

＝ Σ；

（ii）　e 　¢　Σ．

を み たす もの が 与 え られ た とす る と
，
G 自身 を点 の 集合 ，

　yx
一ユ

∈ Σ をみ たす 2 点 を枝

（x 〜 y）と して
，
グ ラフ 構造 が 導入 され る．こ れ を （G ，

Σ）で 表 し
，
Cayley グ ラフ と呼ぶ ．

Cayleyグラ フ で は
，
各 点 x ∈ G の 次数 κ（x ）＝ 「Σ1が一

定なの で 正 則 グ ラフ で あ る．

例 4．1 加 法群 zn に標 準基 底 e1
，
＿

，
en を と り

，
Σ ＝ ｛e ± 1，

．．．
，
e ±n ｝とお く．た だ し

，

e − i ＝
− ei と記 して い る．こ の とき

， （zn ，
Σ）は正 方格子 で あ る．

例 4．2n 個の 文字 g1，
＿

，9n か ら生成 され る 自由群 を 君、
とす る．記 号の 簡 便 さの た め

に
， g− i ； g厂

1
と記 して Σ ＝ ｛g± 1 ，

．．．
，g±n ｝とお く．こ の とき

， （Fn ，
Σ）は等 質柑 木 で

あ る．

　上記 の 2 つ の Cayleyグ ラフ で は ，
グラ フ の 局 所的な性質 と して 各点の 次数は 同 じで あ

る が
， 大域的に は 著 し く異な る．

　生成元 σ ∈ Σ が σ ＝ σ

一1
をみ たす （っ ま り次数 2）典型例 と し て

，

例 4．3 ｛1，
2

，
．．．

，
71｝の 置 換全 体 の な す群 ，

つ ま り n 次 対 称群 6 ， t を考 え る．隣 同士 の

互 換

　　　　　　　　 91 ＝ （12 ），　　g2 ＝ （23 ），
．．．

，　　9n − 1 蕭 （n
− 17z），
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｛列 4．1： 2乙2 f列 4．2： F2 イ列 4．3： 63

か らな る生成系 Σ を考える こ とが で き る．

例 4．4 位数 2 の 巡 回群 を 2 つ 用意 し
，
Z20r 〈α〉，

　Z20r 〈b＞とす る ．こ の 2 つ の 群の 自由積

を G ＝ Z2 ＊ Z2 盤 〈a ，
b；α

2
＝ b2 ＝ e ＞とす る．Σ ＝ ｛α

，
b｝と して ケ

ー
リ
ー

グ ラ フ （G ，
Σ）

を考 え る と
，
グラ フ として （Z ， ｛e ± 1｝）と同型 で あ る．同様に

， （G ＝ 〈α ，
b

，
C

，
d ；α

2
＝ b2 ＝

C2 ＝ d2 ＝ e＞，
Σ ＝ ｛a ，

　b
，
　C

，
　d｝）は （F2 ， ｛g± 1 ， g土 2｝）と同型 な グラ フで あ る ．

4．2　Cay 正ey グラ フ 上の 量子 分解

　（G ， Σ）を Cayleyグラ フ と し
，
Σ ＝ ｛g± 1 ，g士 2 ，

＿
，g土 N ｝とお く．い つ も通 り， g51 ＝

g＿α と記 した．生成元 が gα ≠ g＿α
をみ たすか どうか に よ っ て 記法や定数の 変更が必 要で

あ るが
，
殆 ど並 行 した議論 で すむ の で

， す べ て の 生成 元 は g、， ≠ g＿α
をみ たす と仮 定 して

話 を進め る．隣接行列 を正 則表現で 表示 して お く．咒 ＝e2（G ）と して （π ，
咒 ）を G の 左正

則表現 とす る．つ ま り
，

　　　　　　　　　 π （9）！（x
’
）＝ f（9

− 1x
），　　9 ，

．x ∈ G
，　／∈ 7t．

こ の とき ， 隣接行列 は
，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N

　　　　　　　　　　　　　　且 一 Σ（・ （9。 ）＋ ・ （9一α ））　　　　　　 （4・1）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 α ＝1

とな る．

　さて
， 単位 元 で な い g ∈ G は，定 義 か ら有限 個の 生成 元の 積で 表 示 で きる ．そ の よ う

な積表 示の うち最 短 で あ る とき
，
そ の 長 さを lglで 表 そ う．単位元 に 対 して は 1ei＝ o と
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お く．明 らか に
， lgl− 1 と g ∈ Σ は 同値で あ り

，
∂（x ，y）＝ lyx

− 1i
が成 り立 つ ．特 に

，

gl − 1 ≦ lgα g1 ≦ Igl＋ i が任意の g ∈ （ヌと gα
∈ Σ で 成 り立 つ 。こ こ で は

，

（A1） 任意の g α
∈ Σ と g ∈ （1 に対 して

，
　lgα g ＝ gl 土 1

，

を仮 定 と して 設 け る．そ うす る と
，
Cayleyグラ フ に 階層構造 を導入 した とき

， 隣 り同士 の

階 層 の 2 点 の み に枝 が存在 し
，
同 じ階層の 2 点 が枝で 結 ばれ る こ とは ない ，

ーイnX

nX

Xn −1

−

O

X

X

　隣接行列 A の 量子 分解 の た め に は 1 π （gα ）を量 子 分解すれ ば よい ．各 g ∈ G に 対 して

δg ∈ 刃 を 1 点集合 ｛g｝に付随す る特性 関数 とすれ ば
， ｛δg ；g ∈ G｝は 咒 の 完全正 規直

交基底に なる．こ れ を利用 して
，

π （gま）を

　　　　　　　　　　・購 臣 翻
＋ 1 の とき，

　 （・・）

　　　　　　　　　　蝋 十
，

翻
ト 1 の とき

，

　 （4・・）

の よ うに 定義す る，明らか に
，

π （
　土
．qα ）∈ B （賀）， 117r（gま）1＝ 1 か つ

　　　　・ （9 。 ）一 ・ （gi ）＋ ・ （gE ）， 　 ・ （9ま）
＊

一 ・ （9二。 ）， 　 ・ （．qi ）
＊

一 ・ （9±。 ）・

こ れ に応 じ て
，

　　　　　　　　　ガ ＝ 吻 わ ＋ π （9±1）＋
… ＋ π （9声）＋ π （gtN ）　 　 　 （4・4）

　　　　　　　　　A
−

＝ π （yi
−
）十 π（9：1）十 …　　十 π （9刃）

一
トπ（9：N ）　　　　　　　　　　　（4・5）
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とお くと
，
量子 分解

　 　 N

A ・ Σ（・ （9。 ）＋ ・ （9− 。 ））− A ＋
＋ 左

　 　 α ＝1
（4．6）

が 得 られ る．

4．3　Cayley グラフ の 隣接行列の 溝近的ス ペ ク トル 解析

　各 N ＝ 1
，
2

， ＿ に 対 して Cayleyグラ フ （G （N ）
，
Σ（N ））が 与 え られ て い て

，
Σ（N ） ＝

｛g±1，
＿

，g±N ｝となっ て い る と仮定す る．っ ま り
，
1V が増 え るに した が っ て

， 新 し い 生成

元 が付け加 わ っ て
，
グラ フ が成長 して ゆ く こ とに な る ．各 （G （N ）

1
Σ（N ）

）の 隣接行列 AN
の N → OQ にお ける ス ペ ク トル の 様子 を調 べ る こ とが 目的で あ る．極 限 の グ ラ フ で は

， 各

頂点の 次 数 は oO で あ る か ら
， 等方 的な ラ ン ダム ウォ

ー
ク を考え る こ とはで きな い ，こ の

こ とは
，
Al＞／ZN の よ うに正規化 して 極限 を と らない と意味の ある値 が 出 て こ な い こ と と

関係す る，

　グ ラフ の 大 きくな り方に 関 して仮 定 をお く．まず．

　　　　　　　　・ 曾
）
（9）一 ｛（9 。 ，

・）・ Σ（N ）
・ G （N ）

、・ （9よ）δ。
一 δ

，｝，

　　　　　　　 ・ ！
N ）

（9）一 ｛（9。 ，
x ）・ Σ（N ）

・ G （N ）
；・（9議 一 δ

，｝，

とお く．もし （9cr，x ）∈ ω 望
）
（g）で あれ ば 1

　gi ＝ Fm± 1 か つ

　　　　　　　　　　　　　ω 鰍 9）1＋ ω 9N）（9）1− 2N

が成 り立 つ ．さて
， 仮定は 次の 2 つ で あ る：

（A2 ） 各 n に対 して 整数 ω n ≧ 1 と定数 Cn ≧ 0 が 存在 して

　　　　　　　　｛… （N ）
・1・1− ・副 （・）1≠Wn ｝≦ Cn（・N ）

n ‘1
・

（A3） 各 n に 対 して
，

　　　　　　　　　・

：
・・up ｛1・ ＄

N ）
（・）亅… G （N ！

， h ・｝・ VVn …

　　か つ lim　s・Pn → 。。 剛
／TL

〈 。。 ；

（4．7）

（4．8）

（4．9）

条件 （A2 ）は，大 ざっ ぱに言 え ば，階層 n に ある g ∈ G （N ） の うち 「大 多数」 に対 して は
，

枝で 結ばれ る 下の 階層 rb − 1 の 元 が 丁度 ω n 個あ る と い うこ と を意味す る，
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　さて
， 各 （C （N ）

，
Σ（N ））に対 して ，前節 の よ うに

，

　　　　　　　　n （NLe2
（σ

（N ）
）， 　 ・ 一 π N ，

が定義され る ．G （N ）の 階層構造に対応 して ，

AN1 碼 ，

　　　　　　　　　　　　
Φ£

NL ω

ll寿）  黒、1一

δ
・

とお く，Φ£
N ）

は厳 密には正 規化 され て は い ない が
，

　　　　　　　　　　　　　　 11Φ£N ）II2− 1 ＋ 0 （N
− 1

）

が成 り立 つ ．一
方 1n

が 異 なれ ば互 い に直 交す るこ とは明 らか で あ る．こ うして
，
7｛（N ）の

部分 空 間

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 oo

　　　　　　　　　　　　　　　r（N ）
一 Σ　oc Φ£

N ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ＝ 0

は Fock 空 間に 準ず る性 質を持 っ ．実際 1

　　　　　　　　　　藩・！ざ・一
偏 ・瓢 ・（N

− ・／・

）， 　 （・・1・）

　　　　　　　　　　缶 ・鮪 一 偏 ・£
N ・

＋ ・（N
− 1

）， 　 　 （411 ）

が示 され る．こ れ よ り
，
λrt

＝ ω 1 ＿ ω n と し て 相互 作用 Fock 空 間 （F ，｛λn ｝，
a ＋

，
α
一
）を考

え る．形式的に は
，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　瑪 　　±
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．12）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 lim　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＝ （L

　　　　　　　　　　　　　　　　N → 。・
、／函

とな っ て い る こ とは 明 白で あ る．言い 替えれ ば
，
極 限 を記述 す る で あろ う相 互作用 Fock

空間は Cayleyグラフ の 構 造 定数の
一

つ とで 童） い うべ き ｛ω n ｝に よ っ て 完全 に 決定 され て

い る の で ある ．数学 と し て は
， （4．12）の 収束を量 子 中心 極限 定理 と し て 証 明す る 必 要 が あ

る．実は ，も う少 し強 く ，

コ ヒ
ー

レ ン ト状態 も含 め た か な り
一

般の 行列成分の 収束が示 され

て い る．

定 理 4．1 （Hashimoto ［8］）（G （N ）
，
Σ（N ））を こ れ まで の 仮定をみ たす Cayley グ ラ フ の

列 と し
， ｛ω n ｝に 対 応 す る相 互 作 用 Fock 空 間 を （F，｛λn ｝，a

＋
，a

−
）とす る． こ の と き ，

鵬 Σ隅 ・
。
Φ。 ∈ r に 対 して

，
・IL（

N ）一 　E；＝、｝
・

．
Φ£

N ）
∈ r （N ）で あるP艮り

，

　　　　　撫 〈・ ・N ・慌 ）… （蓋）・gy・〉一 〈・ ，
a

・ ・
　・… a

・ …
・n ＞
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が
， 任意の E1

，
＿

iEn 、
∈ ｛±｝，

　rn ≧ 1
，
に対 して成 り立 っ ．

注 意　Hashimoto ［8］で は
， 長 さ関数 1・1が必 ず しも g ∈ G の 生成系 Σ に 関す る最短 表

示 の 長 さと は 限 らない と して
，

よ り
一

般 的 な場合 を証明 して い る ．

例 4．5 正 方格 子 （zN ，｛e± 1，
＿

，
e± N ｝）にお い て

，
ω r、

＝ π で あ る，実際 ，
　g ∈ zN が 第 n

階層 に あれ ば ，

9 ＝ Pler 十
・・

十 Pl＞eN ， Pl 十 ・・十 PN 　＝ n

と表示 され る ．こ の とき
，
階層 n − 1 に あっ て g と隣接 して い る 元は

， p，
＞ 0 な らそれ を

1）i − 1 で お きか え る か
， Pt 〈 0 な らそれ を Pi 十 1 で お きか え るか して 得 られ る．したが っ

て
，
1 ≦ 1・ 曾）

（・）ISn で あ り
，
N ・ n で あれ ば ， 大猟 の 、 に対 して 岬

）
（9）− n で あ

る こ とが容 易に わ か る，した が っ て
，

ω n
＝ n

，
λn

＝ n ！で あ る．さらに
，
Wn ＝ n もす ぐわ

か る ．よ っ て
， 量子 分解 され た隣接行 列 は Boson　Fock 空 間上 の 生成 ・消滅作用 素 α

±
に

代数的確率変数の 意味で 収束す る ：

　　　　　　　　　　　　　　　　lim
且L 。

± ．
　　　　　　　　　　　　　　　　N → ・ 。 VIIv

特に
，
AN の 真空 に お け る分布 は漸 近的 に 標準正 規分布 で あ る ，なお

， 例 2．1 を参 照．

例 4．6 等 質樹 木 （Fl＞ ， ｛g± 11 ＿
， g± N ｝）を考 えよ う．階層 n に あ る g ∈ Fv と隣接 し

，
階

層 n − 1 に あ る元 は 1 個だ けで ある こ とは 明らか ，よ っ て ω n
； 1

，
した が っ て ， す べ て の

n で 煽 ＝ 1．また
，
Wn ＝ 1 も明 らか ．した が っ て

，
量子分解 され た 隣接行列 は漸近 的に

自由 Fock 空 間上 の 生成 ・消滅作用素 に収束 し
，
真空に お け る分布 は Wigner 半 円則 で あ

る．すな わち
，

　　　　　　　無 〈・8N
）
1（無）

M

・・〉一 蹴艶岼 ・・

なお
，
例 2．3 を参照，

例 4．7 Σ を可 算無 限集 合 ，
m ： Σ × Σ → ｛1，

2
，

…
，
OG ｝を Coxe むer 行列 とす る．つ ま り

，

rn （s ，
s）＝ 1 か つ

， 異な る s
，
　t ∈ Σ に 対 し て は m （s ，

t）＝ m （ち 5）≧ 2 を仮 定す る．Σ を生

成系 と し
， 関係 式

　　　　　　　　　　　　　（st）
m （s，t） − 1

， 　 s
，
t ∈ Σ

， 　 　 　 　 　 （4．13）
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で 定ま る群 を Coxeter群 とい う．なお
，
　m （s ，

t）； oO の ときは 関係式 は ない もの とす る．

ま た
， 任意 の 5 ∈ Σ に対 して S2 ＝ e が成 り立 っ ，Σ（N ） ＝ ｛Sl ，

＿
，
．，S1＞｝か ら生成 され

る部分群 を G （N ） とす る と
，
G （N ）は Σ（N ）を生成系 と して そ こに 制限 した Coxet，er 行 列

m
Σ（N ）x Σ （N ） か ら定ま る関係式 に よ っ て 定義 され る群 （Coxeter群）と同型 に なる．今， 異

な る s
，
t ∈ Σ に 対 し て い っ で も m （s ，

t）≧ 3 とな っ て い る とき ，
ω n

＝ 1 が示 され る，な

お
，
M   ＝ 2 も知 られ て い る ［ユ4］．よ っ て

， 隣接行列 の 漸近 的 な性質は 例 4．6 と同 じで あ

る．なお
， 隣接行列 の 漸近的な 固有値分布 は

， 別の 方法で も得 られ て い る ［6］．

5　 距離正 則グラ フ

5．1　　
一

舟殳言侖

定 義 5．1 有限 グラ フ （V ，
E ）が距離正 則 グラ フ とは

，
任意 の i

，ゴ流 ∈ ｛O ，
1

，
2

，
，．

，
d｝と

∂（x ，u．）＝ h をみ たす任意 の x
， y ∈ V に 対 して

　　　　　　　　　　鳩 一 1｛x ∈ x ；∂（．T ，
　z）＝ i

，∂（z ，
ty）− j｝1

が x
，
　IJの 取 り方 に よ らない 定数に なる と きに い う．こ こ で d ＝ max ｛∂＠， の；x

， y ∈ V ｝

とお い た．

　こ の 場合 ， 隣接行列 A の 生成す る可換 ＊一代数 A は Bose−Mesner代数 とも呼ばれ る ．　A
は Hilbert空 間 咒 ； e2（y ）に 作用す る （§3），次に

，
A 上 の 状 態 φを

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　　φ（の ＝

計 （α）＝ 〈δ・ ，
　cz　6

・〉，　
x ∈ v・

　 　 （5・1）

で定め る． トレ ー
ス 状 態が

，
任 意の δ

。
∈ 咒 に付 随す る ベ ク トル 状態に

…致 す る の は 距離

正 則 グ ラフ の 特 性 で ある，

　で は
，
A の 量 子 分解を定義 しよ う．まず

，
　A ， を第 i 隣接行 列 （i ＝ 0

，
1

，
2

，
＿

，
d）とす る．

すな わち
，

（蛎 一 ｛1：望鍬
＝ 氏

（5．2）

こ の とき ，

d−
ー砿＝

，
コ

齟
ち鳩

・

Σ
圓

　

「… （5．3）
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が成 り立 っ の で
，
線形空 間 と して

，
A は ｛1　・＝ ．Ao

，
A ＝ Al

，
＿

，
Ad｝で 生成 され て い る．状

態 φに よ っ て A に 内積 が 〈α
，
b＞＝ φ（α

’b）として 定義 され
，
そ れ 自身が Hilbert空間 r

　　　　　　　　　　　 An
，　κ n 至 P9 η

＝＝ IXn　1，　　　　　　 Φn
；

　　　　　　　　　恆

とお くと
， ｛Φ n ｝は r の 完全正 規直交基 底 とな る：

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d

　　　　　　　　　　　　　　　 r 一 Σ ・c Φ． ・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ＝1

とな る．そ こ で
，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
γ呂 ； O

｝
1

コ
2

，
．　．，

d
，

こ れ は V の 階層構造 V ； UX ，、
に 対応 して い る，隣接行初 ．4 は次の よ うに 作用 する ．

AΦn
＝

西 Φ・，

P蜘響 ・
・ ＋・ ＋ ・曜雫 ・

・
一・ ＋ 醸 ，

・守癖 7・・一・舳 ，

n ＝ 0

1 ≦ n ≦ d − 1
，

n ＝ d．

一
般 に

，
A は 保存部分を含む こ とに 注意 して お く．そ こ で

，

　　　　　A ・
・ n

一 じ
ヂ蜘 織

　

　

　

　
物

　

　

　

Φ

　

　

　

　

η

　

　

　

nl

　

　

　

P

　

　

−
一
2

　

　

　

妬

　

　

漂

　

　

　

獅

O
　

　

Pー
　

　

＝

　

　

n

　

　

Φ

0 ≦ n ≦ d − 1
，

n ＝ d
，

n ＝ 0

1 ≦ π ≦ d
，

（5．4）

（5．5）

と定義す る と
， 量子分解 A ＝ A ＋

＋ A
一

が 得 られ る．

　興味は ，
グ ラフ が成長す る とき，

正 規化変数 A ±
／vπ の 極限を とらえ る こ とで あ る．グ

ラ フ の 成長を表すパ ラ メ
ー タを N と して

， （5．4）， （5．5）に 現れ る量に N を付 けて 明示す
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る こ とにす る．そ こ で
，
係 数が

　　　　　　　　　蕊 ・げ （N ） 署鍔
）

／画 一 P ・ ，

　　　　　　　　　撫 ・獅
・

（N ）   1鍔）

／面 画 一 （1・ ，

　　　　　　　　　乱 1鑑 （N ）／面 珂 一   ・

の よ うに収 束 して い る と仮 定する．こ の とき ， 形式 的に

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 瑪 　 　 ±
　 　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 lim　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＝ ＝ a

　　　　　　　　　　　　　　 N → ・ ・

〉
／訂 珂

とすれ ば ， （5．4）， （5．5）か ら極限にお い て 期待 され る関係 式は

　　　　　　　　　　　　　　a
＋

Φn
＝ PnΦn ＋ 1 十 rn Φ

n

　　　　　　　　　　　　　　a
’
Φ n

＝ qnΦn ＿1 十 rn Φn

（5．6）

（5．7）

（5．8）

（5．9）

（5．10）

（5．1／）

で あ る，こ れ か ら
，
相互 作用 Fock 空間 と対応す る 直交多項 式 や確 率測度 を再 構成す る こ

とは 容易で あ る ．した が っ て
，
形式的に は

， 係数 の 極 限 （5．6）， （5．7）， （5．8）が判れ ば
，
AN

の 漸近的 固有値 分 布 が 求め られ る ．ただ し
， （5．9）の 収 束 を代数 的確率変数 と し て き ちん と

示す こ とは数 学的問題 と して 重要で ある，

5．2　Hamming グラ フ H （d，
　n ＋ 1）

　F を n ＋ ／個 の 元 か らな る有限集合 と し
， 直積集合 Fd に距離を

　　　　　　　 ∂（x ，
t」）− i｛i；ξ≠η、｝i，　　　x ＝ （ξ∂， ！1 ＝ （ηi）∈ ・Fd，

と して 定義す る．い わ ゆる Hamming 距 離で あ る．∂＠ y）； 1 で あ る 2 点を枝 で 結 ん で

で き る グ ラ フ を Hamming グ ラ フ と呼び H （d ，
　Tb ＋ 1）で 表す．前節 §5．1 に従 っ て、隣接

行列 の 量子 分解 を

　　　　　　　　　　　　　 Ad，n ＋1
＝ Aお＋ 1 ＋ 賑 奸 1
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とす る．Hamming グ ラ フ の 構造定数 pl｝は容 易 に わ か る の で
，　n

，
d → ○○

，
　n／d → τ ≧ 0

に お け る （5．10）と （5．11）が直 ちに 計算 され る ：

　　　　　　　　　　　　α
＋
Φ・

一 “Fii・ n ＋ ・ ＋ 亨・
nl

　　　　　　　　　　　　α

一
Φ n

− th ¢ n − ・ ＋ 亨Φ
。
・

これ が Boson 　Fock 空間上で 実現 され る こ とは 明 らか で ある ．収束 に つ い て も証 明が で き

て い て
， 次の 結論が導か れ る．

定 理 5．2 （Hashimoto
−Obata−Tabei ［10亅，

　Tabei ［15］）T ≧ 0 とす る．代数的確率変数 と

して
，

　　　　　　　　　　　　正il、、　
A毒圃

。 、
・

＋ 近虎 ．
　　　　　　　　　　 n ，d → DQ ，n ／d→ 丁

〜
／7浸瑟 2

ただ し，b土
は Boson　Fock 空 間の 生成 ・消滅作用 素で あ る．

　 した が っ て
，

　　　　　　　　　n ，、。 齲 、． 。 禦篇
1）

− fb ・b
−

＋ b・
＋ b

−
・

T ＝ O の ときの 極限 は b＋
＋ b

一
で あ る か ら

， そ の 真空に おけ る分布 は よ く知 られ て い る よ

うに標 準正規 分布 で あ る ．7 ＞ 0 の 場合 の 極 限 V？　b＋ b
一

＋ b＋ ＋ b
一

は量子 ポ ワ ソ ン 型確

率変数 と呼 ばれ る もの
＊ 9

で あ る ［12］．実際 ，
R 上 の 確率分布 u

． を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 e
− 1／τ

　　　　　　　　
u

・（｛轟 一 i／・
fi’｝）「 ！。ゼ 　 k − °

，
1

，
2

， 一

と定義す る と
，

　　　〈・・， （Gb ・b
一

＋ b・
＋ b

−
）
m

Φ・〉一 だ・
一

融 ），　 m − ・11 ，
・

，
・一・

1

が成 り立 っ 、本節 で 考え て い る状態は トレー
ス 状態で あっ た か ら ， 以上 の 議論 か ら Ad，n ＋ 1

の 漸近 的な固有値分布が 求 め られ た．すなわ ち ，
n

，
d → Oo ，

　nfd → T ≧ 0 の とき
，

　　　　　　　　撫
1）

の 固有値
／

・・Jnt　 S ｛轡
分布

，

認
　 ’ 9

標準的な もの の 平行移動 に な っ て い る．
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注 意 Hashimoto −Obata−Tabei ［10］で は
，
隣接作 用 素の 量子 分解 を

，
グラ フ H （d ，

n ＋ 1）

に 向きを与 え る こ と に よ っ て 直接導い て い る。そ の 際
，
保 存部分 A °

に つ い て は
，
各階層

X
，、

に で きる部分グラ フ の マ ッ チ ン グと Euler の
一

筆書き定理 を用 い て 議論 して い る ．

5．3　Johnson グラフ 」（v ，
　d）

　S を v 個の 元 か らな る有限集合 と し
，
1≦ d ≦ v！2 とす る．

　　　　　　　　　　　　　 」（1丿，　d）　＝ 　　｛ x@　　　@s　　 ；　Ix@ ＝

　 　d
｝

と
して ， 2 点x ，

y∈」 （v ， d）が ［ m ∩ y ］ ＝d − 1を みたす と き枝 で結 ぶ こと に

てで き るグ ラフを Johnson グ ラ フという． そ の
隣 接作 用素 をA。 ，dと す る．　Hammill

O ラフの
場
合 と 同

様に，d → oo ，2d／v→ p ∈（ O，1］の極限 で（5．1D ） と（5 ．11 ） が 直

に計算される1 　 　
　
　

　
　 　 　 　　α＋ Φ n ＝十1）Φn＋1十 　　　　　　　　　　　　　　　　 　

　 　　　　　　　　Φn ，　　　　　
　　　（5．12 ） 　　　　　　　　　　　 　　　

　
　　

　　　　P（2 − P） 　　　　　　　　　　　　　
　　
　　　　　　　　　Φrv．　 　　　　　　　　　　　（5 ．13 ）

　
　 　 　

　
　　 　

　a一Φn＝nΦn − 1十 　　　　　　　　　 　
　　

　 　 　
　
　

　 　P （ 2 − P ） こ こで， A 。 ， d の固 有 値 分 布 がどう し て
わ か る かを 述べて

こ う．特に p ＝ 1 と しよ
う ， 慣 用と あ わ

せ

ためにφn＝π！働、
と

お く

と
1 　　　

　 　　 　 　 （ α
＋
十α一

一ト 1 ）φ冗 ＝ φπ＋1

n2 φ r 匙＿1 十（2n 十1 ） φπ こ れ はLaguerr

ｽ項式｛Pn｝のみたす3 項
間漸

化
式 　

　 　 　
　
　　

　
　　

　
xl ：

「n＝1 ：
「n＋1 一ト

　
Pn

− 1 一 ト （2n → − 1）P，1 と一 致してい る．相互 作用Fock空間 と 直
交

多 項
式

の 標

対 応（定 理 2 ． 1 ）から α ＋＋a一＋1 の真空におけ る 確 率分 布はLaguerre 多項 式

定め ている
確 率分布に 一 致 し ， それは正の

実

軸［ O ， ＋ DO ）に 乗 っ
ている 指 数分

布
e−＝dx で あ

．し た

って，　
d
→ oo ，2 d ／

v → 1の
極
限 で 　 　　雛

の固有 値鰍 卜 ・ ，…）
上で ・ 一 叫・搬 ・す・分布 が 直ちに 導 かれ る ，一 般のp の とき はLa

crre 多項式 の 変 形が 現れ る ．

束 も含めた詳 細は［ 91 におい て議論 さ れ る． 注意 　 Hora ［／ 月は ，距離 正則グ

フの いく
つ か の例につい て，極 限移行 す る前の

隣 接作 用
素 AN の固有値 分布の 具 体

な 表式をも と に ， 分布の ス ケー リ ン
グ 極

限 を直接計算 し た ，本 論文 の 量 子
分
解 法に よれ

， AN の 固有 値 分 布 は 知 ら

く
てもよ

い

で，さ
ら
なる 応 用 が 見 込ま れるので あ る ． 一803 一
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