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要旨 ： エ ン トロ ピー
の

“
composability

”
とは 、統 計的 に独立 ない くつ か の 部分系

か ら成 る 系全体 の エ ン トロ ピーが、各部分系の エ ン トロ ピーの 何 らかの 関数で

表わ さ れ る こ とを い う。 こ の よ うに一
般化 され たエ ン トロ ピー

の 合成則 は 、実

は決 して任意で は あ り得 な い 。 熱 力学の 第ゼ ロ 法則 と熱平衡 状態 の 存在 に関す

る 要請は 、 こ の 合成則 に 厳 しい 制限 を与え る こ とが 示 され る 。 本 稿で は 、 最近

証明 された、
一
般的な composable エ ン トロ ピー

の 合成則 に対す る定理 につ い て

解 説す る 。

　 二 つ の 独立な部分系 A 、 B か ら成 る合成系の エ ン トロ ピー S （A ，B）を考 え る。

多 くの 物理 系で は 、 S（A ， β）は部分系 A 、　 B の エ ン トロ ピー S（A）、
　 S（B＞の 和 に

な るが 、 こ の 加法性 と呼 ばれる 性質は決 して 自明で は な い 。そ れ が 成立 しな い

ような系 も存在す る と考 え られ る川 。そ こ で 、加法性 の 条件 を弱め た もの が、

“
composability

”
と い う概念で ある 。 これ は、 ∫（A，劭 が

一
般 に S（A ）と S （B ）の 何 ら

か の 関数 で 与え られ る こ と、すなわ ち

　　　 s（A ，
B）‘・ f（s（A ），

s（B ））

と表わ される こ とを意味する 。 A と B の 入れ 換 えの 下で の 対称 性か ら

　　　 f（s（A），s（B））＝ f（s（B），s（A））

で あ る 。 Boltzmann−Shannon エ ン トロ ピーで は、上 述の よ うに加法性

　　　 f（s（A ），
s （B ））＝ s （A ）＋ s（劫

（1）

（2）

（3）

が 成 り立っ 。 こ の 性質は 、 R6nyi エ ン トロ ピー
［2］によ っ て も満た され る こ とが

知 られて い る。他 の 例 と して は 、 い わゆる Tsallis型 の 擬

加法性

　　　f（Se（A ），　s
，
（B））＝ s

，
（A）＋ s

，
（B）＋ e（q）　s

，
（A）　s

，
（B）　　　　　 （4）

が上 げられ る 。 g（q）＝1− q の 場合は Tsallisエ ン トロ ピー13，4］、　 C （q）＝q
− 1の 場

合 は修正 され た Tsallisエ ン トロ ピー 15・6］にそ れ ぞれ対応 す る．た だ し 、
　q はエ
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ン トロ ピ
ー

指 数 と呼 ばれ るパ ラメ
ー

タで ある。

　本稿で は 、composition 関数f（S（A ），S （B））が どの ような形で あ っ て も よ い わ け

で はな く 、 熱力学の 第ゼ ロ 法則すなわち平衡条件の 存在 によ っ て 著 し く規定 さ

れ る こ とを議論す る 。 そ の 結果 、 式（4）に見 られ る 「S（A）と S（B）の 和 とそ れ ら

の 積」 とい う構造が 如何に 普遍的 で あ るか が示 され る［7］。

　まず、 X （A）、　 X （恥 を独立な 部分 系 A 、　 B の 示 量変 数で ある と しよ う 。 例 え

ば、系 の 内部エ ネル ギー、体積、 ある い は粒 子数 で ある 。 こ の とき、平 衡状態

は 、総量 X （A，　B）＝ X （A）＋ X （B）を
一

定 に保ちっ つ 全エ ン トロ ピー を最大 にす る

よ うな状態 と して 定義される ［8］。すなわち、条件 δX （A）＋ δX （劫 ＝ 0 の 下で

　　　 δS（A，　ID　・・　O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （5）

となる場合 を調べ な けれ ばな らな い。式（1）に対 して こ の 条件 を書き 下せ ば、

　　　 ∂f（s（A），
s（B ））dS （A ）　∂f（s（A ），s（B））dS （B ）

　　　　 　　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　 （6）
　　　　 　 ∂s（A ）　　 dX （A ）　　　 ∂∫（β）　　 dX （B）

となる 。

　 平衡条件とは 、部分系 A 、 B に対す る変 数 Fが

　　　　F （A）＝F （B ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

を満 たす こ と を意 味す る 。 F は 、例え ば、温度、圧 力 、 ある い は化 学ポテ ン シ

ャ ル で ある 。

式（6）か ら式（7）の 形 の 条件が得 られ るた め に は、

　　　
゜f（s（A），

s（B

∂s（A ）

））
− k（s（・）・

・s（B））・（・（A））・h（・（B））

　　　
∂f（s（A），s（B

∂s（B ）

））
− k（s（・）・

・s（B））h（s（・））・（s（B））

が 同時 に成 り立たなけれ ばな らな い 。

　まず 、 対称性（2）か ら、関tWk（S（A），
　S（B））も入 れ 換え対称性

　　　　k（s（A）， s（B））＝ ・ k（s（B ）， s（A ））

を持たなければな らな い こ とが直 ち に分か る 。

　次 に 、composition 関数に対する 可積分条件

　　　　∂
2f

（∫（A ），∫（B）） ∂
2

ノ（s（A），∫（B ））

∂s（A ）∂∫（B） ∂s（B ）∂s（A ）

（8）

（9）

（10）

（ll）
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か ら、

　　　　　
∂

警鍔
（B ））

h（s （A））・（・（m ）・ k・（・（・）・・s（B））讐鶲
））S！s（・））

　　　　　
一

∂k （s（A ），s（B

∂s（B）
））

・（聯 （・・B））・ 翻 ・・B・）・（s… ）嬲
）

（12・

とい う恒等式が導か れ る 。 これ を

　　　　　k・

（

　　　ls

（A ），
s（B ））

∂k（
警鑞

（B））∂ノ（
詈錺

（B））
・
41

鶲
））

・（s（B））

　　　　
一

、
・

（

　　　Is

（A）， s（B））

∂丸

黔
β））∂∫（

糯
（B））

・ ・（・… ）響 （13・

の よ うに書き換え る と、 s（A）とS（B）入 れ 換え に対 して 対称 な部分

　　　　　∂k（s（A ）・
s （B ））∂ア（s（A），s（B ））＿∂k（s（A ），

s（B ））∂f（s（A），s（B））
　　　　　　　∂s（A ）　 ∂∫（・）

　
∂s（B）　 ∂s（A ）　 （14）

と 、 S（A）と S （B ）が 因子化 され た 部分

　　　　
41

鶲
））
9（s（B ））一・（s（・））響i掌）　　　　　　 （15）

と に分解され る こ とが分か る 。

　式（i4）は直 ち に解か れ る。そ の
一般解は 、

　 G を任意関数 とす る と

　　　　k（S（A）， S（8））ニ G （ノ（S （A ），S（B）））　 　 　 　 　 　 　 （16）

の よ うに表わ され る 。

　 こ こで 、

　　　　・（！）・ f，（f）　 　 　 　 　 　 （17・

　　　　　　　　　 df

を満た す よ うな補 助 関数 H を導入 しよ う。 こ れ によ っ て 、式（8）、（9）はそれぞれ

　　　　∂H （s（A ，
B））

　　　　　　　　　　　＝ 9（S（A ））h（S（B ））　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （18）
　　　　　　∂s（A）

　　　　 ∂H （3（A ，
B ）〉

　　　　　　　　　　　　＝ h（s（A））9（s（B ））　 　 　 　 　 　 　 　 （19）
　　　　　　∂s（B ）

と書か れ る 。
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一
方 、 式（15）か ら

　　　　　ldh （s（A））　 ldh （s（B））
≡ λ

　　　 9（s（A ）） dS （A ）　 9（s（B ）） dS （劫

が得 られる 。た だ し、λは変数分離の 定数で ある。

　 従 っ て 、式（18）、（19）はそれぞれ

　　　
∂

驪ヂ
））

一 士
4

贈
）hA（・・B・）

（20）

（21）

　　　
∂

鶚ヂ
’）

”

li・・（・・A・）
f！’llliill・ls，ll））　 　 　 ・22・

の よ うに書 き換 え られ る 。 こ こで 、 λ ＝ Oは極 限λ→ 0の 意味で 解釈する こ とに

する 。 こ れ らは直ちに

　　　　　　　　　h
λ（s（A））hλ（s （B））

　　　 H （s（AB ））＝　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　 十 const ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（23）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 λ

と積分 される。
一
般性 を失うこ とな しに 、定数項 を

　 　 　 　 　 　 　 l
　　　 const ．＝

一一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（24）
　 　 　 　 　 　 　 λ

と置 くこ とが 出来る 。 従 っ て 、

　　　　　　　　　ha（s（A ））hk（s（B））
− l

　　　 H （s（A ，
B ））＝　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 （25）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 λ

を 得 る。 こ れ が 、平衡状 態が 存在する と い う条件 に よ っ て 規定 され る合成 系の

エ ン トロ ピーの 満 たすべ き最も一般的な表式で あ る 。

　最後に 、 haの 関数形 を決定 しよ う。 そ こ で 、 部分系 A 、　 B が共 に完全な秩序

状態 に ある場合を考え る 。
こ の とき、

　　　 S （A ，
B）＝ S（A）＝ S（B ）＝ O

が成 り立つ か ら、式（25）に よ り

　　　　　　 磧（o）− l
　　　 H （0）＝
　 　 　 　 　 　 　 　 λ

を得 る 。 次 に、 B の み が完全 な秩序状態 に ある 場合 を考え る と、

　　　 3（A ，B）＝s（A）

　 　 　 S（B）＝ 0

（26）

（27）

（28）

（29）
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で ある か ら

　　　　H （s（A））；

となる 。 従 っ て 、

h
λ（S（A））hλ（0）

− 1

　　　　　　　 1＋ λH （s）
　　　　h

λ（s）＝

　　　　　　　　　h（0）

すなわち、式（25）か ら

λ
（30）

（31）

　　　　H （s（。，
、B ）〉．

u（s（A ））榔 （

梺辮
）脚 圃 ）゚

（・2・

が 導かれ る。 これが、平衡状態 を許容する最 も
一
般的なエ ン トロ ピーの 合成則 ．

で ある 。

　特別 な場倉と して 、 H が恒等関数で ある 場合 を考 えよ う。 この と き、式（32）

は

　　　　f（S（A），
S（B ））＝ S（A ）＋ S（B）＋ λS（A）S（B）　　　　　　　　　　　 （33）

の 形 に帰着 される 。 これは 、Tsallis型 の 擬加 法性（4）に他な らない
。

　式（32）、 （33）か ら、 「S（A＞と S（B）の 和 とそ れ らの 積」 とい う構造 が如何 に普遍

的で ある かが分か る 。
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