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一
般化された エ ン トロ ピ ー に よる発達乱流の 解析

　筑波大 物理　　有光 敏彦
1

横 浜国大 環情　　有光 直子
2

　発 達 乱 流 の 基 盤 を な す 統計 が，　
・
般化 され たエ ン トロ ピ

ー
（Rellyi エ ン トロ ピ

ー
あ る い は Havrda −Charvat−Tsallis（HCT ）

エ ン トロ ピー
）に 基づ くもの で あ る と仮定 して，速度構造 関 数 の ス ケ

ー
リ ン グ指数 を解析的か つ 非 摂動論 的に 導 い た。間 欠性

指数 の 実測値 it　＝0．220 （士 1％）に よ りRenyi エ ン トロ ピーあ る い は HCT エ ン トロ ピー
に現 れ る指数 をセ ル フ ・

コ ン シ ス テ

ン トに 算出 し q ； O．343 を得 た。そ の 結果，速度 構造関 数の ス ケ
ー

リ ン グ指 数が 実験結 果 と よ く
．一
致す る こ とが 示 され た。速

度ゆ らぎの 確率密度関数の 表式 も導出する 。

1　 導入

発 達 乱 流 の 研究 は，慣性領域 に お け る 乱 雑速 度場の 自己相似性の 仮説 に 基 づ い た Kolmogorov 国 の 次元 解析 か ら

始 まっ た 。 そ の 領域 で は，い か な る物理 量 も動粘性率 とエ ネル ギー
輸送率に よ っ て 決定 され る 。Heisenberg ［2］に よ

る 予備的研究 の 後，自己相似性 の 破れ
， すなわ ち ， 速度場に お け る 間 欠性を扱 う方法は 主に二 つ の 方向に発 展 した。

一
つ は 動力学 的方法 〔3，41で あ り，もう

・
つ は静 力学 的 方法 ［S

−15］で あ る。動 力 学 的 方法 で は 確 率 的 Navier−Stokes

方程 式 を直接 扱 う。他 方，静 力学 的 方 法で は，構 成 す る渦 に よ るエ ネ ル ギ・… カ ス ケードと して発達乱流 を解析す

る。静 力 学 的 方 法 の 中 で は，マ ル チ フ ラ ク タル 的 解析 ［9−13］が 問欠 性 現象の 解明 に 対 して 有望 で あ る が
，

こ れ は

動力学的方法 に 対 して も実 り多い 洞察 を与 え る こ とが 期待 され る 。対数正規モ デ ル ［5−7jもマ ル チ フ ラ ク タル 的 と

み なせ る。

　以前 の 論 文 ［16］で は．Renyi［17】あ る い は Havrda−Charvat−Tsallis〔HCT ）［18，
19］型 の 局所 散 逸 分布関数 を提

案し た 。 そ こ に 現れ る RHCT 指数 g ［1ア
ー20］と して p モ デ ル に 対 応 す る有効指数値 を採用する と，そ の 分布関数

は p モ デ ル ［11，
12］の 二 項分布関数 と よ く一

致 す る こ とが 分か っ た 。 なお，p モ デ ル に 対応する 有効指数値 q は，

ス ケー
リン グ 関係 ［21，221

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 1／（1 − （1）＝1／α mi 。

− 11α 1n 。 ． 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （1）

を用 い て ，間 欠 性 指 数 μ の 実 測 値 よ り決定 され た 。 α m 。 ． ，α mi 。
は，それ ぞ れ p モ デ ル に お け る マ ル チ フ ラ ク タ

ル
・

ス ペ ク トル ノB （α ）の 引数の 最大
・
最小値 で あ り，fB（α ）＝0 を満 た して い る 。こ の 解析 に よ り，発 達乱流 系 で

は q 〈 1で あ る こ とが 明 らか に な っ た ［161。

　本 論 文 で は ，発 達 乱 流 の 本 質 を 明 らか にす る た め に ，以 前 の 論文 ［16］の 考 え方 を 踏 襲 し，そ の 方針 を さ ら に 発

展 させ る ［23
．261u す なわ ち，「 つ の 条 件 （「確率の 規 格化」 と後で 定義す る 「q 分散を一一

定 に す る 」｝の
．
ドに ，一

般

化 さ れ たエ ン トロ ピー （Renyi エ ン トロ ピー
［171あ る い は Havrda −Charvat−Tsallis（HCT ）エ ン トロ ピー

［18，
19］）

の 極 大 を与 え る適 切 な 分布 関数 Ildis（En ）をセ ル フ
・

コ ン シ ス テ ン トに 導 出す る 。 それ を もっ て 第 π 世代 の 渦の 局所

エ ネ ル ギー
散逸 （単位質量当 りの エ ネル ギー

輸送率）En に 対す る 確率密度関数 とす るの で ある、、こ れは， 乱流 に

関 し て 得る こ との で きる 情報 は q 分散 の み で あ る と した こ と に 相 当 す る。Boltzmann−Gibbs （あ る い は Shannon＞
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エ ン トロ ピー
に基づ い た解析 を した場合 （q → 1），g 分散 は，間欠性指数 μ とな る 、

一
般 に，　Renyiエ ン トロ

ピーは加法的 で あ り，HCT エ ン トロ ピーは非加法的 で ある。こ れ らの エ ン トロ ピーは，特別な場合 （RHCT 指数

q → 1の 極 限）と して Boltzmann−Gibbsエ ン トロ ピーを含ん で い る 。 得 ら れ た確率密度関 数か ら発 達 乱 流 の 基 盤

を なす 統 計 が Boltzmann −Gibbs エ ン トロ ピーで は な く，・一一
般化 され たエ ン トロ ピー

（Renyiエ ン トロ ピーあ る い

は HCT エ ン トロ ピー
）で ある こ とが 明 らか に な っ た 。 確率密度関 数 が 与 え ら れ る と，そ れ に 対 応 す る マ ル チ フ ラ

ク タ ル ・ス ペ ク トル f（α ）が 分か る 。 その マ ル チ フ ラ ク タル ・ス ペ ク トル を用 い て ，速度構造関数 （定義 は （20 ）を

参照 せ よ） に対 す る ス ケーリ ン グ指数 ζm の 解析的表式 を非摂動論的 に 導 き，実験結果 ［27−291や 他 の 理論計算結

果 （K41 ［1｛，対数正 規 15．−7］，βモ デ ル ［81，　 p モ デ ル ［11，
12］，対数 Poisson ［14，15P と 比 べ る。本 論 文 で 得 られ

た Cm の 解析的表式 は
， 広 い 範囲の m に わ た っ て 実験結果をよ く説明 して い る （Fig，1，　Table　3 を参照の こ と）。

なお，解析的な表式を評 価 す る と，m 》 1 の と き。　Cmに 対 数 項 が 存 在す る こ と も分 か る ［23
−26］。こ の こ とは，

従来の 理 論 的研究で は 認識 され て い なか っ た こ とで あ る 。

　第 2 章 で は，本 論文 に お け る 手法 の 定式化 を行 う。 2．1 節で 慣性領域 にお け る乱 流 の 現 象論 に 少 し触れ，2．2 節

で マ ル チ フ ラ ク タ ル 的解析の た め の 道具立 て をす る。発達 乱 流 は 様 々 な 大 き さの 渦 か ら成 っ て い る 。 同 じサ イズ

の 渦 を，ク ラ ス ター
の 集合 （渦 を構成する 「粒 子」数密度で グ ル ープ 分け した もの ）へ ，分類す る こ とを考える 。

各 グ ル ープ に 属す る ク ラ ス タ
ー

は ，そ の グ ル ープ に 特 有 な フ ラ ク タ ル 次元で 物理 的空間を埋 め て い る とす る 。 2．3

節で は，渦 を ク ラ ス タ
ーとみ な す こ とに よ り，ス ケーリ ン グ 関係式を導 く。こ こ で 言 う ス ケーリ ン グ関係式 とは，

RHCT 指数 と マ ル チ 7 ラ ク タル ・ス ペ ク トル の 零点を与える α の値との 間 に 成 り立 つ 関係式を指す 。 第 3 章で は，
セ ル フ ・コ ン シ ス テ ン トな 解析 に よ り

．．・
般化 され た エ ン トロ ピー一

（Renyi エ ン トロ ピー
あ る い は HCT エ ン トロ

ピー・）よ り導出 され た確率密度関数 に現 れ るパ ラ メータ を決定す る 。 その 結果，間欠性指数を与えさ えす れ ば，パ

ラ メ
ー

タの 値 は ユ ニ ーク に決 定 で き る こ とが 分か る 。 間欠性指数 の 値 と して は，実測値 を採用する 。 第 4 章 で は
，

速 度構造 関 数の ス ケ
ー

リ ン グ 指 数 に 対 す る 解析的 な 表式 を 導出 し，実 験 結 果 や 発 達 乱 流 の 他 の 理 論 に よ る 結 呆 と

比 較す る 。 第 5 章 で は
， 速 度差 に対す る確率密度関数 を 同様な手順 で 解析 的 に導く。第 6 章 は考察 に 充 て る 。

2　 定式化

2．1　 慣性領域

発 達乱流の 系 は．非圧縮 流 体の Navier−Stokes方程式 ∂匠〆翻 ＋ （ε・▽）σ＝一▽ （P／ρ）＋ レ▽
2
互 で 記述 され る 。 た だ

し，ρ，p，　 v は そ れ ぞ れ，質量 密度，圧 力，動粘性率 で あ る a 本 論 文 で は，網 目の 大 き さが eo で ある 格子 の 後方

に 発生 した
．一
様等方乱 流 の 流速成分 u （例えば，流れ の 速 度場 E の x 成分）の 時系列 を解析す る。格 子 位置で の

流 体 の 速 度成 分 を Uo とする 。Taylor の 凍結仮説の 下 で は，興味の 対象と な る の は 距 離 丁 離 れ た 2 点間の 同時刻 に

お け る速度成 分 u の 差 δ？t（r ）≡ 1呱毋 十 r）− u （x ）1で あ る。

　系 の Reynolds 数 Re は，　Re ＝O
’
ttoeofu ＝（eofeK）

4f3
で 与え られ る。た だ し．δuo ＝（ce 。）

1／3
の 関係 を用 い た。

6K＝（v31E ）
1／4 は Kolmogorov ス ケール で あ り，最 大 サ イ ズ eoの 渦 へ の エ ネ ル ギー流 入 率 を c と した。さ ら に，

距離が r　
・v　en離 れ た 2 点間の 速度差 を 6un＝δ唄君の と書い た 。

　発 達 乱 流 系 に 間 欠性 が 見 ら れ る の は
， 系が 異 な っ た 大 き さの 渦で 構成 され て い る か らで ある。δn

＝di− n
（δ＞ 1）

とす る と，渦 の 直径 は en＝606n 〈Tl ＝O，1，2、…）で 表 わ され る 【8］。渦の 大きさは そ の カ ス ケ
ー

ドの 世代数 π に 依

存 して い る 。そ れ ぞ れ の カ ス ケ
ー

ドに お い て ，渦 は 1／δの 大きさに 分割 され δ個 に な る も の と仮定す る 。

　高 Reynolds 数 Re 》 1 の 場 合 は，広 い 慣性領域 が 存在す る 。そ の 領 域 は eo》 砺 》 娠 の 関係 を満 た す渦サ イ

ズ 乏．，で 特徴付 け ら れ る。発 達 乱 流 系 で は，カ ス ケ
ー

ド （こ こ で はエ ネ ル ギー・カ ス ケード）が 現れ る 領域 に お い

て ，系 の 基 礎 方 程 式 を不 変 に 保 つ ス ケール 変換が 存在す る 。 実際，Reyllolds数が高い 場合，慣性領域 に お い て 右
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辺 の 第2 項が 無 視 で きる の で ，Navier−S七〇kes方程式 は ス ケ
ール 変換 ［12｝： デ→ 〆 ＝λ元　霞 → 霤L λ

α ／3ε，　 t→

t，　・．　Al
一α／3t

，　（p1ρ）→ （p／p）
’ ＝λ

2α f3（p1ρ）に対 して 不 変で ある。た だ し，α は 任意の 実 数 で あ り，渦 を色 分 け

す る 指標 とな る 。 さらに tiUn／δUo ＝（e． ！eo）
α ／3 の 関係 が得 られ る 。

　tiu．1e＃／
3 ；const ．で あ る の で，α 〈 3の 場合

に，速度勾 配 1∂uCx ）／∂xl ＝linie．→ o　lu（x ＋ E．）　一　u （x ＞1／e．
；　lirrle。．＋ o　6Un／en に 特異 性が 現れ る ［10］。指数 α は 特

異性 の 程度を表わ す 指標 とみ なせ る 。

　δUn ／enがサ イズ 〜en［81におけ る典型的 な 「ずれ」である こ と を考慮す る と，サ イ ズ A ・　enの 渦が サ イズ 〜砺 ＋ 1

の 渦 に 分解す る まで の 特 性 時 間 は，渦 の タ
ー一

ン ・オ
ー

バ ー
時間 と して 定義 され た量 t．　・w 　en！δun で 与 え られ る と考

えて よかろ う。こ の 特性時間 を用 い る と，氾 番 目の 渦か ら （TL＋ 1）番目の 渦 へ の 単位質量あた りの エ ネル ギ ー
輸送

率 は，∈n
＝En ！t，L 〜（δUn ）

31en と評価 で きる 。 た だ し，サ イ ズ F・・　en の 渦が 持 つ 単位質量あた りの 運動エ ネル ギ ー

En は Eπ＝＝（tiUn）2／2 で ある こ とを利用 した。けっ きょ く，Eo ＝E と記 す こ とに す る と，Cn は，　 En ／c ＝ （砺／40）
° − 1

に 従 っ て ス ケール される こ とが 分 か る。

2．2　 マ ル チ フ ラ ク タル 的側面

速度勾配 に お ける 特異性 の 程度 は
， 指数 α で 特 徴 付け られ る こ とを 見 た 。 そ の 特異 性が フ ラ ク タ ル 次元 F （α ）で d

次元実空間を埋 め て い る とす る。ある 地 点 に 特異 性 α を見出す確率 P （α ）dα は，P （α ）。（ δ9− F （α ）
で 与 えられ る。

εnfE ＝（en！ee）
α一i

を考慮 に 入れ る と，こ れ の 意味す る と こ ろ は ，エ ネル ギ
ー

輸送 US　En が実空間 の 場所 ご と に揺

ら い で い る と い う こ と で あ る。

　速度勾配 の 特異性 と関連 したエ ネル ギ
ー

輸送率 の 分布関 数 rldi，（en ）は ，　 ndi，（En ）dfn＝P（α ）dα に よ リス ケー

ル 指数 の 分布 関 数 P （α ）で 与え ら れ る 。そ こ で ，以 下 で は …
般化 され た エ ン トロ ピーを利用 して P （α ）を導出す る

こ と を考え る e

　エ ネル ギ
ー

の 保存 よ り， 〈En ＞− f で あ る。また，間欠 性指数 μ は くξ謙≡〜  μ で 定義 さ れ る 。 た だ し，〈・・・＝

∫dα … P （α ）で あ る。こ こ で ，

Sdis（∈n ／c）＝1（Cn ／E）
σ
〉＝〈δ拷

（a
− 1｝

〉＝δ毳
一q−T （の

（2）

で 定義 され る構造 関 数 Sdis（En ！E＞を導入 する と便利 で ある 。 丁（のは，質量指数
3 と呼ば れ る もの で あ る。こ の 質

量指数を用 い る と，．上の 条件 は それ ぞ れ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 τ （1＞；0，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ
＝1 −← 丁 （2）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）

と書 き換 えられ る 。 P （α）朕 硝
一F （の

を（δ貞
〔a
− 1＞

＞．・　6A
−q
’一

τ  に代 入 し，極 限 δπ 《 1 にお け る積分評価 をす る と

δA一す
一「 C4）

　・・　fd・
’P （の δ区

（α
’”1）f−・6A

−
∫〔噛 （a

− 1）が 得 られ る。た だ し，マ ル チ フ ラ ク タ 」V ・ス ペ ク トル f（。 ）を

f（α ）− F （α ）
一（d − 1）一  ＋ T （の （6）

に て 導 人 し た。α と 重の 関係 は

a ＝df（α ）／dα （7）

で 与え られ る 。（6）と （ア）か ら，

α ＝−dT（の1dケ
3

質量 指数 ・  は ，体積 鵐 に お 1ナる 全散逸 ・調 や 体 積 婿の 領域 に ある 体積 e＃の 箱の 獅 評 を用い て

　　　　　　　　　　　　　　　　　δ評 （（⊂π 6舮 〉＝＝（，e9）膏δ青
南 ）＋〔醇一1＞（d− 1）

で 定義 され る／／こ の定義は
一
般の d に対 す る参考文献 ［16，231 に お ける もの と少 し異 な っ て い る。

（8）

（3）
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が 得 られ る 。（6），（7）， （8）は
， 質量指数 r （の と マ ル チ フ ラ ク タル ・ス ペ ク トル f〔α ）間の 「Legendre 変換」を構

成 して い る 。 以 上 よ り

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P （α ）朕 δ毳
イ （a ）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （9）

が 得 られ る。

2．3 　 ク ラ ス タ
ー

と しての渦

渦を，それ と同 じ大 きさの ク ラ ス ターとみ なそう。サ イ ズ の 同 じ ク ラ ス ターは ，そ れ を構 成 す る 粒 子 数 密度 に 応

じて，α で 特徴付け られ る グル
ープ に分類され る ［16】。パ ラ メ

ー
タ α は，ス ケール 変換 （2，1）で導入 され た指数で

あ る ， カ ス ケードの 現 れ る 領域 で は ，そ の ス ケール 変換 に 対 し て 系 の 基礎方程式 は 不変で ある 。 ク ラ ス タ
ー

を構

成 す る全 粒子数 Bn は，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Bn − ・ψ ・ ・（・ ）Bn （・ ）　 　 　 　 （・・）

で 与えられ る。係 数 δガ はサ イズ eo の 領域 に お け る サ イ ズ en の セ ル の 数で ある
。
　Bn（α ）＝δ9Bπ は α ク ラ ス ター

に含まれ る粒子数で あ り，P （α）は こ こ で の 議論 に ふ さ わ しい 確率分布関数を表わす 。 （10）は （4）と 同等 で ある 。

　Bn （α ）＝（砺μ，、（α ））
α

に よ り α ク ラ ス ター
中の 粒子間平均距離 ぞn （α ）を導入す る と

，

1／Bn 　＝ （en（α ）！e。）
α

（11）

が得られ る 。
こ れ は en（α〉

α
の 大 きさの 箱 にそれぞ れ 1個の粒子 が含まれ て い る こ と を示 して い る 。 さ らに，　f（α）＝0

の 解 α 士 （α 一、＜ α
＋ ）を用 い る と，平均 踈離の 最大値 蝋 α 一）と最小値 ら（α

＋）との 関 係

e。 （a ＋）μ。 （α ．）− B籍
一一1／a

＋

（12 ＞

が 得 られ る。

　他方，α は Bn に依 らな い と仮 定す る と，〔11）の Bn に 関する 微分か ら

　　　　　　　　　　　　　　　　　孟（
　乏oen

（α ））鑑（纛））
’− ft

　　　　　　 （・3）

が 得ら れ る 。 全 粒子ta　Bn の 増分 を その 連続極限をとっ て時間の増分とみ な す と，（13）は平均距離 乏n （α ）の 時間発

展 を記述 す る 式 とみ な せ る 。こ れ は 系の 背景 を なす ダ イナ ミ ッ ク ス を 反映 した式 の は ずで ある か ら，「2 点 に 関す る

e。／en（α）の 時間依存性 は，α で 色分け され たい か なる クラ ス タ
ー

に おい て も共通で ある」と仮定する の が 妥当で あろ

う・こ の 仮定・ 下 ・・e・！en（・ ）− e・1・（B ・ ），・ − 1− q とお くと・寺間発勵 程式 （・3）・ 義 （掛 ）一嵩 （蜘 ）
α

となる。こ の式の 解 は，△B ＝B − − B
＋ 》 1 に対 して

li芸爿 ・＋ （
乏

射
明

・・］
1〆（’

一
“）

−

e（
争

）
・B ・／・・一・）

（14）

を 与 える 。

　ある 時刻 Bn に お け る距離 の 比 （12）を，異なる時刻 B ± 問の 距離の 比 （14）と同
一
視す る と，ス ケー

リ ン グ関係

1／（1 −一．q）− 1／α 一一1／α ．1． （ユ5）

が 得 られ る。た だ し，e（B ．1．）rw 　Eo を考慮 に入 れ た。こ こ で，∫（α ± ）＝O で ある こ と を改め て 述べ て お く。こ の ス

ケーリン グ関係 は混合性 の 現 れ で あ る。（15）が 文献 ［21 ，
22】で 導入 さ れ て い る ス ケ

ー
リ ン グ 関 係 の

一
般 化 で あ る こ

と に注 意 され た い 。 今 の 場合，マ ル チ フ ラ ク タ ル ・ス ペ ク トル f（α ）は 負 と な る 場 合 も含ん で い る ［30］。
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　粒子数密度が 同
一

の ク ラ ス タ
ー

は ，そ れ に特有 な フ ラ ク タ ル 次 元 ∫（α ）で 空 間 を 占め て い る 。 α で 色分 け され て

い るすべ ての クラ ス タ
ー

（あ る い は 渦）の 集ま りを対象とす る の で ，系は マ ル チ フ ラ ク タ ル ・ス ペ ク トル f（α ）で

記述 され る マ ル チ フ ラ ク タル 構 造 を呈 す る と考 え られ る 。

3　
一

般化 され たエ ン トロ ピー
に基づ い た セ ル フ ・ コ ン シス テ ン トな解析

カ ス ケードの 各ス テ ッ プ は互 い に 独立 で ある と仮定 して ，n 番 目 の カ ス ケ
ー

ドに お け る局所散逸 の 確率密度関数

P8n）
（α ）〔X ［pSI

）
（α）］

n
を導出する 。 R1 ）

（α ）を決 定す るため に，一
般化 され たエ ン トロ ピー

の 極大 を と る 。 その 際 確

・・ 保存 ・∫d・ ・ … 一・ と
・嗣 ・一

定 ・す ・条件 ・・書一く（α
一

α・・
2
・・

一（∫d・ ・・・ … α
一

α ・）
2

）／∫d・ P （…

の 2 つ の 制限 を課す。 Renyi エ ン トロ ピー
［17］あ る い は Havrda−Charvat−Tsallis（HCT ）エ ン トロ ピー

［18，19】を

採用 す る と乱流 の 局所散逸 を 表わ す確率密度 関 数

　　　　　　　　　　　　P8
・1

（・ … 一（Z8
・x ・
）
一

’

［・
一
・・一・

（

 
2r 〔1

  　 　 ・・6・

が得 られる 。 分配 関数zSn）
は zSn）

＝ 　2X 〆［（1
− q）ln2］B （1／2，1 ＋ n ／〔1 − q））で 与 え られ る。た だ し，　B （a ，

b）

は Beta 関数で ある 。 なお ，　 g → 1 で は一
般化 されたエ ン トロ ピー （Renyiエ ン トロ ピーや HCT エ ン トロ ピー

）

は Boltzmann −Gibbs エ ン トロ ピ・一
に なるの で ，

一
般 化 され た エ ン トロ ピーか ら導 かれ る 確率密度 関数 （16）は 同 じ

極限 で Boltzmann −Gibbs分 布 関 数 と な る。

　確率密度 関 数 （9）に対応す る マ ル チ フ ラ ク タル ・ス ペ ク トル は

　　　　　　　　　　　　　罅 ・ … 1 一φ
一’1・9・［…

一
の耀

21

　 　 ・17・

で 与 え ら れ る。マ ル チ フ ラ ク タ ル ・ス ペ ク トル は，カ ス ケードの ス テ ッ プftx　71 に よ らな い こ とに 注意され たい
。 こ

れ は 各ス テ ッ プ は 独立 で あ る と仮定 した こ との 現 れ で あ る。α o，X ，　 RHCT 指数 q の 値は，間欠 性指数 μ よ り決

定さ れ る
。

と こ ろ で，qと α の 関係 は （7）に よ り与え られ る e そ れ を解き，　 q ．．→ 1 の 極限で 有限な解を選ぶ と

・
厂 咋 （1

− v嬬）／［a（1
−

・）1・ ・］ （18）

を得 る 。 た だ し，σ
σ
＝1＋ 2デ（1 − q）Xln2 で あ る。さ ら に，α max

一
α O

＝α 0
一

α mi ．
＝　2X ／〔（1

−
q ）1n2］の 関

係 よ り αm 。 x
＝

α （q ＝
−

DO ）と α min
＝

α （a＝＋ OQ ）が 得 ら れ る 。 以 上 よ りσ3＝2×1［（3一のln　2】とな る こ とが 分

か る。

　（6）に （17）と （18）を用い る と，

　　　　　　　　　　　・ … 一・ 一
… ＋

1÷
X

轟＋ i ［1 一瞭 酬 　 　 ・19・

が 得 られ る。g ≠1 の 場 合 は，大 き い 回 に 対 して τ（の に 対数項が 現 れ る。

　α o，X ，　 q の 3 つ の 値 を 決定す る た め に ，3 つ の 独立 の 方 程 式 （4），（5），（15）を用 い る 。fT（α ±〉； 0 を 満

・ す ・ ・
一・ ・ 士 v

’・51・・・ ・・… 代 … 解 ・と・… 1 − ［・
・ ＋ ・1− ・

・ 一・・ 一
・・恥 … は ・

・
−

　2bX ＋ 2（1
−
g）V笏 ）「が 得 られ る 。 た だ し，　 b；（1

− 2
−

〔ユ
ー
q））／［（1−一一q）ln　2］で あ る e

　間 欠 性 指 数 μ
の 値 が 与え られ れ ば

，
上 の 3 つ の 方程式 に よ り 3 つ の 値 α 。，X ，（1が 完全 に 決 まる 。

　文献 ［291で 観測 され た値 μ
＝0．220 （± 1％）を採用 し，．．ヒ記 の 3 つ の 方程式 をセ ル フ

・
コ ン シ ス テ ン ト に解 くと，

q ＝O．343。α o ＝1．127
，
X ；0．261 と なる 。

こ の と き α
＋
一

α o ；α o
一

α ．．一＝O．648，α max
−．

α e
；α o

一
α min

＝1，071，
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7（α ＿）＝
一
 （α ＋ ）＝3．912， σ1＝0．283 で ある 。

こ こ で 採用 した値 μ
＝　O．220 ［29］は，Taylorス ケ ール Reynolds

数　R λ
＝・　800 （こ れ は，Re ＝3xIO5 に対 応 す る ） の 系 に お い て 誤 差 士 1％ 以 内で 得 ら れ た もの で あ る。

　他方，以 前 の 論文 ［23−26i で 採用 した 値 μ
＝ 0，235 【12］は，い くつ か の Reynolds数 （Rx ＝ 70，90，209

，

1500（±30％），それぞれ Re ＝12000， 18000， 93000，　8　×　IO5に対応す る ）で 得られ た 実験結果 を重 ね合わ せ た も

の で あ る 。 また，文献 ［28］で は値 μ
＝ 0．26 土 0．03 が 報告 され て い る。こ の 値 は RA ≡　50，110，

　1500〔土30％）（そ

れ ぞ れ Re ＝−L 　10000，32000，7 × 106 に 対応 して い る〉で の 実験結果 を重ね合わせ て得られたもの で ある が，先

の
μ
＝0．235 と誤差の 範囲で 矛盾 して い ない

。 間欠性指数の 値 と して μ
＝0．235 を採 用 す る と ，セ ル フ ・コ ン

シ ス テ ン トな値 と して，q ＝0，380，αo ＝1．136，　 X ；O．279 を得 る e その 結果，α ＋
一

α。
＝ α o

一
α 一＝ 0．674，

α max
一

α 0
＝

α 0
一

α min
＝1．139，ξ（α ⇒ ；一

す（α ＋ ）＝3，709， σ3＝O．307 となる c

Table　1： 本論 文の 理 論 に よ り（21＞で 与 え られ る ス ケ ーリ ン グ指 数 く况と文 献 ［29］（R λ
＝800

，
　Re ＝3xlo5 ）と文 献 ［271

（RA ＝852）に 示 され る実験結果 との 比較

4 　ス ケ ー リン グ指数

m 次 の 速度構造関数

（（filL（en．））
m

＞＝ 〈（tiu，n ＞
m

＞ax δ箋m

（20）

の ス ケー．一リ ン グ指数 （m は，（2）で 導入 した質量 指数 を用 い て 鰍 ＝1 −　rT （mf3 ）と表わせ る。質量指数 と して （19）

を採用す る と，ス ケーリ ン グ指数 の 解析的表式

　　　　　　　　　　転 一響
一

，（1呈
X

纛 ［ ≒［1 − 1・9・ （・＋ pa）］　 　 ・21・
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古
・

が得られ る 。 た だ し，Om
／3

は傷 ＝ 1 十 2す
2
（1

− q）Xln2 で定 義 され て い る 。 q ≠ 1 で は，　m 》 1 の 極限で ス ケー

リ ン グ指数 （21）に対数項 が存在する：

・m 一 午 ・ ・

，≒［1・9・（
X （

？
’）1n2

・ ）・ ・ （毳）］・ （22）

こ の 対 数 依 存 性 は 本論文の 解析 で は じめ て 明 らか に され た こ と で，そ の 実験的検証が強く望 まれ る。

ミ

）

06
10 20 　　　　　 30

　 　 　 m

Fig・1・ 1蚊 雕 関数の ス ケ
ーi）ン グ指tft・C− o 実線は μ

一・・220 を採肌 た場合 の 本 論文 の 蘇 ．靆 旺 角 （R 、
・一　852）【27】，

四 角形 （R λ
＝501Re ・＝10DOO ）［28］　，丸 〔RA ＝110，　Re ＝32000）［28］は実験結果 。 点線は K41，破線 は βモ デ ル （μ ＝0．220），一一

点 鎖線 は p モ デ ル （μ ＝O．220），短 い 破 線は 対
1tft

　Poissonモ デ ル ，二 点鎖 線 は対 数正 規 モ デ ル （μ＝0．220 ）の 結果。

び

06
沁 20　　m 　 30

abOde

Fig．2： 異なる μ の 値 （a ： o．205
，　b ： o．220，　c ： o．23s，　d ；  ．250，　e： o．265 ＞に 対す る ス ケ ー

リ ン グ指数 く隅。対応す る q の 値 は ，
それぞ れ a ； 03 〔〕3

，
b ： 0．343 ，　c ：  ．380

，
　d： 0413

，
　e ： 0．443 。実験結 果は Fig．1 と同 じC

　μ
＝O．220 を採 用 した場合の ス ケー

リ ン グ指数 くm ，（21），を Fig．1 の 実線で 示す。実験 結果 ［27，
28】と他の 理

論 に よる 結 果 （K41 ［1］，対数正 規モ デ ル ［5
−7］，βモ デ ル ［8】，　 p モ デ ル ［11 ，12］，対数 Peisson ［14，

15］）も載せ て

あ る 。 実線が Re の 値の 大 きい 実験結 果 とよ く
一

致 し て い る こ とが分か る。　R λ
＝800 （Re ＝3x105 ）に 対 す る

Benzi 等 ［291に よ る 実験結 果 （た だ し，こ の 結果 は Fig．1 に は 載 せ て い な い ） と本論文の 結果 （21）と を Table　3

で 比 較 す る 。 ま た，こ の 表 に は Anselmet等 ［27】の R λ
＝852 に対す る 実験結果 も載せ て い る。こ れ は，　Flg．1 で

は 黒 塗 り三 角 で 示 さ れ て い る
。 （3

＝1 はエ ネル ギ
ー
保存を表す T （1）＝o の 条件 に よ る もの で ある。また，（6 の 値

は，間欠性指数 との 関 係 く6 ＝2 一
μ か ら 決 まる。セ ル フ ・

コ ン シ ス テ ン トな
．
方程 式 を 解 く際 に，間欠性指数 と し

て Bellzi等 ［29］に よ っ て 測定 され た値を採 用 したの で ，ζe ＝1，78 となる の は 当然 で あ る 。 μ
＝0220 は 信 頼 性 の
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高 い 値 で ある が ， Benzi等 ［29】は m ≦8 の 低次 に つ い て しか 測 定を して い ない 。 （21）に よ り計算 され た ス ケー
リ

ン グ指 数が，Anselmet等 ［271 に よ る m ＝18 ま で の 実 験 結果す べ て とほぼ一致 して い る こ と は ，注 目 すべ きこ と

で ある。なお，Anselmet等 127］に よっ て 求め ら れ た値 く6 ＝1．80 か らは，間欠性指数 の 値 μ
＝0．20が 得 られ る。

他方，μ
＝o．220を採用 した本論文の結果は Meneveau と Sreenivasan［281に よる実験結果とは

・一
致 して い ない

。

こ の 不
一一一

致 は，お そ ら く彼等の 行 っ た実験 の Reynolds 数が 低 か っ た （R λ
＝ 50 と 110）こ と に起因す る の で あ ろ

う。 た と えば R λ
〜800 の よ うに ReynQlds数が高い 系で ，高次数 m ≧ 20 に 対 して 実験 が なさ れ た な らば，そ の

結 果 は Fig．1 の 実線 と ほ ぼ
一

致す る もの と予想 され る。そ の 場合，　 Re 》 1 の 発達乱流系に お ける 間欠性指数 の 普

遍 値 は，μ
＝O．220 で あ る と結論付 け る こ とが で きる。こ の 予想 の 正 否を確認する ため に．高 Reynolds数の 系 で

高次数 m ≧ 20 に 対 す る精度 の 高い 測定 の 実施 が 望 まれ る 。

　Fig．2 か ら 分か る よ うに，本論文で 得 られ た セ ル フ ・コ ン シ ス テ ン トな表式 は，　 Reynolds 数 が 低 い 系 の 場 合 に

もス ケ
ー

リ ン グ 指数の 測定値を よ く説明 して い る こ とは 特筆 に 値す る 。 実際，μ
＝O．235 に 対す る 曲線 c が 丸で 示

した実験結果 （RA ＝110）［281 と よ く
一
致し，μ

＝O．250 あ る い は少し大きい
μ に対す る 曲線 d が 閃 角で 示 した 実

験 結 果 （R λ
＝50）［28｝と高次 （m ≧ 20）に お い て もよ く

一
致 して い る。Meneveau と Sreenivasan［28］に よ っ て

得 られ た μ の 値 は μ
＝026 （士0，03）で あ る 。 本論文 で 導出され た実線 を得 る に 当た っ て ，間欠性指数 の 実測値の

み を投 入 し た の で あ っ て ，パ ラ メ
ー

タ の 人 為的な 操作 は
一

切 行 っ て い な い こ と を改め て 強調 して お く。

5　 速度差確 率密度関数

Hv。1（δUn ）dfiu，、＝ P （α ）dα で 定義 され る速度差 の 確率密度関 数 H．el （δUn ）は ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 3
　　　　　　　　　　　　　 ffveL（δUn ）二　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ ve ］（δu π 1δUo ）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δU ，z！l” K ＞lh・（E，，／e。）1

（23）

　　　　　　　　　　　　　　卿 引 1 − （甕
）

訓
蝋 一

　 　 ・24・

で 与え られ る。ただ し，α v 。 置（m）； 31nxflnδ．
で ある。こ の と きα ； α ．。 1（δ娠 1δUo ）は関係式 （2．1）に 他ならない 。

　間欠性指数 μ を与 え る と q，α e，α m 。、の 値は 決 まる が，確率密度関数 nveL（δUn ）は，な お eπ ／eo，　 Re と δu 。 に依

存して い る 。 実験に お い て 砺 が ，e。 で は な くKolmQgQrov ス ケ
ー

ル eK で 規格化さ れ る 場合，　e．／eo ＝ ・　Re
−3／4e．！eK

の 関係が必要 となる 。 δUo に揺 ら ぎが ある 場合 に は ，揺 ら ぎの 適切な分布関数を導入 して ，理論計算結果 nv
。匪（δUn ）

の δUo に関 す る 平 均 を取 っ て か ら，実 験 結 果 と 比 較す るべ きで あ る。

6　考察

本 論文 で は ，「慣性領域 に お け る エ ネル ギ ー・カ ス ケ
ー

ドの 各ス テ ッ プ は，互 い に 独立 で あ る」と仮定 して ，Renyi

エ ン トロ ピーあ る い は HCT エ ン トロ ピーに基 づ い た確率密度関数 搾 〕
（α ）を 求め た 。 さ ら に，　 P8n）（α ）に現れ る

パ ラ メ
ー

タ （RHCT 指 標 q を含 む）をセ ル フ ・コ ン シ ス テ ン トに 決 定 し た。　RHCT 指 数 の 値 は q ＝ 0343 と な り，

そ れ が g ＝，1 （Boltzmalln−Gibbs分布の 場合）と異な る こ とか ら，発達乱流 系は Gibbs 系 で な い こ とが 明 らか に

な っ た 。 発達乱流 系 に 対 し て q が 唯
一

固 有の 値 を と る こ と は 注 目すべ きこ とで あ る 。 それ は，こ の 系が ある 種 の

［ユ ニ バ ーサ リテ ィ
・

ク ラ ス 」 に 属す る こ との 現れで ある と考えられ る、，すなわ ち，Renyiエ ン トロ ピー
ある い は

HCT エ ン トロ ピー
で 記述 さ れ る 系が，そ の 系の トポ ロ ジ カ ル な性質を反 映 した 固有の RHCT 指標値 を持 つ の で

ある 。
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　さ らに，速度構造関数の ス ケ
ー

リ ン グ指数ζ肌の 解析的表式 を 得た。そ れ は 実験結果 と良 く
一

致 した ． m 》 1

の 極 限 で ，く隅
に 特徴的な ふ る まい ，す なわ ち対数項が現 れ る こ と は，本論文 で の 解析の ひ とつ の 特 徴で ある 。 こ

の 存在が 実験的 に 立 証 され れ ば，本研究の 手法 の 妥当性が 確 認 で きた と 言 え よ う。

　g → 1の 極限 で ， Tr （のは TT （の
q → 1

＝1一α磁 ＋ X デ／2 と な る 。 その 場合 ， 条件 （4），（5），（15）は ，そ れ ぞ れ

　　　　　　　　　　　　　　　　X − 2（α ・
− 1）， μ

一X ， 2X 一 α ま　 　 　 　 　 　 　 （25）

と な る 。 最初 と最後 の 式を解 く と，α o ＝2 と X ＝2 が 得 られ る c2 番目の 式 よ り， μ
＝2 が 得 られ る 。 質量指数

・ 弑 は ・ T軌 。 、

一（1− ・）
2 と な… れ・ … チ ・ ラ ク ・ ル

・

与え られ る こ とが 分 か る 。

有限 の ne ・対 して
・ 9 → 1 の 極 限 で ・pl8）

（・ ）は G ・u・s 分 布 関数 とな る こ とh・分 か る 。そ の 際，ψ 撒 （q − ・）
は 磆＿1

＝1／（2β）；μ／II12とな り，マ ル チ フ ラ ク タ ル ・ス ペ ク トル を再現す る 。 最 後の 式の は じめ の 等号 は ，等

分配 則 を表 わ して い る。q → 1 で は，β；β＝（ln　2）／4 ＝O．173 と な る 。

　g → 1 の 場合 は Gauss分布を与 え る訳 で ある が，対数 正 規モ デ ル ［121 とは 異なる。こ れ は，（25）の 3 つ の 式 に

よ り対数正 規 モ デ ル とは違 っ た μの 値が 得 られ る こ とか ら も明 らか で あ る。こ の
μ の 値 か ら判断 して ，発達 乱 流系

に お い て は，q ＝1 の 場合が 自然界 で 実現 す る こ とは 無 い と 結 論 付 け られ よ う。 な お
，
　q ≠ 1 で あ っ て も，　n → CQ

の 極 限 で は Gauss 分布 と な る 。
こ れ は 中央極限定理 に よる もの と考 え られ る 。

　定義 （3）（ある い は （2））を用 い る と，慣性領域 に属 す る い か な る n （＝O，1，2，・t・，す な わ ち，en≦ eoを満たす en
に 対 して ）に 対 して も成 立 する 質量指数 の 表式を，Legendre変換 （6）を 介す る こ とな く求 め る こ とがで きる ：

・ ・ ・ … f・ 〔・ ）L． 、

一一
α （α

一
・）／・ で

　　　　　　　　　　　　　　　 tr（a）− 1 一α ・i・針 ・・

』‘−11
・9、

　F （7，27 ，
　x ）・　 　 　 　 　 　 （26）

た だ し，7 ＝1 ＋ n1 （1 − g），2 ＝（2酬 n δの！（α m 。．一α o ）と お い た。　F （α ，
　bl　x ）は 合流型超幾何関 数 （Kunlmer 関

数 ）で ある 。
こ の 質量指数 の 表式はエ ネ ル ギ ー

流入領域 や Reynolds数の 小 さ な系な ど，　Legendre 変換 （6）が 使 え

な い 場合 に も適用 で きる。

　（16）の P8n）（α ）に基 づ い て ，速度差 の 確率密度関数 Hvel（6Un ）（23）が 導出 さ れ た。こ れ は δun とい うよ りむ し

ろ lnδUn の 依存 性 を持 っ て お り，　Tsallisエ ン トロ ピー
に 基づ い た，発達 乱 流 に 対す る 他の 解析 ［31

−33］と大 き く異

なる。こ の 対数依存性 は，本理 論 の もうひ とつ の 大きな特徴 で あ る。文 献 ［31−33］の 解析 に お い て は ，速度差 δun

の 確率密度関数 と して，HCT 型 の 関数形が は じめ か ら仮 定 され て い る 。 そ こ で は，　RHCT 指 数 は 1 よ り大きく，
ま た そ の 値 が en に依存 して い る の で

， そ の 指数 は有効的指数 と考えるべ きで あ ろ う。 確率密度関数 に 対する 本論

文の 結 果 （23）と実験結果 を比較す る こ と は，本論文の 解析 の 正 否 の 確 認 と も な る ，今後の 興味深 い 問題で あ る 、

予 備 的 な比 較 で は，よ く
一

致す る こ とが 認 め られ て い る 。こ れ に つ い て は別途報告する 。

　本論文 の 解析 で は，Renyiあ る い は HCT 型の 確率密 度 関 数 の 構 造 （16）が 本質的で ある 。パ ラ メ ータ の 定義が

違う点 を除けば，い ず れ の 確率密度関数 もそ の 構造は ま っ た く同 じで ある。RHCT 指数の 値は g 翩O．343 とな り，
1 で は な い 。発 達 乱 流 の 基 盤 を 成 す 統計 を Renyiと 仮定 し た場合に は

，
こ の q の 値 よ り，非 Gibbs 的 で ある こ と

が 結論 され る。た だ し，こ の 場合は，系は 常 に 加 法 的 で ある。一
方，そ の 統 計 を HCT と仮定 した 場 合 に は ，系 は

非加法的 （そ の 意 味 で の 非 Gibbs 的｝で あ る と結論 され る 。 熱力学的考察を発展 させ れ ば，　Renyiエ ン トロ ピーと

HCT エ ン トロ ピ ー
の い ずれ が 発達 乱 流 系 の エ ン トロ ピーで あ る か を判 定 で き る もの と予 想 され る。本論文で は，

渦 を ク ラ ス タ
ー

の 概念 で 解釈 して い る 。 発達乱流系 に お け る 問欠性 が 如何なる ア ン サ ン ブ ル に 基 づ くもの で あ る

か を探 る 際 に ，こ の ク ラ ス ター概 念は 多 くの 手が か り を与 え る で あ ろ う。分 布 関 数 曙初（α ）に 対応 した 不 変測度

を与えるマ ッ プ 関 数が 見 つ か れ ば，一
般化 され た 統計力学の 背景 を なす ダ イ ナ ミ ッ ク ス を 理 解す る 上 で の 試 金 石

と な る で あ ろ う。こ れ らは，魅力的 な今後 の 問題 で ある 。
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