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　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 概 要

　 斥力型 ポテ ン シ ャ ル 系の ハ ミル トニ ア ン と正 準交換関係 を満たす演算子 ，すなわ ち時間演算
子が 考察 され る．特 に

， 箱 型 ポ テ ン シ ャ ル 系 に お ける時間演算子に 着 目 し，二 乗可積分な波動関
数が そ の 定義域に 入 るた めの 十分条件が示 され る，

　不確定性 関係は古典系には ない 極め て 量子的な現象の 一
つ であ る．そ の 最も代表的なもの は位置

と運動量の 不 確定性関係で あ ろ う、．
方 ，こ の 位置 と運 動量 の 組 との 類推か ら，時間 とエ ネル ギー

の 組 に対 して も不確定性関係が 考えられ る．時間演算子は
，

こ の 時聞 とエ ネ ル ギ
ー

の 不 確定性 関係

の 研究に おい て考案 され た．

　時間 とエ ネル ギー
の 不確定性関係 の 導出 は 1 し ば し ば量子 系 の モ デ ル に 負 うな ど様 々 で あ り，そ

の 解釈 も含め税在で も盛ん に研 究が進め られて い る．そ の 原因の
一
つ は

， 時間は量子系 にお い て も

古典系と同様 に パ ラメ
ー

タ で あ っ て
，
量 子系で の 位置や運動量とい っ た通 常の オブザーバ ブル とは

見 な され な い 点に ある．こ れ は量 子力学の 数学的枠組 に パ ラ メ
ー

タ と し て の 時間に対応 する演算

子 が存在 し な い こ とを意味す る．しか し ， 形 式的 に は ハ ミル トニ ア ン H と正準 交換関係 を満たす

自己共 役演算子 T の 存在 を想像でき る ： ［T ，
H ］＝i．　T は 時間演算子 と呼ばれ る ．ただ し上記 の 理

山か ら，
T をパ ラメ

ー
タ として の 時間の 量子化 と考え る こ とは 出来ない ．しか し，こ の T の 存在を

仮定する と，H の ス ペ ク トル が 一
〇〇 か ら oo に渡 り連続 とな り，H が離散 ス ペ ク トル を持 つ 場合に

矛 盾 が 生 じる こ とを PauIiが指摘 した ［1］．したが っ て 形式的にで さえ時 間演算子 を定義す るす る

こ とは難 しく見 られ た．

　しか し，近 年の 研究 に よ り
， 時間演算子 の 数学的側面は部分的に は明 ら か と成 っ て きた ．特 に

Aharonov−Bohm の 時間演算子 ［2］に 関す る解析か ら
，
時間演算子 は 自己共役演算子 を含む よ り広 い

クラ ス の 対称 演算子 と し て 捉え られ る こ とが 明らか となっ た （例 えば
， ［3，

　4
，
5］）．時間演算子の 解釈

が不 明瞭である時点で は
， 普通の 意味で の オブザーバ ブル に要請 され る 自己共役性に固執す る積極

的理 II1は な い と言 える．また，母 子情報理論に 見られ る POVM （positive　operator 　vallled 　lneasure ）

圈 の 概念か ら，（極大な）対称演算子 とし て の 時間演算子 は
；

広 義の
”

オブザーバ プル と して 形式 的

には理解で き ， 特に状態が指定されれ ば，そ の 状態にお ける
“

測定値
’

の 確率分布 を
一

意的に 構成で

きる 特性 を持っ ．こ の
L‘
測定値

”

は到着 時間 との 関連 にお い て詳細 に調 べ られて い る （例 えば，［7］）．

　
一．一

方 ， 時間 とエ ネル ギ
ー

の 不確定性関係や量 子系の 到 着時間の 問題 とは別 に
，
時間演算子 と量子

系 の 時間発展 との 関連が指摘 され て い る．こ の 事は次 の 厳密な不等式か ら示唆される 國：

　　　　　　　　　　　　　　1（・le
−

・＞1・ ≦
4

哩 ｝
’＞IIψ止．　 　 　 （1）

　
IE −nlai ］： miyamo ◎hep．phys ．waseda ，a 〔コ．jp
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こ こ で，1〈劉e
一捌

ψ＞12は ψの 自己相関関数 （もし くは
，
生存確率）で あ り

，
お よそ

， 初期状態 と時刻 t

の 状態 の 重な り具合を示す量 で あ る．また
，
tER は 時間の パ ラ メー

タ ， 〈Tu
’
・［Tv

’
，〉は T の 状態 ψにお

ける二 次の モ
ー

メ ン トを表す．た だ し、ψ ∈ DOIn（T ）（T の 定義域）とする，こ の 不等式 は 〈T ψ1rψ〉
が有限値を とるとき意味を持 ち ， それ を保証す る状態の 集合が DOm （T ）である．2 こ の 不 等式は関係

式 ： e
−itHT 　＝　e

−itll
（T ＋ t）だ けか ら導 出され

，
　T と H の 具体的な実現には依 らない に の 関係式か

ら ［T ，
H ］＝盛は直ちに 出る）．1次元 自IU粒子 系を考 えれ ば T「と H として Aharonov −bohm の 時間

演算子 乃 ：＝去（QP
− i

＋ P
− iQ

）と白山ハ ミル トニ ア ン ffo：＝ P2 が取れ る．こ こ で
，
　Q ，

　P はそれぞ

れ位置と運動量 の演算子 ，
P − ］

は P の逆演算子で 自己共役である こ とが示 され る．不等式 （1）が 自明

で ない こ とは次の 例か ら解か る．初期波動関数 と して 幌（k）＝N α 囿％
− a °k2 を考え る （α 〉 − 1／2，

a 。 ＞ 0，N α
は規格化定数 C）は フ

ー
リエ 変換 を表す）．α 〉 − 1／2 は ， φα

が 二乗可積分で あるための

必要十分条件である．こ の とき，1〈φα le−itH
・

φα ＞
2 ＝＝1∫黒） 1gi，（k）12e

−−itk2dk
　
2 ＝（1＋ t2／4αδ）

一
（・・＋112）

と α 〉
− 112 か ら

，
1 次元自山粒子系で の 白己 相 関関数は任意の ベ キ で 減衰 し得る こ とがわか る．

し た が っ て
1 不等式 （1）は T ［もしくは DOm （T ＞1と自LL相関関数の t

−2一減衰 との 間に何 らか の 非 自

明な関係が存在す る こ とを示 唆する，また，η 、（ψ）：＝・sup ｛t ＞ 011（ψ1ε
『溜

ψ＞12＝ 1／2｝と置けば
，

（1）か ら Th （ψ）≦ 2th 〈TthITψ〉を得 る．Th （ψ）は原理 的に は観測量 で あるか ら，
こ の 式 は 〈r ψITψ〉

が観測量 と関係付 くこ とを示す．こ れ らの 事実か ら，時間演算 子 と量 子系 の 時間発展 との 関連に着

冖す る とき，〈Tψ17
「
ψ〉を有限 にす る状態 とそ の 集合 D 。m （T ）が注 R され る．我 々 の R的は

，
これ ら

の 状態を調 べ る こ とで ，時間演算子 ，量子 系 の 時間発展，そ して ，それ らの 関係等を明らにす る こ と

で あ る ．

　Dom （T ）に属 す状態を調べ る とは ，　Dom （Vi）の 具体形 をもとめ
，
それ の もつ 数学的特徴 を物理 的

な言葉で 言い 換 え る こ と で あ ろ う．Aharonov −Bohm の 時間演算予 乃 に 関 し ては
，
　Dom （To）の 具

体形 が調 べ られ て い る ［4］：

叫 ・ L… ） 灣が噺烈
（聯 ・諳（

91’lil2Lkt（
，

k

，？
！k

＋鑠 ）

）・一 ・・，e．　 k’・ い ・ D ・・ ・・…

（2）

（3）

（2）の 積分，つ ま りαbψ1鞠 ψ〉が有限値 をとれば ， 少な くともV）（k）は原点で 0になる こ とが示 され

る 〔こ の 証明に （2）の 原点で の 境界条件は必 要な い ．境界条件 は 7b が対称演算子で あるため に必要

とな る）． 般 に ψ（0）＝・O の とき，そ の 1 次元 自由粒子系で の 1
「
i己相関関数は t

− 1
よ り速 く減衰す

る こ とが知 られて い る （［9］．上述の φα
の 例 も見 よ）．したが っ て、不等式 （1）は こ の 事実 と矛盾 しな

い ，しか し，こ れ は単 に無矛 盾であ ると い うだ け で ．DOm （lb）に特徴的 と言え る性質 を 言い 尽 くし

　
2
あ る 演 算子 A を HIIbet’t 空 間 H 上 の 演算子 と し て 関 数解 析 的 に 扱 う と き，そ の 定義 域 を考 慮 し な けれ ば な ら

い ； Don1 （A ）⊂ H ，！t ： Dom （A ）→ H ．例 え ば L2（R ）上 の 位置 演算子 Q の 定義域 は，　 D   m （Q）．＝ ｛t
’

∈

濃 始！鯉
悔 ゜°｝，呶 の ：＝蜘 嘸 が

一
：乗 可積 分 で あ る 条 伴 瞬 ψ ∈ L2（R ）で あ るた め に
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て い る と は 思われない ．そ こ で
， 本研 究で は 1次元ポ テ ン シ ャ ル 系の 時間演算子 T1 の 定義域を具

体的にも とめ，To の それ と比較す る こ と で こ の 点を探 っ た．

　1次元ポ テ ン シ ャ ル 系の 時間演算子 Tlは，波動演算子 W ± を用い て構成で きる．波動演算子 ［10］
の 定義は ，W 士 ：＝＝　s−　limt−→±D。

　eitHl　e
−itHo ．こ こ で，　H1 ：＝Ho →−V は ポテ ン シ ャ ル 系の ハ ミル トニ

ア ン
，
V は ポ テ ン シ ャ ル で あ る．　H ／ が束縛状態 を持 つ とき，W ± は 般 に ユ ニ タ リ

ー
で は な い ．こ

こ で は簡 単の た め H1 は束縛状態を持 たな い と仮定す る．こ こ で 着 目す る w ± の 性質は ，
　He か ら

Hl へ の ユ ニ タ リ
ー
変換を 与え る こ と で ある： Hl ＝ W 土H 。畷 ，この事実か ら，7、：＝ W − TD　vvl と

置けば，［To，
Ho｝＝6か ら ［T1，

H1］　＝ 　iが 自動的に伴い ，　Tlは ポテ ン シ ャ ル 系の 時間演算子 と見なせ

る ［11，4］．W ＋ に対 して も同様で あ る．こ の Tl と Hl が （1）を満たす こ とも明 らか で あ る．ハ ミ ル

トニ ア ン が束縛状態を持 つ 場合は
，
Hilbert空間を散乱状態に 制限する こ とで構成で きる ．Don1（T1）

は形式的に は次 の ように描ける ：

一 一一 叫 一 焦輩
｛

二麟制 ω

こ こ で，ψw ：＝＝W まψ．しか し
，
上 の積分条件は ψにで はな く，毘 tψに 関す るた め実質的な情報を

持た ない ．W ⊥ψは Ht の 定常解と して の 固有関ta　q ± （H ］W ±
＝k・2gn±）を使 っ て 描ける ［10］：

晦 ・）（・瓢 卿 鋼 〔・ ）cl・・
，
一 ・．・・k・ ∈ R 岬 ｝・

（
一
）は複素共役 を表す．さらに、p ± は 1　Uk）i　Lippmann−Schwillger方程式をみ たす ：

　　　　　　　… x
・
，・k）一（・・ ）

一
恥 鰯研塩淋 II唖 （y ・醜 鵬 ・

こ の 方程式 は積分方程式で あるか ら境界条件 を含む ．

（5＞

（6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 g 一に 関 し て は 、k ＞ 0 が 左 方投人 問題
．
に

，

k ＜ 0 が右方投人 問題 に対応 する ．我 々 は DOm 〔Tl｝に属 す波動 関数 ψ を求 めるため
， （5）と （6）を

用 い て （4）の積分 、
つ ま り 〈11ψ［翁 ψ〉を評価 した．ただ し．ψ ∈ Dom （To）∩ 5（R ）を仮定 した．5（R ）

は急減少 関数の 集合で あ る、こ の 仮定は DOin（Tl）を DOm （To）か らの
［［

ずれ
”

として 評価す るこ と

を意味す る．こ の仮定 と （5）， （6）とか ら， 問題 は 焼 γ に代わ っ て

　　　　　（西 ・〔k：・一・・k・一孟』鵡 ・
−i・1k11・

’一
・1V（y）幽 嗣 〃 ψ・：i・）・・lx 　 （・・

が （4）の 積分 を有限値 とするよ うな ψの 条件 を求め る こ とに帰着 され る．こ の こ とは ，To（wi − f）ψ

の 二乗
．
可積分性 を調 べ る こ と と同値 で ある．

　我 々 は 、箱型 ポ テ ン シ ャ ル 系にお い て こ の 条件 の ト分条件を求めた．ポ テ ン シ ャ ル は V （x ）：＝Vo

（1：i；1≦ df2）or 　O （lxl＞ d／2）（Vo ＞ 0
，
　cl＞ 0）で ある，こ の 系 を選 ぶ利点は，ρ一一（：c，k）が具体的に求

ま る 事に あ る．我 々 は次の ような結果を得た；

Dl ⊂ Doln（7
「
1）、τ）1 ：＝ ｛ψ ∈ Dom αb）∩ 5 （R ）亅supp 　4＞⊂ （− oe

，

− d12）〔｝r （d12，0G ）｝ ，　 （8）
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こ こ で
，
supp ψは集合 ｛x ∈ RlCb （x ）≠ 0｝の 閉包で あ る．1）1 ⊂ Dom （Tl）の 証明に

，
すなわち，

ψ∈ D1 に対 し To（W ⊥− 1）ψが 二 乗可積分で ある事の 証明に本質的なの は ，1 ：＝ supp 　V が有界で

あ るこ とと
， go−（x ，k）　n「

　x を固定す る とき k に つ い て 1回連続微分可能で あ り，

　　、up 　［9P−（醐 1＜ 。・
， 　 ・．・p 　 ∂9 −（埆 咽 く 。。 、　 ・・ p 　［k

−’

P −（・ ，
・k）1〈 。。 ，

x ∈1，κ∈RkX ｛0｝　 　 　 　 　 x ∈11k∈Rk ＼｛0｝　 　 　 　 　 　 　 x ∈エ
，
k∈RkX ｛  ｝

を満 たす こ とで ある ［12］．

　D1 に 属 す状 態は
，
ポ テ ン シ ャ ル との 相互作用 領域か ら離れ た波動関数 と言える．こ の様 な関数

の 具体例 は
， 関数 ん（x ）：＝ exp ［一（1

− ．7：
2
）
一一／
］（1副 く 1）or 　O （1：”1≧ 1）を V （x）と重な らない よ う

に 平行移動 し た 後 ， それ を適当 に 重ね 合わせ る事で 作れ る （ψ ∈ Dom （P
− 1

）に対 し，（P
−⊥

ψ）（x ＞＝

汀∫。 。 ψ（ty）dy ，
　 limx− ，±。。 （P

− 1
ψ）（x ）＝0 に注意），ま た

，
必然的に 1）1 ⊂ Dom （To）∩ Dom （Tl）で あ

るか ら ，
Dl に属す ψは ， （H 〔h　To）， （Tl ，Hi ）の それ ぞれ の 組 に 対 し不等式 （1）を満 たす ．したが っ

て
，

こ の ψの 自己相関関数は ， 自由粒子 系とポ テ ン シ ャ ル 系 の 両方にお い て t
−2 よ り速く減衰する

とい う興味深い 特性 を持つ ．しか し，Pl は明 らか に L2〔R ）で 稠密で は ない ．した が っ て ，　Dl が

Dorll（T1）を本質的な点で特徴付 けて い る か どうか 疑問が残 る，我々 は，　Do 皿 （T1）に属す状態の 具

体例 を Dom （To）か らの
“

ずれ
”

として 求め、そ の 特徴を部分的にで はあるが明 らかに した．そ の物

理 的解釈 も含 め吏な る特徴付 けは今後 の 課 題で ある．

　有益 な助言を くだ さっ た ，大場　
・郎 教授 （早稲 田大学），中里 弘道 教授 （早稲田大学），お よび

同研究室の 皆様 に 感謝い た します．ま た，こ の 第 9 回 「非平衡系の 統計物 理 シ ン ポ ジ ウム 」 に 参加

させ て 下 さっ た ， 有光 敏彦 教授 （筑波大学）に感謝い た し ます、
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