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　い わゆ る activator −inhibitor1型の 反応拡散系に お い て は
， 安定な空 間パ ターン

， 進行

波 ， 時 間 的振 動 ， 過渡的な時空間パ タ
ーン の 形成など

， きわめ て 興味深 い 解の 振 る 舞い

が 観測 され る． しか しなが ら，activator −inhlbitor型の 反応拡散系は順 序保存系2 で は な

い こ と，解の 周 りの 線形化作用素が 自己随伴
3

で は ない こ と
， 従 っ て 固有値 は実数 とは

限らず また変分原 理が 成 り立 た ない など
，

一
般的な解析に は い ろ い ろ な困難が ともな う．

そ こ で
， 意味の ある解析 を行 うため に系 に特殊な構造 を仮定する必要が ある．た とえば ，

系に 微小パ ラ メ ータを導入 して 摂動論的手法を用 い て 解析 した り， ある い は パ ラ メ
ー

タ の

変化に伴 う分岐構造か ら解全体の 構造を把握するな どの 方法を とる．

　本稿で は ，
こ の よ うな方向とは 異な り， 各種の 反応拡散系の

一
般的に取 り扱 うため に 歪

勾配構造 と呼ばれ る特殊 な構造を導入し
，

その 枠組みの 中で 空間パ ターン の 安定性に 関す

る解析 を行 うこ とを試 み る． こ の 歪勾配構造 と呼ばれ る構 造は い わ ゆ る勾配構造 とは 非

線形項の 符号が 多少変わ るだ けで あ るが ， そ の 定性的振る舞い は まっ た く異な る
一
方で

，

数学的には ス 少類似 した構造 を持 っ て い る ．本稿で は 主に ［16】の 内容に 基づ き ， 歪勾配

構造 と勾配構造 を対比 させ なが ら歪勾配反応拡散系の安定性解析につ い て 解説 して い く．

　1activator
： 活性化因子 ，

1nhibitor： 抑制因子．　 2 種類 の 因子 （生 物 ，化学物質 な ど）が
，

一方 が 他 を活性

化させ
， 他方が もう

一
方 を揶制す る とい う相互関係 に な っ て い る．自然界 に お け る様々 な時空間パ タ

ー
ン は，

こ の ような 関係に あ る 2 種類 の 因子の 相互作用 に よっ て 形作 られ て い る こ とが 多い ．例えば
， （1．5）参照．

　
2

な ん らか の 意味に おい て ，方程式の 解の 間 に 順序関係 を つ け る こ とが で き
，
そ の 関係 が 時間発 展 し て も

保存 され る 系をい う．実数値 を と る単独 の 反応拡散方程式は 順序保存系で あ るが
，

一
般 の 反応拡散系 （シ ス

テ ム ）は順序保存系 で は ない ．例えば
， ［12］を参照．

　
3

自己共役 と もい う．対称行列 を一
般化 した もの で

，
量 子 力 学 に お け る ポ テ ン シ ャ ル 項 の つ い た シ ュ レ デ ィ

ン ガー作用素 一△ ＋　q（x ）などが例 として あげられ る．
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1　 勾配系 と歪 勾配系

次の （m ＋ n ）成分反応拡散系 を考 え よ う．

（1。1）

ただ し m
，
n ＞ O

，
　u （x ，

　t）＝ （Ul ，
＿ 　　　　　　　　．，．

，
Vn ）

t とし ， また Ω は 十分滑 ら

か な境界 ∂Ω を持つ RN の 有界領域 ， ∂／∂u は境界にお ける法線微分 を表す もの とす る．

また S と 0 は m 次の 正定値対称行列 ， T と D は n 次の 正定値対称行列 とする ．

　あ る滑らか な 関数 W
「
（u ，

v）：Rm ＋n
→ R に対し ， 非線形項 ∫＝ （fi， ＿ ，fm）t ：Rm ＋n

→

Rm および g ＝ （91i＿ ，9n）
t

：
　Rm ＋ n

→ Rn が

（1・2）　　　　　　　　　　　／（u ，
v）＝ 一▽uW （u ， v），　　　9（u ，

v ）＝ 　一▽ vW （u ，
v）

と表され る とき
， 系 （1．1）は勾配構造を持つ とい う．ただ し， ▽ u と ▽ v は u と v に 関す

る勾配作用素，すなわ ち

　　　　　　　Vu ・一 （
∂　　　　∂

∂u1
’
’’

”

∂Um
）
・

，　 Vv ・一 （謠，
…

・誌）
t

で ある ．一
方 ， （L2 ）を

（1．3）　　　　　　　　　　∫（u ，
り）＝

一▽
．
口！（u フ

v），　　　g（1』，
v ）＝ 十▽ vH

／（u 》
”）

で 置 き換 えた とき，系 （1．1）は歪勾配構造を持つ とい うこ とにす る．

　勾配系の 例 として は ，超伝導の モ デ ル で ある Ginzburg−Landau 方程式

（1．4）

をあげて お こ う．実際

と置 くと
，
こ の 方程式は

SUt＝ 0△u 十 ノ（u ，
写）　inΩ

Tv ‘
＝ D △ v ＋ 9（｝ ） inΩ

∂　　 　　 ∂
− u 羂 0 ＝ T

−v　　　　 on ∂Ω
∂レ　 　 　 　 　 ∂μ

｛
　Ut − Uxx ＋ u （1

− u2 − v2 ）

　Vt　 ＝ ＝ 　Vxx ＋ v （1 − u2 − v2 ）

晦 ）一 去（1 −
・

・ 一の
2

　 　 　 　 　 　 　 ∂w

　｛
　　

Ut ＝ Uxm 一
蕊

　 　 　 　 　 　 　 ∂w
　　

電ε
＝ 蝓

一
冨
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と表され
， 勾配系であ るこ とが 分か る．一

方 ， 歪勾配系の 典型例 として は神経軸索の モ デ

ル で ある FitzHugh−Nagumo 方程式

（・・5） 　 に慧
（

飄 v）

が あげ られ る．ただ し τ
，
d

，
ε ＞ 0

， 7 ≧ 0 は定数で ある ．実際

　　　　　　　　　　　w （・ ，
v）・一 一ff（・）du ＋ ・・　一　1・・

2

と置 くと
， （1．5）は

　　　　　　　　　　　　　　｛；轟
と表され ， 歪勾配系で あ るこ とが 分か る ．

　系 （1．1）が 勾配構造 または 歪勾配構造 を持 つ と き，汎 関数

（1・・） 恥 】・− fSt｛1〈・▽ Ut ▽ ・ 〉・1〈D ▽v
，・の ・ 晦 ）｝d・・

を導入 し よ う （土 は 勾配系に対 して は ＋ を， 歪勾配系に対 して は 一 をとる もの とする ）．

た だ し ▽ は x につ い て の 勾配作用素で ，0 ＝ （Cij ），
D ＝（喝 ）お よび

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 n

　　　　〈0 ▽u
，
▽の ・＝ Σ ％ ▽u

、
’▽uゴ， くD ▽v

，
▽の ・一 Σ 喝▽v、

’▽vゴ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i，ゴ＝ 1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 1｝ゴ＝ 1

とする ．（u ，
v）が （1．1）の 解で あれば

，

　 　 　 　 d
　　　　語卵 （x ，

t），
v（x ・

t）］

fn｛〈σ▽u
・
・VUt＞・ 〈恥 ・v ・　〉

− f（・ ，
・）… 　T ・（u ・

・）
・Vt｝d・

− fg｛一
　〈0 △ulUt ＞平　くD △v

，
Vt 〉

一∫（吩 研 卿 匝 ｝d・

一 一f” ｛s・… t 士 丁・・ … ｝・dx

とな る．従 っ て
， 勾配系で は E ［u ，

vl は時間的に常に非増加で あ り， 系はエ ネル ギ
ー E ［u ，

　v］

が 低 くな る方向に発展して い く．こ れは勾配系には時間周期解は存在せず ， また安定な平

衡状態は E ［u ，
v］の 極小 とな る状態 と して 特徴づ けられ るこ とを表して い る．一

方 ， 歪勾

配系で は E ［u ，v］は時 間的に非増 加あるい は 非減少とは 限 らず ， そ の 振 る舞 い は勾配系 よ

りも複雑な もの にな り得るこ とが 予想 され る．
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　歪勾配系 の ダ イナ ミクス が どの よ うな ものか を多少理 解するた めに以下 の ように考えて

み る ．まず （1．1）の 第 1式にお い て v が ψ（x）に 固定 され て い る とす る と
，

u に 関す る方

程式

（・・7） 　 ｛髪漁
礁 ψ〉

謡Ω

を得る．こ の 方程式の 解 u（x ，
t）に対して

　　　　　　　読・［・ 圃 綱 ］瓢 ｛く・▽ ・周
一
脚 周 ・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　fn｛一・△… 厂 ノ（畍 ・身・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　
一
ゐ翫 ・

・確 ≦ o

が 成 り立 つ か ら （1．7）は E ［u ，ψ1に 関する勾配系 とな っ て い る．従 っ て ，u ＝ epが （L7）

の 定常解で あれば u ＝ g は また E ［u ， 瑚 の 停留点で あ り， そ の 逆 も成 り立 つ ．さ らには

定常解 u ＝
ψ が （1．7）の 解として安定で あ るとい うこ と と

， それが E ［u ，ψ（x ）］の local

minimizer で あるこ とは等価で ある．

　同様に
， （1．1）の 第 2式におい て u が g（x ）に 固定 され て い る とす ると，v に 関す る方

程式

（・・8）　　 ｛嘉： 
＋ 姻

識
を得る ．こ の 方程式の 解に 対 し，

　　　　　　　岳聯 ），綱 1 − fn← 〈D ▽酬 ・ ・（小 ・｝dx

　　　　　　　　　　　　　　　　　fn｛D △v ・Vt ＋ 9（9 ，　v）・　Vt｝dx

　　　　　　　　　　　　　　　　　f、、　T ・・… dx ≧ o

となるか ら ， （1．8）は 一E ［p ，
vl に 関する勾配系で あ る．従 っ て ，　v ＝ ψが （1．7）の 定常解で

あれば v ＝ ψ は また E ［ψ ，
v】の 停留点で あ り， その 逆 も成 り立 つ ．さらに は定常解 v ＝ ψ

が 安定で あ る とい うこ と と
，

それが E ［p ，
v】の local　maximlzer で ある こ とは等価で あ る．

　
一

方，（1．3）よ り

　　　　　　　　　　　　ん ・− w 一 儲）一 （
∂2W

∂Ui ∂Vj）
お よび

　　　　　　　　　　　　9u ・… Vu ・
一 儲）一 （

　　∂
2w

十

　∂ 
ゴ
∂Vi）
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とな るか ら

　　　　　　　　　　　　　　　　　fv＝ − gt

が成 り立つ ．以上の こ とか ら，おお ざ っ ぱ には
， 歪勾配構造を持つ 反応拡散系とは

，
二 つ

の 勾配系を歪対称 に カ ッ プ リング させ た activator −inhibitor型の 系の こ とで ある と言える ．

　系 （1．1）の 定常状態 （u ，
v）＝ （g（x ）， ψ（x））に つ い て 考えよ う．こ れ は楕円型境界値問題

（1．9） 騰
：

inΩ

inΩ

on ∂Ω

を満た す．定常解は
，
こ の 汎関数 E ［u ，

v ］の 停留点 （critical　point）に対応す る こ とに注意

しよ う．実際 ， （1．9）は E ［u ，
v］の オ イ ラー ・

ラ グ ラ ン ジ ュ 方程式 に他ならない ．上で 述べ

た よ うに，勾配系の 定常解の安定性は E ［u ，
v］の 正ocal 　minimizer で あるか ど うか で 判定で

き，時定数 S
，
T の 選び 方に依 らない ．歪 勾配系で は事情はそ う単純で は ない の で ，安定

性解析の 標準的な手法の
一

つ で あ る固有値解析 をお こ な う．よ く知 られ て い る よ うに ［5】，

（1．1）の 定常解 として の （u ，
v ）＝ （ψ，ψ）フ 安定性は 固有値問題

（1．10） ｛
　λSU ＝ 0 △U 十 fuU十 fvV

　λTV ＝ D △ V 十 9uU 十 9uV

（ん ， ん， g、　gv は （g ， ψ）にお け る f，
　g の u ，　v に 関する微分 を表す 〉を ノ イ マ ン境界条件

の もとで 調べ る こ とに よ っ て 判定で きる．ある δ ＞ 0 に 対 して （1．10）の すべ て の 固有値

が Re｛λ｝＜ 一δ を満 たす とき，（u ，
　v）　 ＝ 　（g ，ψ）は （Ll ）の 定常解 として 線形安定で ある と

い う．逆 に実部が 正の 固有値が 存在す る と き， 線形不安定で ある とい う．よ く知 られ て い

るよ うに ［5］， 線形安定 （不安定）であれば リア プ ノ ブ の 意味で も安定 （不安定 ）となる ．

　勾配 系に対 して は こ れは 自己随伴な固有値問題 とな り，すべ て の 固有値が 実数で あ っ

て 最大固有値が 変分原理 に よ っ て 特徴付け られ る など
， 比較的扱 い や すい 性質を備えて

い る．とこ ろ が 歪勾配構造に 対 して は 自己随伴固有値問題 とは な らず ， 従 っ て 複素固有

値が存在す るな どい ろい ろ技術的な問題が 生 じ，固有値の 位置 を特定する こ とは一
般 に

容易で は な い ． しか しなが ら，第 3 節で 示す よ うに ，歪勾配 系に 特有の 歪対称な カ ッ プ

リン グ に よ り， ある 程度 は 固有値の 実部に 関す る情報 を引 き出すこ とが 可 能 とな る ．こ

の た め の キ ーとな るア イデ ィア は ，定常解が E ［u ，
v】の 停留点で あ るこ とに着目し

，
その

mini −・maximizing 　propertyを考察する こ とにある ．歪勾配系に対 し
，

もし u ＝ g が E ［u ， ψユ
の minimizer で V ＝ ψが E ［p ，

vユの maximizer とな ると き
， （U ，

V）＝ （g ， ψ）は E ［U ，
V］

の mini −maximlzer とい う．（よ り精密な 定義は第 2 節で 与え る ．）以下 で は 特に
， （L1 ）の

定常解 として の （U ，
V ）＝ ＠， ψ）の 安定性 と

，　 E ［U ，
V】の 停留京と して の mini −maximizing

property との 関わ りに つ い て 調べ て い く．
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　安定性 と mini −maximizing 　propertyの 同様の 関わ りは
，

い わ ゆ る Turing の 拡散不 安定

性に つ い て も観察され る．第 4節で は ，空間
一様な定常解の Thring の 拡散不安定性 と

，

W （u ，
v ）の mini −ma ［ximizing 　propertyの 関わ りに つ い て 考察する ．

　第 5 節で は
， 歪勾配系の mini −maximizer の 注 目すべ き性 質 として

， 凸領域 にお け る

mini −maximizer は 空間
一
様なもの に 限 るこ とを示す．こ の種の 結果は ス カラ

ー
反応拡散

方程式に関す る Casten−Holland　［1］や Matano ［8］， 勾配系に 関する Jimbo −Mori七a ［3］や

Lopes ［7］の 結果 の 類似が 歪勾配系 に対 して も成 り立つ こ とを表 して い る．こ の 性質 と，

mini −maximizer の 安定性に 関する一
般的な結果か らい ろ い ろ な性質 を引 き出す こ とが 可

能 とな る ．

2　 定義 と準備

　　こ の 節で は 主に歪勾配系に つ い て 考え，E ［u ，
vl の 停留点に 関する 精密 な定義 とその

基本的な性質に つ い て述べ る．

　u ＝ q が E ［賜 ψ］の local　minimizer で あ り，
　 v ＝ ψ が E ［p ，

v】の local　maximizer と

な る と き， （u ，
v）＝ （ψ，ψ）は E ［u ，

　v］の mini −maximizer で ある と い う．よ り精密 に は
，

（u ，
v）＝ （ψ ，ψ）が E ［u ，

v】の mini −maximizer で ある とは
，
　 Hl （Ω；Rm ） （おお ざ っ ぱに は

，

下 の 脚注 を参照 ）にお け る ψ フ ある近傍内の すべ て の U に対 して

E ［σ，ψ1≧ E ［v），ψ】

が 成 り立 ち ，また H1 （Ω；Rn）にお ける ψの ある近傍内の すべ て の V に 対 して

E ［9 ，
v］≦ E ［9 ， ψ］

が 成 り立 つ こ とをい う．E ［u ， ψ］の 停留点 u ＝・q が 非退化で ある とは ，線形化作用素

（2．1） A ：＝ c △ 十 fu

に 有界な逆作用素が 存在す る こ と をい う．た だし，fu＝ ん＠， ψ）は

　　　　　　　　　　　　fu・− w − （謝 一 （一諾）
で 与 えられ る m 次の 対称行列で ある ．同様に ， E ［op，v］の 停留点 u ＝ ψが非退化で ある

とは
， oel

‘

化作用素

（2．2）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B ：＝ D △ 十 9u

　 Ω 上 で定義さ れ た Re に値を もつ 実数値ベ ク トル 関数 で 、 1 階導関数 まで が 2 乗可積分 で あ る もの ，
すな わ ち， Σ1＝ 1（fn　U ゴ（X ）

2d
π ＋ fn　U ；（X ）2dm ）〈 OQ を み た す関数 U （X ）＝（Ul （X ）、＿，Ut （X ）〉の 集 まりを

H1 （Ω；　Rt）と 表す．
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に有界 な逆作用素が 存在する こ とをい う．ただし ， g．　
・ ・　g。 （g ，ψ）は

　　　　　　　　　　　　9・
・一 ・Vv・

一   一 （
　　∂

2W

十

　∂Vi∂Vj）
で 与え られ る m 次の 対称行列で ある ．最 後に ， E ［u ，

v］の 停留点 （u ，
v ）＝ （g ，ψ）が 非退化

で あ る とは
， u ＝ 9 と v ＝ ψがそれ ぞ れ E ［u ，ψ］と E ［g ，

v］の 非退化な停留点で あるこ と

を い う．

　さて
， 凶 を （2，1）で 定義 され た作用素 と し， 固有値問題

（・・3）　　 ｛罫∵∴
の 基本的な性質に つ い て 考えよ う．

補題 2．1 （2，3）の すべ て の 固有値は実数で ある．さらに ， 有限の 多重度 を持 つ 最大固有

値 λ
U が 存在 し ，

　　　　　　　　　　　　　　　f。 ｛
一
〈o▽u

，
▽ u ＞＋ f・

u ・σ｝dx

　　　　　　　　
“
u

＝

螺 晒 　　4・σ 砒

に よ っ て 特徴付け られ る．また こ の 上 限は λ
u

に 対応する （23 ）の 固有関数に よ っ て 達 成

され る ．

証明　ん が 対称行列で あ る こ とか ら ， 標準的な議論 に よ っ て A は 自己随伴で あ り従 っ

て （2．3）の すべ て の 固有値は実数で ある こ とが わか る ． さらに ， 自己随伴固有値問題に対

す る 変分原理 に よ り， 有限 の 多重度を持つ 最大固有値が存在 して 上 の よ うに 特徴付 け ら

れ る．　 囗

　こ の 補題 よ り， 最大固有値 λ
U

の 値は S に依存す るが ， その 符号は S と無関係で ある こ

とが 分か る ．λ
u

＜ 0 の と き u ＝ 9 は （1．7）の 定常解 として 線形安定で ある とい い
， λ

u
＞ 0

の と き線形不安定で あ る とい う，

補題 2 ．2 ＠，ψ）を （1．9）の 解とする と以下が成 り立つ ．

（i）u ＝ g が （1．7）の 線形安定な定常解 となる の は
， それが E ［u ， ψ］の 非退化 な locaI

　　 minimizer となる と き， また その ときに限 る．

（ii）もし u ＝ g が 線形 不安定で あれば ，それ は E ［u ，ψ］の local・minimizer とはな らな い ．
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証明　U ∈ H1（Ωi　Rm ）を固定し ， ε ＞ 0 を微小なパ ラ メ
ー

タ とする．　 gc）は E ［u ， ψ】の 停留

点で ある か ら
，

　　　　　　　E ［v ＋ εσ
，ψ1− E ［ep， ψ】

　　　　　　　　　謝 1（・▽（・＋ ・の ，
・（o・＋ ・・）〉− 1（・▽… v ・ 〉

　　　　　　　　　　　　　　　＋w （q ＋ ・砿ψ）
一

・w （・ ，
・Cb）｝dx

　　　　　　　　　一 ε
2

ゐ｛〈・▽σ
，
・・ 〉

一
・f・

U ・U｝dx ＋ ・（ε
3
）

が成 り立 つ ． もし q が local　minimizer で あれ ば
， すべ て の σ ∈ Hl （St；　Rm ）に対 して

　　　　　　　　　　　　fn｛くo ▽u
，
▽ の

一f・
σ ・ひ極 ≧ o

が 成 り立 つ ．補題 2，1 よ り，
これは λ

u
≦ 0 で ある こ とを意味する ．さらに ，もし p が 非

退化で あれば Au ≠ 0 とな る．従っ て もし u ＝ p が E［冠 ， ψ1の 非退化な local　minimizer で

あれば
，

λ
u

＜ 0 となる ，逆に
， もし λ

u
く 0 で あれ ば

，
すべ て の U ∈ Hl（Ω；R

隅

）（U ≠0）
に 対 して

　　　　　　　　　　　　f、、｛〈c▽u
，
▽σ 〉

− f・ u ・σ｝dx ＞ o

とな るか ら，u ＝ p は非退化な local　minimizer で ある． よ っ て （i）が示 され た ．

　次に Att＞ 0 と仮定し よ う．す る と補題 2．1 よ り， あ る U ∈ Hl （Ω；Rm ）（U ≠ 0）に対

して

　　　　　　　　　　　　f、1 ｛〈c▽ u
，
▽の

一
・f・ u ・u｝dx 〈 o

となる 。す る と ε ＞ 0 が十分小 さければ

　　　　　　　　　　　　　　　E［9 ＋ εu
，
　th］　一　E ［孵 ， ψ］＜ o

とな る．よ っ て u ・ ＝ q は local　minimizer で は な く（ii）が 示 され た．　 ロ

　次に ，B を （2．2）で 定義され た作用素と し ， 固有値問題

（2・・） 　 ｛籌：鵬 Ω

につ い て 考え よ う．以下 の 補題は 固有値問題 （2．3）に対する補題 と同様に して 示 され る．

補題 2．3 （2．4）の す べ て の 固有値は実数で ある．さらに ， 有限の 多重度を持 つ 最大固有

値 λ
V
が 存在し ，

λ
v ＝　　sup

　 　 V ∈Hl 〔Ω；R
匹
｝

f。｛一一
〈D ▽砿 w ＞＋ 9・v ・v｝dx

f。　TV ・Vdx
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に よ っ て特徴付け られ る． また こ の 上限 は λ
v

に対応する （2．4）の 固有関数に よ っ て 達成

され る．

　これ よ り，最大固有値λ
v

の 値は T に依存するが ， そ の符号は T と無関係で ある．λ
v

〈 0
の と き，v ＝ ψは （1．8）の 定常解として 線形安定で あ る とい い

， λ
v

＞ 0 の と き線形不安定
で ある とい う，

補題 2．4 （啗 ψ）を （1．9）の 解とする と以下が 成 り立 つ ．

（i）　v ＝　Zb が （1．8）の 線形安定な定常解とな るの は それが E ［q ，
　v ］の 非退化な local　ma ［xi−

　　 mizer とな る と き， また その ときに 限 る．

（ii）もし v　・＝ 　ipが 線形不安定で あれ ば
， それ は E ［g ，

　v｝の local　maximizer とは な らない ．

　以 上 の 補題 よ り，＠，ψ）が E ［u ，
　vl の 非退化な mini −maximizer とな る の は

，
　U ＝ g と

v ＝ ψが 線形安定 となる とき
，

また その と きに 限 る こ とが 分か る．

3　定常状態の安定性

　　＠， ψ）を （1．9）の 解 とする．（1．1）の 定常解として の （u ，
v）＝ （op， ψ）の 安定性 を調べ

るため に
， 固 有値問題 （1．10）を

（3・1）　　　　｛溜：1蹶；
と書 き直す．ただ し A と B は （2．1）と （2．2）で 定義され る微分作用素とし，f。　＝ 　fv（ep， ψ），

9u　＝ ＝　g。 （ep，ψ）で あ る ．（3．1）の 固有値 λ お よび 固有関数 （U ，
　V ）は 一

般に 複素数値で ある

こ とに注意 しよ う，

　まず ， ＠， ψ）が E ［u ，
v］の 非退化な mini −maximizer の 場合につ い て 考 え よ う．

定理 3．1 （u ，
v）＝ （p ， ψ）が E ［u ，

　v］の 非退化な mini −maximizer で ある とす る．この とき，

任 意の S と T に対 し
， （Ul　v）　＝ （g ， ψ）は （1．1）の 定常解 と して 線形 安定で あ る ．

証 明　まず ，

｛1罪：誰謡
と fv＝ − 9五よ り

（3．2） ・fg・σ ・砒 ＋ψ 隔 ・ 一 ひ・ ・u ・・　・　fg・v ・…
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となる ．S と T は正定値対称行列で あ っ たか ら
， 積分

　　　　　　　　　　　　　43σ ・嘸
，　々7 ・肱

の 値は 正で あ る．一
方，部分積分を用 い る と

（3・3）　ひ σ・臨 一 ゐ。

0嘉び 万 d・ ＋fg｛一 〈0▽U
・
▽U ＞＋ f・ U ・σ｝dx

が 得 られ る．右辺 の 第 1項は境界条件 よ り消える ，第 2 項は補題 2．1 よ り

　　　　　　　　fn｛一 くo ▽ u
，
▽σ 〉＋ f・

u ・tr｝dx ≦λ
u

　f．　sσ・v　d・

とな る4 ．従 っ て

　　　　　　　　　　　　　　ひσ ・σ d・ ≦λ％3ひ ・祕

を得 る ．同様に

　　　　　　　　　　　　　　f．　Bi7・v　d・ ≦ v 々7 ・臨

で あ る ．補題 22
，
2．4 よ り λu

〈 O
，
λ

v
＜ 0 で あるか ら

，
あ る δ

’

＞ 0 が 存在して

　　　　　舮σ ・Vdx ＋ るβ7 ・臆 ＜ − 8仏5σ ・σ d・　＋　f．　Ti7　・Vd ・｝
が 成 り立つ ．す る と （3．2）よ り，ある δ＞ 0 に対 してすべ て の 固有値は 脱｛λ｝＜

一δ ＜ 0

を満たす こ とが 分か る．よ っ て （u ，
v）＝ （q ，ψ）は線形安定な定常解で ある ．　 □

　次に ， u ＝ p は線形不安定 （従 っ て ψ は E ［u ，ψ】の minimizer で ない ）場合に つ い て 考

え る．u ＝ψが線形不安定の 場合 も同様 にして扱える の で ，
こ の 場合に つ い て は省略する，

定理 32 （q ， ψ）を （1．9）の 解 とし ，
u ＝ V は （1．7）の 定常解 として 線形不 安定で ある と

仮定す る．こ の と き， 各 S に 対 し U7
「− 1

凵が十分小さけれ ば
， （u ，

v ）＝ （p ，ψ）は （L1 ＞の

線形不安定な定常解 とな る．

証明 　 δ＞ 0 を十分小 さ く取 っ て 固定 し，A δ を

　　　　　　　　　　　　　　A δ ；＝ ｛λ ∈ C ； 1λ一λ
Ul

＜ δ｝

と定義す る ．仮定 よ り λ
u

＞ 0 で ある か ら ， すべ て の λ ∈ A δ に対 して 貌｛λ｝＞ 0 と して

よい ．こ の ときもし i1T
− iH が ＋分小 さければ λ∈ Ad に対 して 作用素 λT − B に有界な

逆作用素が 存在する ．こ の と き， （3．1）の 第 2 式は

　　　　　　　　　　　　　　　　 V ＝ （λT
− B）

− lg
．
U

　 4U
を実部 と虚部に分けて 補題 2．1 を適用す る ．
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と書き直され るか ら ， （3．1）の 第 1式に代入 して

（3．4） λsu ＝｛A 十 ノし1（λ，
　T ）｝ひ

た だ し

　　　　　　　　 ん ・＝ ん（λT − B ）
一’

g。
＝ T

− 1
ん（λ∫− BT

− 1
）
− lg

．

とな る．

　λ
u

の 多重度は 有限であ り，また Al は λ ∈ A δ に 滑らかに 依存するか ら， 線形作用素の

摂動に 関す る一
般論 ［4】よ り， 固有値問題

μ3σ ＝ ｛凶」 十 Al（λ，
T ）｝σ

は λ∈ Aδ と T に 連続 に依存する固有値 μ
＝

μ（λ，
T）を持つ ． さらに

，
　llT

− 111
→ o の と

き IIA，ll→ 0 で あるか ら 11T
− 11

→ 0 の とき Aδ で 一
様に μ（λ，

　T ）→ λ
u

とな る．

　以上 よ り， もし llT
− il

［が小 さけれ ば A δ か らそれ 自身へ の 写像 λ → μ（λ，
T ）が 定義 さ

れ ， また こ の 写像は λに つ い て 連続で ある ．従 っ て Brouwer の 不動点定理 よ りこ の 写像

は A δ 内に不動点を持 つ か ら
， ある λ ＝ A（T）∈ A δ に対 して μ（λ，

T ）＝λが 成 り立 つ ，明

らか に λ ＝ λ（T）は （3．4）の 固有値で あ り， また 沢携（T）｝＞ 0 で あるか ら （u ，
v ）＝（g ，ψ）

は線形不 安定で ある．　 囗

注 3．1 定理 3．1 お よび 3．2 へ W ＝ W （u ，
v

，
x ）が 空間変tw　＝ に陽に依存する 場合や ，ノ

イ マ ン 境界条件の 代わ りにデ ィ リク レ境界条件

u ＝ ξ（x ），　 v ＝

η（x ），　 x ∈ ∂Ω
，

（た だ し ξ（x）， η（x）は与え られ た境界値）に対して も上 と同 じ方法 を用 い て 拡張で きる ．

注 3．2 た とえ de　＝ 9 と v ＝ ψが両方 と も線形不安定で あ っ た と して も，（u ，
　v）＝ （p ，ψ）

は （1．1）の 線形安定 な定常解 とな る場合が ある ．以下 で 簡単な例 をあげ よ う．

　（2＋ 1）一成分線形系

（… ）　 ｛1：：1；i：∴：滋
を考 える ．こ の 系は

　　　　　　　　陬 1副 一
一 1・1・1・1・

・

　一　・（・・ 1 ＋ ・・、）
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お よび

　　　　・【一 ｝・− f。 ｛；i… 12＋li… 12− ・V 【
・
＋ 肺 ・，・・，小

に 関す る歪勾配系で あ る こ とに注意 しよ う．

　容易に分か る よ うに （Ul ，
u2 ）＝ （0，

0）は

　　　　　　　　　　　　　　｛
　　　　　　　　　　　　　　　 Ul ，t　＝　△ Ul 　十 Ul

　　　　　　　　　　　　　　　 u2，t　＝ 　　△u2　− 5u2

の 線形不安定 （λ
u

＝ 1）な定常解で あ り， 従 っ て （Ul ，
u2 ）＝ （O ，

O）は

　　　　　　　恥 … 0］・一る｛li▽u112 ＋li▽ u ・1・ − 1・！＋1・1｝d・

の minimizer とは な らない ． また v ＝ 0 は

　　　　　　　　　　　　　　　　 Vt ＝ △v 十 v

の 線形不安定 （λ
v

＝ 1）な定常解で あ り， 従 っ て v ＝ 0 は

　　　　　　　　　　　・［・，
・

， 小 一 fn｛−li・・1・ ＋i・・

｝d・・

の maximizer で は ない ．

　
一

方 ， （3．5）の 係数行列

　　　　　　　　　　　　　　　　Li！
の 固有値は 一1

，

− 1土 V跳 と計算で きる．（3．5）は等 しい 拡散係数を持つ 系で あるか ら ， 固

有値問題

岡 　　｛ll；；1∴繭
の すべ ての 固有値は

　　　　　　　　　　 一1 十 μk ，　　− 1± 〉
「2i十 μκ ，　　k ＝ 1

，
2

，
．．．

と表すこ とが で きる ．ただ し Pk は 領域 Ω 上 の ノ イマ ン型固有値問題 △ U 　・・ 　paU に対す

る k 番 目の 固有値で あ り
， すべ て の k に対 して 患 ≦ 0 で あ る．よ っ て （3．6）の すべ て の

固有値 は負の 実部を持 つ か ら ， （Ul ，
u2

，
v ）＝ （0，

0
，
0）は （3．5）の 線形安定な定常状態で あ る

こ とが 示 され た ．
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4　拡散不安定性

（u ，
v）＝ （p ，

　g）∈ Rm ×　Rn を m ＋ n 次元力学系

（4．1） ｛
　SUt（t）＝ f（u ，

v）

　TVt（t）＝ 9（u ，
　v）

の 平衡点 とす る．す る と明らか に （u ，
v）　＝ （p ，q）は反応拡散系 （1，1）の 空 間的に

一
様な定

常解で ある ．平衡点 （u ，
v）＝ （p ， の に対 し ， 固有値 問題

｛
　λ5「ξ＝ f．ξ＋ ノruη，

　λTη
＝ 9． ξ＋ 9vη，

を考える．た だ し ， ξ∈ Rm
， η ∈ Rn で あ り， また fu，　fv， 9u，

　gv は （u ，
　v）＝ （p，

　q）での 微分

を表す．こ の 固有値問題の すべ て の 固有値が負の 実部 を持 つ とき
， 平衡点 （u ，

v ）＝ （p ，
　q）

は線形安定で ある とい う．

　もし，fuと gv が 負定値行列とな る とき，平衡点 （u ，
　v）＝ （p ， の は W （u ，

v ）の 非退 化な

mlni −maximizer で ある と い う．他の 定義は第 2 節 と同様で ある．

　た とえ （u ，
v）； （p ，

　q）が （4．1）の 非退化な rnini−maximizer で あ っ て も ， それ は反 応拡

散系 （1．1）の 空間的に
一

様な解 として 安定で あるか ど うか は 自明で は ない ．こ の 場合，不

安定性は拡散に よ っ て 生 じた もの で あ り，これ を拡散誘導不安定性 （あ るい は Turing［14］
の 不安定性 ）とい う．

　次の 結果は （u ，
v）　・ ＝ （p ，

　q）が W （u ，
　v）の 非退化 な mini −maximizer で あれ ば

， 拡散誘導

不安定性は絶対に 生 じな い こ とを示 して い る。

定理 4．1 もし （u ，v）＝ （p ，
　g）が W （u ，

　v ）の 非退化な mini −maximizer で あれば
， （u ，

　v ）＝

（p ，g）は （1．1）の 定常解 と して す べ て の S
，
　T

，
　C

，
　D に対 して線形 安定で あ る．

証 明　行列 fuは 負定値で ある か ら ， 補題 2ユ よ り（2．3）の 最大固有値はすべ て の 0 に 対

して λ
u

〈 0 とな る．同様に ， （2．4）の 最大固有値 はす べ て の D に対して λ
v

く 0 とな る．

従 っ て
， もし （u ，

v ）＝ （p ，
　q）が W （u ，

v）の 非退化な mini −maximizer で あれ ば ， それ は ま

たすべ て の C と D に対 して E［u ，v｝の 非退化 な mini −maximizer とな る ．する と定理 3．1

よ り，（u 、
v）＝ ＝ （p ，q）はすべ ての S と T に 関して （L1 ）の 定常解 として 線形安定で ある こ

とが わか る ．　 ロ

　次の 結果は
， もし （u ，

v）＝ （p，
　q）が W （ul　v）の minl −maximizer で な い とす る と

，
あ る

C と D に 対 して 拡散誘導不安定性が 生 じ るこ とを表して い る．

一
ユ38一

N 工工
一Eleotronlo 　Llbrary 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussel 　 Kenkyu

「応用解析 チ ュ
ートリ ア ル 」

定理 4．2S と T を任意に固定し
，

また ん（p，q）が 正の 固有値を持つ と仮定する ．こ の と

き・ もし ］10Uと 1【D
− illが 十分小 さければ ， （u ，

v）＝ （P ， q）は （1．1）の 定常解 として 線形

不安定で ある5 ．

証明　△ に 対す る領域 Ω 上 の ノ イマ ン 型固有値問題の 負の 固有値に対 する固有関数 を

θ（x ）とす る．すな わ ち ， ある μ ＞ 0 に対 して

　　　　　　　　　　　　　　｛誰：1∵ Ω

が 成 り立 つ とする ，こ こ で

　　　　　　　　　　　　　　 σ ＝ α θ（x），　v ＝ βθ（x ）

とお くと
， （1．10）は

（42 ）　　 ｛1韋瓢諺鵬
と表され る，

　λ。 ＞ 0 を

　　　　　　　　　　　　　　　λSξ＝ んξ，　 ξ∈ Rm

の 正 の 固有値 とし ， また

　　　　　　　　　　　　　 A
δ

：＝ ｛λ∈ C ；1λ 一λ。1＜ δ｝

とお く．こ こで δ ＞ 0 を十分小 さ くとり， 沢｛λ｝＞ 0 が すべ て の λ∈ Aδ に対して 成 り立 つ

よ うに して お く．もし llD
− 111 が十分小 さければ

， 作用素 λT ＋ μD
−
gv は任意の λ ∈ A

δ

に対 して 有界な逆作用素を持 つ ．す る と （4．2）の 第 2 式 は

　　　　　　　　　　　　　　β； （λT ＋ μD −
9． ）

『ig
． α

と表 され る ．こ れ を （4．2）の 第 ユ式に代入する と
，

　　　　　　　　　λs ・ 一 ｛
一
μ・ 紘 畷 λ丁 ＋ paD・

一
・9．）

”

g． ｝・

が 得 られ る ．従 っ て
， もし llσll， 11D

− 111 が 十分小 さけれ ば
， 定理 3．2 の 証明 と同様に し

て
， （4．2）の 固有値 λ ＝ λ（0 ，

D ）が A δ の 中に存在する ．　se｛λ（0 ，
　D ）｝＞ 0 で あ っ たから ，

（u ，
v ）＝ （p ，

　q）は （1．1）の 定常解 として 線形 不安定で あ る．　 □

5g
． 〔p ，q）が 正の 固有値を 持 つ 場合 も同様 の 主張が 成 り立 つ
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5　 凸領域

　　勾配構造 を持 つ 反応拡散系に 対 し ， Jimbo−Morita ［3］，　Lopes ［7」は ， もし領域が 凸で

あれば空間的に非
一
様な定常解は線形不安定で ある こ とを示 した ．言い 換 えれば

， 勾配系

の minimizer は 空間的に
一

様な もの に 限る とい うこ とで あ る．

　こ こ で は ，
これ と同様 の結果が 歪勾配構造を持 つ 反応拡散系の mini −maximizer に 対 し

て も成 り立 つ こ と を示そ う．

定理 5．1 Ω を十分滑 らか な境界 （（フ
3
）を持つ 凸領域 とする ．（p ， ψ）を （1．9）の 空 間的に

非
一様な解 とする と，λ

u
＞ 0 あ るい は λ

v
＞ 0 が 成 り立つ ．

証明　Jimbo−Morita［31の 方針に 従 う．　 U ∈ H1 （Ω；Rm ），
　V ∈ Hi （Ω；R

”

）に 対 し ，

J・

［U］− f。 ｛一 くσ▽U
，
▽の ＋ f・

σ ・U｝d・
，

J・

［v］− f、、｛一
〈D ▽ v

，
▽ v ＞＋ 9・

v ・v｝dx

と定義す る ．する と

　　　　　」
 

國 一 fn｛一 〈o ▽9・・
、

， ▽9・・
、 〉＋ f・ OP・、

・9 ・ 、｝dx

　　　　　　　　　− 一ゐ。

o 鴨
・磊鴨 伽 ＋ffi（c △ 9・・j ＋ f・・q ・、）・q ・、

　d・
，

　　　　　欄 一 蓋｛
一

（D ▽ip・
、

’
・
・ψ・、 〉・ 藏

・ψ・・｝dx

　　　　　　　　　−
一
ゐ。

D 軌デ £嘱 d・ ＋fSt（D △IP・ 、
＋ 9・ip＝ 、）・

卿 ・・

が 成 り立 つ ．（1．9）を x
ゴ

で 微分すれば
，

　　　　　　　　　　　　　｛
　　　　　　　　　　　　　　　0△q ．

，
＋ fu　Pxj＋ fv　iPx、 ＝ O

　　　　　　　　　　　　　　　D △ψ餌
，
＋ 9u9 ＝

，
＋ 9vthx

、

＝ 0

とな る ．従 っ て fv＝ 一鑑 よ り

　　（0 △ qx」
＋ fuqxj）

・Vxゴ
＋ （D △ψ置j

＋ 9vthx」）・ψ男ゴ
＝ 一∫Ψ ψ皿 パ 9Xs

− 9uψTヂ iPXj＝ 0

を得 る ． よ っ て

　　　　　　　・
・

園 ・ 欄 一 一fa。｛c ・・」
・£吋 D瞬 詞 ・・

となるか ら，ゴにつ い て 総和をとる と

（・・） 書｛咽 ・ 咽 ｝一 一
、 £｛〈・▽… v ・ 〉・ く・ ▽・，

・卵 ・
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とな る．こ こで Ω の 凸性と ノ イマ ン 境界条件か ら

　　　　　　　　　£ 〈・▽・，
・・ 〉・ ・

， £ 〈D ▽・・▽・〉・ ・

が 成 り立 つ （よ り精密な議論 は ［8］を参照 の こ と）．

　
こ こで λ

u

≦ 0 お よび λ
v
≦ 0 と仮定する と

， 補題 2，1 と補題 2．3 よ り， JU［90Xj］≦ 0 と

JV［ψ。
、1≦ 0がすべ ての ゴに つ い て 成 り立 つ ．（5．1）の右辺は 非負であ っ たか ら

，
JU［g ¢

、】
＝ 0

と 」
”

［zbxゴ】
＝ O が すべ て の ゴに つ い て成 り立つ こ とに な る．

　ある 」に つ い て Vx
、
≠ 0 と仮定し よ う．補題 2．1 よ り，　U ＝ 9xd は （2．3）の λ

u
＝ O に

対す る 固有関数だ から ， g ＝
，
は ∂Ω 上 の ある点にお い て

　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　 　　 　　 ∂

　　　　　　　　　　　　　　　　9％
・

＝

茄
概

・

＝ 0

が 成 り立 つ ．よっ て Calder6nの 一意延長定理 （例えば ［9］を参照）よ り， 9xゴ
≡ 0 となっ

て 矛盾で あ る．

　同様 に，ある ゴに 対 して 宿
， ≠0 と仮定す る と矛盾を生じ る．よ っ て AU ＞ 0 あるい は

λ
v

＞ 0 が 満た され て い なけれ ば な らない ．　 □

注 5．1 定理 5．1 に お い て Ω の 凸性は本質的で ある、非凸 な領域で は空 間的に 非
一

様 な

mini −maximizer が 存在す るこ とが ある ．

定理 5．1 か らた だ ちに次の 結果が導かれ る ．

系 5．1 Ω を十分 滑らか （03）な境界を持つ 凸領域 とする．（g ， ψ）が （1．9）の 空間的に非
一
様な解で あ る とす る と

， ある S と T に 対 して
， （u ， v）　＝ （g ， ψ）は （L1）の 定常解 と し

て 線形不安定で ある ．

証 明　定理 5．1 よ り， λu
＞ 0 ある い は λ

v
＞ 0 が成 り立 つ ．する と定理 3．2 よ り

， （ulv ）＝

（g ，ψ）はある S と T に対 して （1．1）の 定常解 として線形不安定とな る．　 ロ

注 5．2 もち ろん
， 歪勾配構造の あるな しに 関わ らず ， 凸領域上の 反応拡散系にお い て空

間的に 非
一

様な 定常解が 安定に なる例は 数多く知 られ て い る （た とえば ［10，
11

，
13］な ど

を参照の こ と）．
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6 あ とが き

　　　本稿で は主に mini −maximizing 　propertyと定常解の 安定性の 関わ りに つ い て 解説し

た ．歪勾配構造 を用い た定式化に よる一
般的 な議論は ， 1次元 区間上 の 定常パ ル ス 解の 安

定性 （Yanagida［15D や空間周期解の 安定性 （Kuwamura −Yanagida ［6］），
　 shadow 　system

と呼ばれ る nonloca1 な方程式の 有界領域上 にお け る定常解の 安定性 （Yanagida　［17］）な

ど ，
い くつ か の 成功例が ある．これ らはい ずれ も歪勾配構造が導 く数理構造 を利用 した も

の で あ るが ，それ ぞれ 異な る技巧に基づ く解析で あ る．こ れ らの 問題の 間の 相互 の 関係

や ， 他の 問題 へ の 歪勾配構造の 導入に よる一
般的解析は今後の 課題で ある ．

　歪勾配構造は 反応拡散系な どの 非線形系の ダ イナ ミクス を数学的に調べ る上 で ，

一
つ

の 大 きな新 しい 枠組み を与え る試み で あ り， その 研 究は今後一
層 発展す るこ とが 期待 さ

れ る ．
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