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1　 は じめ に

力学系を分析する指針 として Conley［1ユは以下の ようなプ ロ グ ラ ム を提案 した．

（1）与 えられ た力学系に つ い て
，
平衡点や 周期軌道等の 孤 立 した不変集合を特定する．

（2）次 にそ の 様 な不変集合の 間の
“ heteroclinic　orbit

” 3 を決定する ．

特に後半 の heteroclinic　orbit の 決定 を
， 前半で特定 され た孤立不変集合の持 つ 位相的 な性質に

よ っ て 行 なお うとい うの が Conley　lndex の 理論で ある．

　孤立不 変集合が平衡点に 限 られる場合に 各平衡点に Indexを定義 し
，
それを力学系 の 定義され

て い る空間の 位相的な構造に 関連付け るこ とに よ っ て，平衡点自体や その 間の heteroclinic　orbit

の 存在 を示す こ とは Poincar6以来行 なわれ て い る こ とで ある．

　Conley　Index
，
特 に Connection　Matrix の 理論は，こ の 視点を押 し進め て 不変集合の 間の het−

eroclinic 　orbit の 存在や分岐の 議論を位相 的 な情報に基づ く代数的な議論に よ っ て 行な う体系で

ある．

　こ の よ うに 不変集合の 位相的な情報を代数的な形で利用する こ と に よ り， 必ず しも平衡点 とは

限 らな い 不変集合 も平衡点 の 様 に扱 っ て
，
そ の 位相的 な構造 を力学系 の 大域的な性質の 分析 に利

用出来る こ とが Conley　lndex の 大 きな特徴で ある，

　本稿で は代数的位相幾何学及び Conley　Index の 基本的な考え方 と，それ を用 い て 如何 に して

力学系の 性 質を調 べ る か を解説す る こ とを 目標 とす る，解説 は 簡潔で 本質が理解 しやす く
，
self−

contained に な る よ うに心が けたつ も りで あ る．そ の ため，単純な例を取 り上げ た り， 特殊な場 合

に の み 通用す る 議論を行 っ て い る箇所 もある ．より具体的 な例や
一般 的な議論 に つ い て は

， 参考文

献 に あげた論文を各自参照 して頂 きた い ．

2　位相空間の 胞体分割と Homology

定義 1

　位相空間 M が以下 の よ うに分割 され る と き
，

こ の 分割 を M の 胞体分割 と呼ぶ ．

　1
こ の 原稿 は、2002 年 1 月 7 日一11 日に京都府立 ゼ ミナール ハ ウス で行なわ れ た 「応用解析チ ュ

ートリア ル ・冬 の

学校 」の 講義 ノートで あ る 。

　
2E −mail ： snii ◎rimath ．saitama −u．ac ，jp

　
3heteroclinic

　orbit とは，お お ざっ ぱ に い うと，異なる 平衡点の 間を結 ぶ 軌道 で あ る．例 えば 第 5節の 図 11 を参照．
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　　　　　 （1）M ＝： H　e乱

　　　　　　　　　　1萋獣

　　　　　（2）各 ek に つ い て n 次元閉球体瓦 か ら M へ の 連続写像 藍 で v，k　1　Dn が Dn か ら 鴫 へ の 同

　　　　　　　 相写像 となる もの が ある．（e廴を n 次元胞体 とよぶ ．）

　　　　　 （3）各 輔 に つ い て gln（∂Dn ）⊂ He  
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 懸賦

　　　　　注意

　　　　　　与えられた空間の胞体分割 は （存在すれば ）無限 にあ る．

　　　　　例 1・

　　　　　　図 1 で は 閉円盤 瓦 の 二 通 りの 胞体分割が示 され て お り
， 図 2 で は球面 S2 の 二 通 りの 胞体分割

　　　　　が示 され て い る．

　　　　　　　　　　　　摂 疵
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　図 1： L）2 の 胞体分割

eS
＼

　　　　　　　　　　　　　　　　 図 2： S2 の 胞体分割

以 下で は M の 胞体分割 、M ＝ ll　ek が与えられたとし，
　M の各 n 次元胞体 に n 次元多様体と

して の 向 きを与え る ，特 に 0 次元胞体 に対 して は ±1 に よ っ て向 きを与える，
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　　 各 n 次元胞体 e％に対 して ln＿1 × 1 行列

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　b！l、，i

を次の ように定め る．

　先ず ∂、Dn に Dn の 向 きか ら決まる向きを定め （図 3 参照）， 藍（∂Dn ）が e紅1 を覆う（向きを

込めた）回数を b鋼とす る．但 し向きの つ い た胞体 鑑 に対 して
，
こ の 胞体 に対する 逆の 向きは元

の 向きの 一1 倍 と考える．

　　　　　　　　　　　 D2 の 向き

　　　　　　　　　　　　　↑ 一

＼

π．
92

（
−

δ

■　噛ー＝

・
竃

π
∂ ）

＋l　　　　　　 Dノ　 ー1

＼／
　　　　　　D2 の 向きか ら定 まる ∂t）2 の 向 き　　　 Dt の 向きか ら 定 まる ∂Dl の 向き

　　　　　　　　　　　　　図 3： Dn の 向きか ら定 まる ∂Dn の 向 き

　こ れ を用 い て 疏＿Ixln 行列 ∂n を

　　　　　　　　　　　　　　　… 俳 の
に よ っ て 定め る．また

　　　　　　　　　　　　　　　　o・ ・一（blR … bi？｝，）
は e6 の 向きが ＋ 1 の ときは bi？！＝ 1 と し εもの 向きが 一1 の ときは b禦＝＝− 1 と して決め る。

定義 2

　∂n を RI・か ら RI・− 1
（又は zをか ら Z｛

n −1
）へ の写像 とみ な し，鑷 を Rloか ら IR（zloから

Z2 ）へ の 写像 とみ な して

　　　　　　　　　　　　　　　 H
。 （M ）・＝Ker ∂。11m∂、＋ 1

と定め る．Hn （M ）を M の （胞複体の ）n 次元 Homology 　ge4と よぶ ，

　
4
通常は ∂。

＝0 と して 定義 し た もの を Homelogy 群 と よ び，上 記 の ∂o を用 い て 定 め られる Homolegy群 は 簡約

〔reduced ）Homology 群 とよび Hn （M ）と書 く．しか し本稿で は
， 後の 議 論 を 簡単 にす る 為 に こ の 様に 定義す る．
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注意

　位相幾何学の入門書で は
， 普通係数環 として Z を用 い て Homologyを定義 してい るが

，
　Conley

Index を扱 う場合 ， 係数環 として体 ， 特に Z2
，
を用い る こ とも多い の で

，
ここ で は係数環は 】R 又

は Z2 としてお く．

事実

　An （M ）は M の胞体分割の 仕方 によ らず ， 同型 を除い て
一意で ある．

例 2

　図 4 の 左側の 向 き付けられ た胞 体分割に対 しては

・n
− ・（n ・・・ ・…＝（1）・R ・ R ・

　・・
一（1：D・ R2 → R ・

　 ・・
一（1 → ・ R2 → R

右側の向き付け られた胞体分割に対 して は

姻 圃 岨）・R2 → R ・

　・・　・1 　（1　Ill）・ 側 → 啣 → ・ R2 → R

とな り
，

い ずれ の 場合か らも

　　　　　　　　　　　 H2 （D2 ）；OHI （1）2）＝OHe （D2）− O

となる．

　　　　　　　　　　　 eS 　 　 　 　 ・

レ e6

　　 　　　　　　 　 　　　　　　　　　　　　　◎　◎

　　　　　　　ei ef　　　　 eii θ弖 el　 ef

　　　　　　　　ε3 　　　　　　 εる
／ −iei

　　 　　　　　　 　　　　　　 ◎ は 2次元 胞 体 の 向きを 表す

　　　　　　　　　　　　　　 図 4： 1）2 の Homology 群

　 また
， 図 5 の 左側の 胞体分割に つ い て は

・・
一・＠ ≧ ・） a2 − ・・ R → R °

∂1 − ・・ R °
　一一＞ R 　 ・・

一 （・）・ R → R

右側の 胞体分割に対 して は

・n
− ・（n ≧・） t）2 − （− 11 ）・ R2 → R ∂1 − ・IR → R ∂・

一 （・）・R → R
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e ｛の 向き

’

σ

’

0θ

eS の 向き

ei の 向き

　　　　　　　　　　　　　　　図 5： S2 の Ho 皿 ology 群

とな り
，

い ずれ の 場合か ら も

　　　　　　　　　　　　H2（S2）＝ RHI （S2）＝ 0 飾 （S2）＝ 0 　 　 　 　 　
’

が得られ る．

注意

　特 に こ の 例か ら分か る よ うに
，
M が n ＋ 1次元胞体の 境界に な っ て い ない n 次元球面を含め

ば
，
Hn 〔M ）はそ の よ うな球面の 数だけ 凪 を含む．

　逆に
，
H π （M ）が Rk を含む ならば

，　M は大体 sn を k 個含む と考 えて 良い ．（常 に そ うで ある

訳で は な い が）

3　ベ ク トル 場 に よ る胞体分 割 と Floer 　Homology

　こ の節で は M を compact な多様体 と し
，
X を M 上 の ベ ク トル 場 ，

　X が M 上 に誘導す る fiow

を φ
‘ とする．

仮定

（1）X の平衡点は全て hyperbotic．即 ち， p が平衡点で あれ ば X の p で の 線型化 DX （p）は実

　　 部が零の 固有値 を持た ない ．

（2）M 上の 点 m が平衡点で なけれ ば

　　　　　　　　　　　　　　 1im φ
‘

（m ）＝ p ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lim φ
¢

（m ）− 9
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t→ − OQ　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t→ 十 CQ

　　 とな る 平衡点 p ， q が存在す る ．

（3）任意 の 二 つ の 平衡点 p， g につ い て
， p の 不安定多様体 W ”

（p）と q の 安定多様体 ws （q）は

　　 （交わ るな らば）横断的に交 わる．即ち
，
w 气p｝∩ WS （g）∋ m とする と m にお ける WU （p）

　　 の 接空間 と WS （の の接空間の和が M の接空間を張る．
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X の 平衡点 p に対 して wu （p）の 次元 ， 即ち DX （p）の 実部正 の 固有値の数をp の index とよび

Ind（p）で表す．

　上記の 仮定を満たすベ ク トル場が与えられ る と
，
次の ように M を胞体分割で きる．

　先ず ，
X の 平衡点で Ind（p）＝ 0 となる もの をゼ ロ 次元胞体 eも（1 ≦ i≦ lo）とする．次 に n ≧ 1

に つ い て Ind（p）＝ n となる 平衡点 の 不安定多様体 wu （p）を n 次元胞体 4 （0 ≦ i≦ In）とす

る．こ の 時
，
上記 の 仮定 （1），（2）よ りM ＝　U 　媛 が成 り立 つ ．（但 し

，
dimM ＝ N とする．）ま

　　　　　　　　　　　　　　　　　　占蚕1蜜
た洛 p につ い て 剛 P）は DI ”d（P）と同相で ある・さ らに

， 仮定 （3）カ’ ら
、義 φ

‘
回 叩 か つ

lim φ
‘
（m ）； g な らば Ind（p ）＞ Ind（q）が成 り立 つ の で 胞体分割の 条件 （3）も成 り立 つ ．

t→ 十〇〇

例 3

　図 6 参照．

el
＼ ．

丶 脅 ノ
〆

θ1
■

冒，
ダ

↓
＼

气’
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「
▲

亭
「
軌 ．　 …． 。．ずΨ

●

　／

¢

4 ’．
う
凾゚

→L
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図 6； ベ ク トル 場 に よ る S2 の 胞体分割

こ の胞体分割 を用 い て 定義 した M の Homology 群 Hn （M ）を Floer　H ／omotogy5 とよ ぶ ．

4　Conley　Index と Connection 　Matrix

　前節で 解説 した Floer　Homology に お い て
， 各胞体 を

”

太 らせ る
”

と Conley　lndex が得 られ る．

　先ず各ゼ ロ 次元胞体 （index ゼ ロ の 平衡点）e各に対 し
，
そ の 十分小 さい 閉近傍 瑞 で 以 下を満た

す もの を と る，

（
＊

）∂Lも上で ベ ク トル 場は内向きで ある ．

次に 1 次元胞体 el に つ い て
，
以下 の よ うな集合 Li と 1V｛を とる．

（1）・1は ・1＼＠乙）の M ＼（・・の内で の 管状閉近傍

（2）Nl
’
⊂ ∂Ll は ∂班 ∩ e

’iの ∂Ll に お け る閉近傍．

5
正 確に は，こ の ア イデ ィ ア を無 限 次元空 間 に 適用 した もの が Floer　Homologyで ある
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（3）Nl
’
上で は ベ ク トル 場は外向きで ∂現 の 他の 点で は ベ ク トル場 は 内向き．

図 7 参照

図 7： Lo，　Nl 及び Ll の取 り方

　以下 同様に して n 次元 胞体 e乱に対 し
， 次 を満たす集合 疏 と NA を と る．

　　　　　　　　　UL 勧 の M ＼（ U　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 五毳）内で の 閉近傍．　（1）璃 は ek　X〔
　 　 　 　 　 　 　 　 m く n − 1　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m ＜ n − 1

　（2）壕 ⊂ ∂Lあは ∂L廴∩ 藍 の ∂L乱に おけ る 閉近傍．

（3）魂 上 で は ベ ク トル場は外向 きで ∂Lk の 他 の 点で は ベ ク トル 場は内向き．

　こ の 時 ， 各 鳳 に お ける同値関係を x 〜y ⇔ x
，y ∈ NL に よっ て定め

，
　Lk1 〜 を L ’1　INaと書 く

と （但し ハ硫豊のの場合に つ い て は，｛＊ ｝を一点か らなる集合 として L詔／鵬 ：＝ Lk　H｛＊ ｝とする），

L廴！鵡 は sn に Homotopy 同値で ある ．

　逆に
，
n （0 ≦ n ≦ N ）と i∈ N で添字付けられた万万 と同相な空間 L＃と閉集合 N9 ⊂ ∂塊 の

組で
，
Lk1NA が sn と Homotopy 同値 なもの を与えられ た とす る．こ の 時

， 各 NA の ∂五親＼鳳

（m ≦ n
− 1）へ の 張 り合わせ方 を指定すれば元の 多様体 M の胞体分割 M ＝H 鑑 を得る こ とが

出来る ．

　こ の ことよ り，
M の 胞体分割を得る には M 上 の ベ ク トル 場 X に課せ られて い た条件 は

，
以下

の よ うに 緩め る こ とが出来る ．

仮定

　次の条件 を満たす 耳 と同相な集合 LA によ っ て M を分割す る こ とが出来る，

（i．e．　M 　＝ 　UL 乱）

（1）異なる 環 と L義は境界で しか交わ ら な い ．

（2）∂Lk 上 で ベ ク トル 場が外 向きで ある 点の 集合を N9 とす る と ∂塊 ＼覊 で は ベ ク トル 場 は

　　内向きで あ り，
La！／V義は sn と Homotopy 同値で ある．

（3）lvA∩ ム  ≠のか つ （m ，
　jO ≠ （n ，

　i）な ら ば m ≦ n − 1
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以上 の 条件を満たす M の 分割が与えられ れば M の Homology 群 を得る こ とが 出来る ．すなわ

ち，
Lk の （ivA に お ける）、L廴1

へ の 張 り合わせ方に よ っ て

　　　　　　　　　　　　　　《凱｝i枷
を定め

，
Hn （M ）＝ ・　Ker∂n！Im ∂n＋ 1 を求めれ ば良い ．

注意

　 こ れが所謂 Morse 理論の ア イデ ィ ア で あ る．

例 4

　図 8 参照．

弓＼ 丶 千／
ノ

ト

θ1
〆

／ 罵
ε1 ， 噂 o

辱
1 、麹 レ

d 腎
＋ 1辱　　　　 専

・一．．Ll

尋 4 雫
／

五6
　　　／

　　¢
ム3

、 レ
4 卜
，・．◎隣

　　＼
　　Nl

θ1

＼
　　屑

図 8： S2 の 分割

注意

　特 に各 Lk 内の 不変集合は必ず しも hyperbticな平衡点 に限 る必要は ない ．

こ の 事実 よ りベ ク トル 場の 不変集合の Conley　Index を次 の ように定め る．

定義 3

　M を多様体
，
X をそ の 上 の ベ ク トル場

， φ
‘ を X の 定め る flowとす る．空 集合また は φ

孟 の

comp αct な不変集合 S 〔φ
‘
（S）＝S

，
∀s）に対 し

，
以下 の 条件 を満たす compact 集合の組 （L ，

　N ）を

3 の Index　pair とよ び
，

・LIN の Homology 　geを （フH ． （5）
6 と書 い て 5 の （Homology ）Contey

Index とよぶ ．また
，
　Index　pairが存在す る ような comp αct 不変集合 を isolated　invariant　set と

よぶ ．

　
6
通常 は，CH ．（S）は 空 間対 （L，　N ）の （通常 の ）Homology 群と して 定義 され る．しか し今の 設定で は

，
こ れ．は LIN

の （簡約）Homelogy 群 と同 型 な の で
，
こ こで は こ の よ うに定義す る，
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（1）S は L の 内部に含 まれる．

（2）S は L に含 まれる最大の 不変集合．（S　・＝ のの場合は L 内には不変集合 は存在 しない ．）

（3）N ⊂ ∂L 上で は ベ ク トル場 は外向きであ り∂L ＼N で は ベ ク トル 場は内向きで ある、

図 9 参照．

 

L

←

＼ N／

図 9： Conley　Index

事実

　5 ＝¢ ならば LIN は一点 と Homotopy 同値であ り任意の n ＝o，1，2，＿ ，につ い て 0砺 〔s）＝ o

が成 り立 つ ．よ っ て OH ． （LIN ）≠ o ならば L 内に は 非自明な不変集合が ある こ とになる ，

一般に compact 多様体 M 上 の ベ ク トル 場 X が与えられ た時
，
以下 を満たすよ うな互 い に共通

部分 を持た な い isolated　invariant　set の 集合 5 ＝｛Si｝廴1 を M の Morse 分解 と よ ぶ ．

（1）5 に は半順序 く が定め られ て い る ．

（2）m ∈ （M ＼USi ）な らば
，
　Sj く Si をみ たす ある θわ 5ゴ ∈ 5 に つ い て α （m ）⊂ Si かつ

　　 ω （m ）⊂ Sj が成 り立 つ ．

こ の時 ， 次の よ うな n で 添字付けられ た行列 △ n
＝ （△ n （ゴ，i））が 存在する．

（1・・A ・
・　 ・ Cff… D − （

CHn （Sl）

CHn （SI））→ ・Cff
・
− 1（Si・−c二；1：：：：）

（2）△ n （ゴ，
i）≠ 0 ならば

， ある m ∈ M に つ い て α （m ）⊂ Si か つ ω （m ）⊂ 亀 が成 り立 つ ．

　（3）　△ n＿1△ n10

（4）Hn （M ）＝Ker △ n11m △ n ＋ ／ が成 り立 つ ．

定義 4

　 △ を Oonnection　Matrix とよぶ．
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　上 記の M の 分 割 M 　・・　ULt に対 して は △ n ：＝ 　an と置 くと △ は Connection　Matrix に なる．

　以下で は都合で Homology は Z2 上で考える．

例 5

2 次元球面 S2上 の ベ ク トル場 X が以下の 仮定 を満たす とする．

仮定

　（1）X の 平衡点は全て hyperbolicで ある ，

　（2）X の 平衡点の 集合 5 は S2 の Morse 分解を与え る ．

　　　　　　　　　　　　　　　 80 ：； ｛P ∈ 511nd （P）＝ 0｝1

　　　　　　　　　　　　　　　 81 ：＝｛P ∈ 5 ｝lnd（P）＝1｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　S2 ： ＝ ｛P ∈ 5ilnd （P）＝ 2｝

と し k　：＝ 　tiSo，
1 ：＝ ＃Si，

　M 　：＿一　lis2とす ると き k
，
1

，
　m の 関係を求め る．

Ind（p）＝ 0 な らば

　　　　　　　　　　　　CH2 （P）＝O
，　 CHi （P）＝ O

，　 CHo （P）＝ Z2
，

Ind（p）＝ 1 な らば

　　　　　　　　　　　　σ∬2（P）＝0
，

α f1（P ）； Z2
，

0Ho （P ）＝ 0
，

Ind（p｝＝ 2 な らば

　　　　　　　　　　　　OH2 （p）＝ Z2
，　CH1 （p）＝O

，　CHo （p）＝0

なの で

　　　　　　　　　  CH2 （P）＝Z穿，　   CHI （P ）＝ zS
，　   CHo （P）＝ Z雪

　 　 　 　 　 　 　 　 　 P∈5　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P ∈s　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P∈5

で ある．よ っ て

　　　　　　　△ n
＝ 0 （n ≧ 3），　　△2 ：Z茎野→ zS

，　　△1 ： Zら→ Z奏，　　△o ： Z蹇→ Z2

とな るが
，
Ker △ n ！lm △ n ＋ r ： Hn （s2）カs成 り立つ の で

，

　　　　　　　Hn （S2）＝ 0 （n ≧3），　H2 （S2）＝Z2，　H1（S2）＝0
，　　Ho（S2＞＝0

よ り以下 の 関係が得られ る．

　　　　　　　　　　　　　　　　dim 　Ker △ 2 ＝1
，

　　　　　　　　　　　　　　　　dimKer △ 1 ＝ 　dimlm △2 ＝ m − 1
，

　　　　　　　　　　　　 ん一1 ＝ dim 　Ker △ o ； dimlm △1

一 153 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

講義ノート

　　よ っ て d｛mlm △ 1 ＝1− dimKer △1 よ り，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k − 1十 m ＝ 2

　　が得られ る．した が っ て
，
上記の仮定を満たすベ ク トル 場の平衡点は こ の 関係式 を み た さなければ

　　な らな い ，

　 注意

　　 5 が平衡点の 集合で ある範囲で は
，

こ の 結論は Euter 標数を用 い た逓常の 議論 と同
一

で ある．し

　　か し
，
Oonley　lndex を用い ると

，
5 が必ず しも平衡点で はない isolated　invariαnt 　set の 集合で あ

　　る場合 に も同様の 結論を得る こ とが 出来る．

　　 更に 一般に compact とは限 らない 多様体 M 上 の ベ ク トル 場 X が与えられた時 ，
　X の isolated

・・var ・an ・・e・ の縦 8 − ｛Si｝1− i と し
，　M − （ ・）・ ｛・ ・ M1 ・・

，・・ … （m ）・ s・，
・ （・ ）・

　 Sj｝とお く．こ の 時 Connection　Matrix の性質の （4）を次で 置 き換えた性質を満た す行列 △ n が

　 存在する．

　　（4
’

） CHn （M ）＝ Ker △ n ／lm △
叶 1 が 成 り立 つ ．

　　定義 5

　　 上記の △ n も Connection　M αtrixとよぶ ．

　 例 6

　　　図 10 の 二 つ の ベ ク トル 場 に つ い て考える ．どちらの 例 に つ い て も
，
平衡点 p3 と p2 に関 して は

　　　　 Cll2（P2）− CH2 （P3＞＝・　O，　 CH1 （m ）環OH1 （P3）＝Z2，　 CHo （P2）− 0π o（P3）− O

　　で あ り，平衡点 1 につ い て は

　　　　　　　　　　　　 CH2 （P1）＝0
，
　 aH 、（P 、）＝0

，
0He （P、）＝Z2

　　が成 り立 つ ．

　　 ルt2を平衡点 pl ， p2 とそ の 間 の heteroclinic　orbit か らなる不変集合とし，　M3 を平衡点 p1 ， p3

　　とそ の 間の heteroclinic　orbit か らなる不変集合 とす る．また M を平 衡点 pl， p2，
　p3 とそ の 間の

　 heteroclinic　orbit か らな る不変集合 とす る．こ の と き M2 の Conley　lndexは次で与えられ る．

　　　　　　　　　　　　OH2 （ル｛2）＝＝　O
，
　 OH1 （M2 ）＝0

，
0Ho （ル（2）＝0

　　こ れ に対 し， M3 は （a ）と （b）で 異なる．

　　（a）： CH2 （M3 ）＝＝ O，　 OHI （M3 ）＝Z2 ， 0Ho （M3 ）− Z2

　　（b）： OH2 （ノしf3）＝ 0
，　0HI （ノV｛3）＝0，　CHo （M3 ）＝0

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 − 154 −
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（a）

ρ3

ρノ

ρ2

（b）

図 10： M とそ の lndex　pairの例

　よ っ て M2 に つ い て考える と
，
△ 1（1，

2）＝ 1 となる．こ れ に 対 して
，
　M3 に つ い て は

，

　　　　（a ）： △ 1（1， 3）＝ 0　（Connection　Matrixの性質 （2））　 （b）： △1（1，
3）＝ 1

となる．よ っ て M の Cennection　Matrixは

　　　　　　　　　　（a・・ △ 一 （iii）（・） △ 一（iii）
となる．（但 し

，
△

． （ゴ，
i）： Z呈→ Z3 も △ ． （ゴ，

i）＝0 と書い た．）

5　 Transition 　Matrix

　こ の 節で は ［［ransition 　Matrix を紹介する が ， 具体例 に つ い て 例示する に留め 正 確な定義
， 定理

の statement は省略する ．

　λ ∈ （
一δ

，
1＋ δ）（δ＞ 0）に依存する ベ ク トル場 の 族 X λ が λ に依存 しな い 三 つ の 平衡点 Pl， p2，

p3 を持ち
，
か つ λ ＝ 0 の ときの 定性的な dynamics が 図 10 の （a ）で 与えられ

，
λ ＝ 1 の と きの

定性的な dynamics が図 10 の 〔b）で 与えられ る とする ，更に
， p2 か ら p1 へ の heteroclinic　orbit

も λ に よ らな い とす る．こ の とき
，
ある λ ∈ （0，

1）に つ い て X
λ

は平衡点 p3 か ら平衡点 p2 へ の

heteroclinic　orbit を持 つ こ とを Connection　Matrix を用 い て 示す方法を解説する．（図 11 参照）

　考える系 E ＝ X λ を λ ＝ ελ（1
一λ）と couple した系を考 える．

　　　　　　　　　　　　　　　　　｛に認 、、

　ε ＞ 0 の と きこ の 系 は （Pi，
O）と （Pi，

1）の 6 個 の平衡点及 び （Pi，
0）か ら （Pi，

1）へ の 3 つ の

heteroclini　orbit と （p2，
0）か ら （p1，

0）， （p2 ，
1）か ら （pl ，

1）， （p3 ，
1）か ら （pl ，

1）へ の 各 heteroclinic

orbit と （p2，
0）か ら （p1，

1）へ の hetereclonic　orbit を持つ ．
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λ＝ O λ…2λ・
λ＝ 1

図 11： 分岐問題

ρ3 P3

P1 P ，

P2 ρ2

λ

0 1

　　　　　　　　　　　　　　　図 12： couple した系の dynamics

こ の時各平衡点の Conley正ndex は次の ように与 えられ る．

　　　　　　　　　　σH2 （P、，
1）＝ O　 CHI （P1，

1）＝ 00H ・（Pl，1〕＝ Z2

　　　　　　　　　　CH2 （P2 ，
1）＝ 00H ・（P2，

1）・・　Z20H ・（P2 ，
1）＝ 0

　　　　　　　　　　0ff2（P3，1）＝00H ・（P3 ，
1）− Z20A ・（P3， i）＝0

　　　　　　　　　　0H2 （P、，
0）； o　 CH 、（Pl，

0）＝ Z20Ho （P1，
0）＝ O

　　　　　　　　　　CH2 （P2 ， 0）＝ Z2　 CH1 （P2，
0）＝O　 Cffo（P2，

0）− 0

　　　　　　　　　　衄 2（P3，
0）＝ Z20HI （P3 ，

0）＝ 00Ho （P3，
0）； O

M をこ れ らの 平衡点 とそ の 間の heteroclinic　orbit か らな る 不変集合 とする とき
， 前節 と同様
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の 議論によ りM に対する Connection　Mat πix は次 の よ うになる．

△2
＝

100000

000000

0

△ 1 ；

 

100100

000000

0

こ こに現れる （pi ，
O）か ら （pi ，

1）へ の heteroclinic　orbit に関する行列 Ti ＝ （Ti（ゴ，
　i））を［［！rransition

Matrix と よ ぶ ．

　（pi ，0）と （pi，1）及 びそ の 間の heterodinic　orbit に つ い て これ まで と同様の議論によ りTl（1，
1）＝

1 及び 乃（2，
2）＝ T2（3，

3）＝ 1 が分か る．また
，
　i く ゴならば明らか に （Pi ，

0）か ら （pゴ，
1）へ の

heteroclinic　orbit は存在 しな い こと よ り Z （i　O ＝ 0 （i く 」）がわか る．（図 12 参照．）

　更に Connection　Matrix の 性質 （3）よ り △1△2 ＝＝ O なの で T2（2， 3）＝ 1 が分かるが
，
この こ と

は Connection　Matrix の 性質 （2）よ り （p3 ，0）から （p2，1）へ の heteroclinic　orbit が存在する こ

とを意味する．（図 13 参照）

ρ ρ3

μ ρ1

ρ2 ρ2

λ
0 1

図 13： （p3 ，0）か ら （p2，
1）へ の heteroclinic　orbit

　こ こ で ε ↓0 の 極限を考え る こ とによ っ て （p3 ，
λ

’

）か ら （m ， λ
＊

）
へ の heteroclinic　orbit が存在

する M ∈ 〔0，
1）が ある こ とが

一
般論か ら結論される．（図 14参照）
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ρ3 3

，　’

ρ1 ρ1

ρ2 　　　　 ／
　　　　　　　　　！！

ρ2
　’〆’

0
，　’

λ＊ 1
λ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　図 14： λ＝M で の heteroclinic　orb 至t
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