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1　 中心極限定理 と大偏差統計

1．1　大偏差統計

1．1ユ　 コ イ ン投げ

　まず簡単な例と して 、次の よ うな コ イ ン投 げを考 え る。

表、裏の 出る 確率はそ れぞれ 1／2で 、表が 出る と 1、裏が 出る と 0 と い う値を対応させ る

と、次の よ うな 0
，
1 の 列 を得る ：

00101101100111・

o 回 目の 値を Uj と書 くと 、　 n 回投 げた時 の 平均 砺 は、

・n
一 三£ 。、

　　
n

ゴ＝ 1
（1）

で あ る。 この 砺 の 分布関数を Pn（u）と書 くと、次の よ うに Pn（u ）は二 項分布で 与 え られ る ：

恥 ）一 ・
（・n ＋ （1）

群

G）
n 一

（2）

但 し表が 出た 回数 を n ＋ 、裏が 出た回 数を n 一と した。

　こ こで η 》 1 とな る状 況を考 える と 、u の 平均 （1／2）か らの ずれが小 さい ときは 中心極 限

定理に よ り、 Pn（u ）は 1／2 まわ りで Gauss 分布で 近似で き る ：

P
・ （u ）網

理

一 ・n （・
− 1）

2

（3）

　しか し、u が平均か ら大き くずれて い る時 には Gauss分布で 近似する こ と は で きな い 。 こ

の こ と は Gauss分布で は u ＞ 1又 は 11．＜ 0 となる 確率が 0でな い こ とか らも明 らかで ある。

　平均か ら の ずれ が 大きい （大偏差な ）場合で も、n → OQ の 極限に お い て u
）

の n 時間で の

平均の 確率分 布が

　　　　　　　　　　　　　　　 P （u ）rv 　exp （− S（u ）n ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

と い う漸近 形 で 書け る こ とを主 張する の が大偏 差原 理で ある 。連続時間の 系列の 場合は、

T → Oc の 極限で u の T 時間で の平均の 確 率分 布が

P （u）Nexp （− S（u ）T ） （5）

と書 ける こ とで あ る。3 （u ）は非負かつ 下に 凸な u の み の 関数で あ り、n → oO （T → oo ）の

極限で P （u ）に寄 与す る の は S（u）＝ 0 と なる u だけで 、 こ の u が平均値 a で ある 。

　u の 霞か らの ずれ が小 さ い とき 、 S（u ）の ・u 近傍で の 展 開の リーデ ィ ングター
ム は u の 二

次の 項で あ り、 これ は分布が Gauss分布で 近似的に書 ける こ とを意味 して い る 。 こ の 意味

にお い て 、大偏差原理 は u が平均か ら大 き くず れて い る 時 に も適用で きる よ うに 、 中心極限

定理 を拡張 した もの である。
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1．1．2　 時間的粗視量

　あ るラン ダムな時 系列 U 」があ っ た とき 、 次の よ うな n 時間で の有限時間平均を時間的粗

視量 と呼ぶ ：

　　　　　　　　　　　　　　　　itn一 主野 ゴ
．　　　　　　　　 （6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
nj ＝1

n → CQ の 極限で 砺 は長 時間平均 a に一致する が、　n が大き くはある けれ ど有限の とき には

砺 は平均 を計算す る時刻 によ っ て ゆ らぐ量であ り、ある分布 をもつ 。砺 がどの よ うな分布

に従 うか は、平均を とる時 間範囲 n の 大 き さによ っ て 変わ る。

　相関時 間を n
。
とす る と、n 》 η

。
で あるな らば平均 か らの 小 さなゆ らぎに関 して は中心極

限定理が よ い 近似とな り、an はガ ウス 分布に従 う。一方で 、平均 か らの 大 きな ゆ らぎに関

して は大偏差統計で 扱わ な くて はな らな い 。

1．1．3　 ゆ らぎス ペ ク トル

　式 （4），（5）で 出て きた S （u ）はレ
ー

ト関数 （ゆらぎスペ ク トル ）と呼ばれる もので あり、n −
一 　oo

（T −−yDG ）の よ うに平均を とる 時間幅を大き くして い っ た とき に、平均値 a 以外 の u を とる

確率がどの よ うに 0 に 漸近 して い くか を特徴づける関数 とな っ て い る。

　こ の S（u ）の 関数形は時系列が与え られな けれ ば決 ま らな い 。ゆ らぎの 時間変化 を与 える

基礎方程式 （確率過程の 場合はマ ス ター
方程式、 ラ ン ジ ュ バ ン方程 式や フ ォ ッ カー ・プラ ン

ク方程式）が与え られ る と、そ こか ら求 め る こ とが で きる。

　式 （4），（5）の よ うな漸近 形が存在す る こ とは次の よ うに確認す るこ とが でき る
／

。

　相関時間が T の 統計的に定常な時系列 Us がある としよう。時刻 0か ら亡まで を 0 ≦ s ≦ tl、

tl ≦ 8 ≦ t1＋ t2（＝ t）の 二 つ の部分 に分 け （それぞれ 領域 1，2 と呼ぶ こ とにす る）、 それ ぞれ

の 部分で の 平均 を考 える ：

　　　　　　　・t ・ ｝μい 1
≡ 諾 麟 ， 砺 ・ 岩∠1

上

  ・・　 （・）

こ こ で 、 tat　一　tlat
、
＋ t2at

、
で あ る 。　 t，

　tl，
t2 》 T の と き 、 時系列が定常で ある こ と と領域 1

と 2 の 統 計的独立性か ら、

P・・（at）− 1肺 の凡 （at、）dπ・1 （8）

が成立する
2

。 こ こ で 君 ＠ ），　Pt、（Utl ）， 君、（％ ）はそ れぞ れ 0 ≦ s ≦ t
，
0 ≦ s ≦ tl

，
tl ≦ s ≦

tl＋ t2 にお け る平均 の 確率分布関数で あ るが、統計的独立性 によ りこれ らは同 じもの で あ

る 。 こ の 式が Pt（u．）RS　exp ← S （u ）t）と い う形の 解を持つ とす る と、

・xp （一・剛 ・ 1・xp ［一・（… ）・・
一卵 ・・）・・画 1 （9）

と書ける 。 鞍点法を用 い る と、

exp （
− 5（at）t）Nexp （− 5（π芸五 ）オ1 − S（｛Z：、）オ2） （10）

1
厳密な証明 で は な い 。

2
イコ

ール は分布の 形 が等 しい とい う意味で使うことにす る。
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で ある。こ こで 、可、
，鵐 はそれぞれ （

− S（at，）t一 S（at、）t2）を最 小にする atl，at、 で ある 。 と

こ ろ で 、

　　　　　　　姦← S（・・，）ti− S（a ・2）t・）− S’

（atl）・1畿 読・（娜 ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝ （s
’

（at， ）
− 5’

（霞亡2））tl

であ るか ら、罵、
，可2

は

　　　　　　　　　　　　　　　 S’

（
一

＊

ZLt
｝ ）

− 5 ’

＠ ，）＝ 0　　　　　　　　　　　　 （11）

を満たさ なけれ ばな らない 。 従 っ て 罵、

； 醜 ＝ at とな る。以上 の こ とか ら、

　　　　　　　　　　　　　　S（at）t＝ 5（
一＊
Utl ）t1十 S 〔it’　；1 ）t2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12）

が成立する の で 、 P
，（u ）vexp ←S（’“ ）t）は確か に 式 （8）の 解にな っ て い る こ とがわか る 。

　上で も使われて い る よ うに、大偏差原理は十分長い 時間で見た ときの粗視量の 間の 統 計的

独立性を根拠に して い る 。 従 っ て 、 無限 に長 い相関 を持つ 系では exp （
− S（u）t）とい う漸近形

は存在 しない 。有限な 長 さ の 相関 を持っ 系 （弱相関）の 場合、そ の 相関長よ りも十分長 い 間

隔で の 粗視 量 に対 して 大偏差 原理が成 り立つ
3

。

　こ こ で 、qを可変な実数として 時系 列の 母 関 ts　Zq（t）を次の よ うに 定義する ：

　　　　　　　　　　　　　　Z，（t）・ 〈・x蝋 麟 ）〉　 　 　 （13）

A：　usds は 平均的に t に比例す る の で ，　 t が十分 大き けれ ば

　　　　　　　　　　　Z
，（t）・ ・

φ・ ・

， ・（・）一

無 ll・9・
，（t）　 　 （14）

と書 ける と考え られる 。この φ（q）と S（u ）の 関係を調べ る ために、式 （13）を次の ように変形

す る 二

　　　　　　　　Z
，（・）一〈・xp ［qt（1孟  ・・）1＞一塵 （・ ）eqt

・ d・ ・

こ こ で P，（u ）Fi　exp ← S（u）t）を代入 して 鞍点 法 を用 い る と、

　　　　　Z
・（t）・ 濃・xp ［（

− S（・）・ q・）t］・du ⇒ ・（q）一一
噌

・ ［S（・ ）− q・］

（15）

（16）

とな り、φ（q）と S （u ）はル ジ ャ ン ドル 変換で 結 ばれて い る こ とが わか る．S （u．）
− Clu，を最 小

に する u を u （q）と書く とする と 、

　　　　　　　　　　　5
’

（
’
u（の）＝ q，　φ（q）＝ − s（u （q））＋ qu （q）

が成 り立 つ 。 この 第 2 式を q で 微分す る と、式 （14）を用 い て

　　　　　　　di
’

（q）・・＝ ・u （q）一

醸
〈

瑞
〉

・ 無 〈… lq＞t，
一 ・t

− 1伊 ・

（17）

（18）

とな る。上式 の 最後で 重み っ き平均 〈
・

；g＞t を定義 しk。こ の 平均 は g ＞ 0 な らば大きな平

均 を与 える 過程 を、q 〈 0 な らば小 さな 平均を与え る過程を重 く見積 る。普通 の 平均 は q ＝ 0

に対応する 。 従 っ て 、q は どの よ うな運動状態 を見る か を選択す る指標 とな っ て お り、選択

パ ラメ
ー

タ と呼ばれ る 。

　 3強相関な場合で も後 の 述べ る乱流やオ ンオ フ 間欠性の 場合の よ う に使え る こ とがある。
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平衡統計 熱力学 時系列 マ ル チ フ ラクタル 乱流

1v（粒 子蜘

　β（＝ 1／kBT ）

∫ΩN （E ）em6EdE

　 （分配関数）

F （Gibbs 自由 エ ネ ル ギー
）

　　希（βF ）ヨ

　　（内部 工 ネル ギー
）

一
羨 … 3（u ）≧ o

（エ ン トロ ピ
ー

　！hB）

聖 一 β

F − u 一雫

T （時間幅）

q

　　　〈egTa
・

〉
（a・、・＝ T

− 1
∬ u ｛5｝d＄）

φ（q）／q

垢［9
φ

郭
（≡ u （q））

一
謡τ ［φ（q）1gl

（≡ s（u ）≧ 0）

　 dS （u ）
　 τ

＝

（1

些 ≧＝ u ＿璽
q　　　　　　　　 q

lo9（1／り

1 − 9

　　Σ；pl

（≡ （（パ ）
1−9＞）

D （の

d（1≒）［（
1 −

q）D （q）］

　　　（≡ α ）

のDd

 

　

〉一

一

）
の

α

レ

双
砥
一

　

α

　

≡（

d（9・litt（α ）L 　1 − q

D （9）一・
一 α

i｛撃
）

lo9（1／r）

9

＜（△u （r））
9
＞

一
く（q）／q

島（
　
一c（の

9　q ）

（≡
− h）

一
誘 （一く（q）／q）

（≡ 3 − D （h）≧ 0）

　
d（

耀 尸L9

二 鯉 ＿ ＿h ＿ 3一叩 ＞
　 q　　　　　　　　　　　　q

表 1： 熱 力学形 式 と の 比較

1．2　熱 力学形 式

　こ こ までで パ ラメ
ー

タ と して q 、 物理量 と して φ（g），S（u ），u （g）が 出て きたが 、 これ らは実

は一
つ の セ ッ トを作 っ て お り、そ れ らの 間の 関係は熱力学と形 式的に対応 して い る （図 1）。

この よ うな形 式の こ とを 熱力学 形式 と言 う。

　 こ の よ うな形式的対応が得られ る原 因は、基本的 には ラ ン ダム な変数 の統計 的独 立性 に あ

る 。 時系列の 場合は弱相関 ゆらぎを 足し合わせ た もの を考えて い るわ けだが、足 し合わせ る

部分 時系列 は部 分系 では あ る けれ どゆ らぎの 相 関時間 に比 べ る と十分大き い も の を考え て

い る 。 こ こか ら熱力学の 部分系を足 しあわせた もの を考 える こと との 繋が りが出て くるの で

ある 。

　ただ、熱力学 の 場合の 温 度 βに 対応する パ ラ メ
ー

タ と して 大偏差統計で は q が 出て くる

が 、こ の g は u の 値 の 大きい とこ ろを見 るか 、 小 さ い ところ を見 るか を選ぶ選 択パ ラメ
ー

タ

で あ り、熱力学の 温度ほ どの 物理 的意味は ない 。

1．3　 ま とめ

　平均か らの ずれが大き い （大偏差な ）現象 を捉 え る に は 、1次や 2 次のモ
ー

メ ン トに よ る時

系列の 特徴付 けで は不十分 であ る 。 しか し、さ らに高次の モ
ー

メン トを見る方法で 精度を上

げて い くと、無限個の モ
ーメ ン トを見 る こ とにな り、非 常にわか りに くくな っ て しまう。

　や は り何か一
つ の 関数で 時 系列 を特徴 づ ける 方法が わか りやす く、その よ うな方法の

一

つ として 大偏差統計 があ る。時系列 の 違 い はゆ らぎス ペ ク トル S（u ）によ っ て 表現 され 、こ

の S（u ）の 中に はあ らゆる 次数の モ
ー

メ ン トに 関する 情報が入 っ て い る （しか しどうい う形
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で入 っ てい るか はわ か らな い ）。この S （u ）を使 うこ とで、（平均か らの ゆ らぎが 小 さい部分

も大きい 部分 も）時系列の特徴を一
目で 見 る こ とが で き る よ うにな る わ けで ある 。

2　 自己相似性の統計理論

2．1 　 フ ラ クタル

2．1．1 　 ユ ニ フ ラクタル

　図 1 の よ うな d 次元空間に 分布する点集合 を考 え る。

こ の 空 間を間隔 ♂の格子 に切 っ た とき 、点 が入 っ て い る

領域 （セル）の 個数 を 瓦 と書 くする 。 こ の 珊 が

　　　　　　　　　　恥 ‘
−D

　 　 　 （19）　 　 　 　 　 1，
とな っ て い る場合、 こ の 点 集合 の フ ラク タル 次元は D

で ある
4
と言 う。 も し集合が線や 面の 場合 、 普通 に 言 う

次元 と同 じよ うに それぞれ D ＝ 1
，
2 とな り、フ ラクタ

ル 次元 は普 通の 次元 の 拡張 とな っ て い る 。 こ の ようなフ

ラク タ ル集合の 例 と して は、海岸線 、結晶成長、粘菌が

作る パ ター
ン 、星の 分布な どが ある 。

　点集合の 次元が 非整数 に な っ て い る場合・そ の 分布が　　図 1： d次元空間に分布 した点集合
一

様で あれ ば 、 集合の どの 部分 を取 っ て きて も フ ラクタ

ル 次元 D で 特徴づ ける こ とが で きるが 、分布が
一

様で な い場 合 、 つ ま り点が 密な 部分 と疎

な部分が ある 場合は 、フ ラクタル 次元 を拡張す る必要が ある 。 こ の 拡張が次 に 述 べ るマ ルチ

フ ラ ク タ ル で あ る 。
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2 ．1．2　 マ ルチ フ ラクタル

　再 び図 1 の よ うな d次元 空間 に分布する点集合を考 え、こ の 空 間を間隔 ♂の 格子 に切 っ て 、

セル に 番号をつ ける。ゴ番 目のセ ル に点が入る 確率を 乃 とする。Zを小 さく した ときに Pj が

Pj　or　la
’
」 （20）

と変化する と して 、ゴ番 目の セ ル に α
丿
を対応させ る。 この α

ゴは点がゴ番目の セル に 入 る確

率 を見積る量で 、特異性指数 と呼ばれ る。これ は ゴ番 目の セル の 局所的フ ラクタル 次元を表

す 量と考え る こ とがで きる。

　分布の 非
一

様性は、こ の α の 値が場所に よ っ て 異なる こ とで 表 現 され る。特異性指 数が α

で あ るセ ル の 個ta　Ni（α ）が

Ni〔α ）≡ Σδ（α 厂
α ）・・　t

“∫（α ）

　 　 　 　 ，

（21）

4
こ の よ うに して 定義 された D の こ と を Box 　counting 　dimcnsion と言う。
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と書 ける と仮定する 。 こ こ で 、f（α ）は特異性指数 α を もつ 部分領域の フ ラクタル 次元で あ

る 。 従 っ て f（α ）＞ 0で な けれ ばな らな い 。こ の f（α）の こ と を特異性ス ペ ク トル と呼び、α

が分 布を持つ とき点集合はマ ル チ フ ラク タル で あ る と言 う。

　こ こ で 、次の よ うな関数 Zl（q）を定 義す る ：

Zt（q）＝・　EP」
q ．

　 　 　 　 丿

（22）

Zl（q）が ♂一→ 0 で Zl（q）（x　1’ （q｝ と書ける と仮定する と、式 （21）か ら

Zl（・）・・U　21・a
」 − 1・・

α

恥 ）… f，
° °

1・a 一鞠 ・

　 　 　 　 丿

（23）

と変 形で きる の で 、この 積分を 鞍点法を 用 い て 評価す る と 、

τ（q）＝・　min ［qα
一f（α ）！

　 　 　 α
（24）

とな る 。 また、マ ル チ フ ラクタル次元 D （のを

　　　 T （q）D （q）−
　　　 9 − 1 （25）

で 定義す る と、D （のは q の減少関数 とな る 。

2．1．3　 熱力学形式との対応

　マ ルチ フ ラ クタル を特徴づ ける ノ（α），
Zt（q），

D （q）は、表 1 の よ うな対応づ けをす る こ とで 、

時系列解析の 場合 と同様に 熱力学形式と対応がつ く。従 っ て 、熱力学 と大偏 差統 計 とマ ルチ

フ ラ クタル は形式的に は同 じもの と見 る こ とがで きる。

　こ こで 重要な こ とは、大偏差統計や マ ル チフ ラクタル は 「解析の 枠組」 で ある、とい う こ

とで ある 。 何か 現 象が あ っ た とき に、それ をマ ル チ フ ラ クタル 的な解析や大偏差 的な解析 を

す る と全 く新 しい こ とが分か る とい うこ とではな くて 、そ うい う見方 で見 る と現象 の 違 っ た

側面を見 る こ とがで きるの で ある。

　f（α ）が どん な形 を とるか とか、S（u ）や φ（q）が どん な形 を 取る か と い うの は見 る現象に

（シ ス テム に）依っ て い るの で あ り、時 間変動の 場合は力学方程式、ある い は ラ ン ジ ュ バ ン方

程式が決ま らない こ とに は形は決ま らない
。 これ は統計力学で も 同 じで 、 枠組は非常に

一
般

的だけれ ども、実際 に 自由エ ネル ギーが どうなる か、 と い うの は どうい うシ ス テ ム を考え

るか によ っ て 変 わ っ て しま う。そ うい う意味で 、大偏差統計やマ ル チ フ ラクタル 解析は 「枠

組」 なの で ある。

2．2　 発達 した乱流

2．2．1　 乱流の 自己相似性

こ こで は 3 次元 Navier−Stokes方程 式に従 う流体 の 乱流を考 える 。
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　3次元 Navier−Stokes乱流 で は 、ある大 きな ス ケ
ー

ル L で （運動）エ ネルギ
ー

が注入 される

と、非線型項の 効果で徐々 に小 さなス ケール へ とエ ネル ギ
ーが伝達して い き、最後には粘性

が卓越する ス ケ
ー

ル で 熱に変わ る と考え られて い る。こ の マ ク ロ ス ケールか らミク ロ ス ケ
ー

ル へ の エ ネル ギーの 流れ の こ と をエ ネル ギーカ ス ケー ドと言 う。

　 大きなス ケールか ら、
一

つ 小 さなスケ
ー

ル、も う
一

つ 小 さなス ケール と色 々 な ス

ケ
ー

ル が ある わ けだが 、これ らの ス ケー

ル間 の エ ネル ギ
ー

の 流れ に つ いて の 最 も

簡単な仮定は 、各ス ケール で エ ネル ギ ー

の 流 れ方は全て同 じで あ る とい うもの で

ある 。 この仮 定 を解析 の 出発点 にす る 。

　こ の ス ケール間 （波数 間）エ ネル ギー輸

送 率が 波数に依 らな い とい う仮定 と、乱

流の ミ ク ロ ス ケールで の 相似 性 とか ら後

で 述べ る Kolmogolovの 1941 年の理論 が

導か れ る 。

　 こ こで は、非平衡で あ りなが ら定常な

認
鑑

O
ce
繼

図 2： エ ネルギー
カ ス ケ

ー
ド描 像

臨

撕 二）

＼
…

状態がある と い うこ とが大前提 にな っ て る。 つ ま りマ ク ロ ス ケール で の エ ネル ギ
ー

注入 と

ミ クロ ス ケールで の エ ネ ルギー散 逸が バ ラ ンス して い る非 平衡 定常 状態があ る と仮定 して

い る 。

　乱流の エ ネル ギーカス ケー ド描像 とい うの は、概 念 的 には大 きな渦 が小 さ な渦 に 壊れ る

とい うプ ロ セス が 自己相似的 に繰 り返 されて い る もの と考 え られて い る （図 2）。
つ ま り、ど

の ス ケール を拡 大 して 見て も、元 と同 じよ うな運 動が見 られ る と い う こ とを仮定 して い て 、

こ の こ とをカス ケー ドプ ロ セ ス の 自己相 似性 と言 う。

2．2 ．2　普遍性

　こ こで 普遍性 と相似性 とい う言葉 につ い て 説明 してお く。

　普遍性の 例の
一

つ と して 上げられ る もの に、相転移で の 臨界現象が ある 。 相 転移 の臨界点

近傍で は 、比熱や帯磁 率や 液体の場合だ と圧縮率 な どの 発散 して しま う量があ る の だが、そ

うい う臨界点で の 異常性を表す指標に α
， β， 7 ，

．．．とい う 6 つ の 臨界指数 がある 。 例 えば比熱

σ の 場合だと、T を 温度、　 Tc を臨界温度と して 0 〔刈丁 一T
．1
− a の よ うにな る。こ れ らの 臨

界指数が、異な る シ ス テ ムで も同 じ値を取る とい うこ とを臨界現象 の普遍性 と呼ぶ 。 しか し

こ こ で 注意 しな くて はな らな い の は、臨界現象を 示す どの 系で も同じ臨界指数を持つ わ けで

はな くて 、臨界現象はい くつ かの クラス に 分ける ことがで き、同じクラス に属す るシス テム

で は同 じ臨界指数 を取 る。

　この クラス の こ とを 「普遍性 ク ラス （Universality　Class）」 と言 う。 この よ うに現象を普遍

性ク ラ ス に分ける こ とがで きる とい うの は非 常 に重要な考 え方で あ る 。

　臨界現象の 普遍性 クラス は、空間次元や秩序変数の 成分数、相互 作用 の タイプな どによ っ

て分かれて い る 。 例え ば、中性の気体一液体転移と、常磁性一強磁性転移の イ ジ ン グモ デル は

同 じ普 遍性 ク ラス に属 して い る。つ ま り同 じ臨界指数を 持つ 。
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　乱流に 話を戻す と、乱 流の エ ネルギー
ス ペ ク トルは Kolmogolovス ペ ク トル E （k）〔x 　k−5！3

を取 る と考 え られて い るが （正確には少 しずれ る）、 この エ ネルギー
ス ペ ク トルの 波数依存性

は乱流 が どの よ うな メカニ ズ ム で 生成され たか とい うこ とに依 らな い 。

　乱流が どの よ うに生成 された か と い うの はマ クロ ス ケール の情報な ので 、エ ネルギー
ス ペ

ク トルが こ れ らに依 ら ない と い うこ とは 、小 さな ス ケ ー
ル で は マ ク ロ ス ケ

ー
ル で の エ ネル

ギ
ー
注入や境界条件が どんな もの で あれ 同 じ状 態 （普遍的状態）に達 して い る こ とを示唆 し

て い る。こ の こ とを指 して 乱流の 普遍性 とい う言葉を 使う 。

2．2．3　相似性

　相似性 も例を上 げて 説明 して お く 。

　まず力学的相似性だが 、例 え ばニ ュ
ー

トンの 運 動方 程式 で 二 体 ポテ ン シ ャル が羃的な場

合 、つ ま り

　　　　　　　　　　　　　　　　 σ 只ご lri− rjlk 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（26）
とな っ て い る場合 、周期運動 だ と運動方程式の 次元解析か ら

　　　　　　　　　　　　　 T2Lk
−2 ＝ const ．　，　　E ＝ Lk　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（27）

とい う関係 が運 動 の 周期 T 、ス ケール L、 エ ネル ギー E の 間 に 成 り立つ 。 こ の よ うな相似

性の こ と を 力学的相似性 と言 う
5
。

　臨界現象で の 相似性につ い て 上向 きと下向 きの 二 つ の状態 を と るス ピン 系を 例に と っ て 説

明す る。常磁性状態 （高温）の ときは上 向き と下 向き の ス ピン は同程度 に混ざ っ て お り、強

磁 性状態 （低温）の と きは上 向きと下 向きの どち らか の 状態 が多 くな っ て ス ピ ンが揃 っ た状

態 になっ て い る 。 臨界点で は、上向きと下向き の 混ざ り具合は同 じく らい にな っ て い るの だ

が 、系の どの 部分を拡大 して も混 ざ り方 の パ ター
ンが全体 と同じよ うなもの に な る 。 つ ま り

ス ピン の 配置が 自己相似的に な っ て お り、 こ の こ とを臨界現象の 相似性 と言 う。

　で は 流体力学の 相似性だが、Euler方程 式

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂u　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 l

　　　　　　　　　　　　　　∂t
＋ （u ’▽ ）tt　 ＝

−

」
▽ P

　 　 　 　 （28）

は 次の よ うな ス ケ
ー

ル 変換 に対 して 不変 で ある 。

rt ＝λr
，
　 u

，
’・・ λ

一
 

， ，　 t’
　 ＝ λ

1＋ Zt

（29）

λ の 値は任意に 取 っ て よい 。こ こ で 重要な量 として z が 出て く るが 、 こ れ もどんな値 で もよ

い。後に 述 べ る K4 ／で は z ＝1と決 める こ とに対応 して い る 。

　相似性 とい うの は以上 の よ うな もの を考えて い る の だが 、 以後相似性がある ような ゆ らぎ

をどの よ うに定式化すれ ばよ い か、とい う こ とが問題に なっ て くる 。相似性がある と い うこ

とは、相関が非常に強い と い うこ とで ある 。 実際に 乱流 は非常 に強 い 相 関を持 っ 系で あ り、

臨界現象の 場合は臨界点に お い て 相関長 （例え ばあ る ス ピンが上 を向い て い る とい う情報が

伝わる距離）は無限大に な っ て い る。

　乱流 の 場 合は 、エ ネルギー
ス ペ ク トル が羃則を持つ と い うこ と 自体が相関が非常に強 い と

い うこ とを意 味 して い る。

　 5詳し く は Landau の 教科書 1 巻参照．
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2．2．4　 乱流 における間欠性の 問題

　こ こ か らは 3次元 の
一

様等方乱流
6
を 考える 。 基礎方程式は非圧縮 Navier−Stokes方程式で

あ る ：

∂u　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

石
＋ （u ’▽ ）u ＝ −

」
▽ P ＋ lv△ u ＋ f，

　 　 　 　 ▽ ・u ； O． （30）

こ こで 、u
，
　P

， ∫は それぞれ 時刻 t，位置 x で の 速度、圧 力、外力を表 し、ρ，
　y はそれぞれ 流

体の 密度、動粘性率を表す もの とする 。 こ の 方程式は 、 特徴的長さ L と特徴的速さ U を使っ

て 無次元化す る こ とで 、パ ラメ
ー

タは粘性項 の 係数と して 出て くる レイ ノル ズ数 Re だけ に

す る こ とが で きる 。
　 　 〔ノゐ
Rc 幕

一
　 　 　 レ

（31）

こ の レイ ノル ズ数 Re は 移流項 と粘性項の 大きさ の 比 に な っ て い る。一般 に乱流 は Re が大

きい所で 見 られ る現象で 、 こ こで は Re 》 1 と い う十分に 発達 した乱流を考え る。

　エ ネルギー注入 ス ケール を先程と 同 じよ うに L と お く 。 こ の ス ケールで の エ ネル ギーを

U2 とす る と、空 間ス ケ
ー

ル L で の 時間ス ケ
ー

ル は L ／U となり、次元解析か らエ ネル ギー輸

送 率 は び
3
／L く らい と見積 る こ とが で き る。

　こ の エ ネル ギーが 熱に変わ るス ケ
ー

ル （エ ネル ギ
ー

散逸ス ケ
ー

ル ）を η とす る 。これ は

Kolmogolov長 さス ケール と言われて い る もの で 、平均 エ ネルギ
ー

散逸率 e と粘性 u と を使っ

て 次元 解析す る こ と で 得 られ る も の で ある 。エ ネ ル ギー
散逸率は 考 え て い る領 域 Ω の 体積

を V と して 、

　　　　　　　　　・凱 輙 鱒 鵬 ・ 舞）
2

　 （32）

に よ っ て 定義され、これ と v か ら速度、長さ、

時間 の次元 を作る と

・
一（1）  一 （嘱 一（詈）

s

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（33）
となる。これ らはそれぞれ Kolmogolov長 さ、

速度、時間と呼ばれ る。この ス ケールで の レ

イ ノル ズ数を計算す る と、

　 　 　 u
ηηRe

η
＝　 　 　 　 　 ＝ 1

　 　 　 レ
（34）

で あ り、Navier−Stoks方 程式の 粘性項 と非線

型項 （慣性項）がちょ うど釣合っ て い る ス ケー

ル で ある こ とがわかる 。この ス ケールよ りも

小 さな所で は粘性が卓越する こ とか ら運動工

へ
ざ
国
bO2

6
統 計的 に

一
様 等 方 か つ 定常 な 乱 流

S1・pe一号

丶
1 II III

2π 彑

τ η

Energyln 」。c！ion
lo9沈

Energy　D1∬ lpanon

図 3： 乱流運動の ス ケー
ル 。 乱流の 運動は大き く

3 つ の 領域 に分ける こ とがで き、1をエ ネル ギー

保持領域、IIを慣性領域、　 IIIをエ ネル ギー散逸

領域 と言う。
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ネル ギー
の 大部分が熱に変わっ て しま うの で 、η，”

η
，窃 は乱流に おける最 も小 さな ス ケール

と考 える こ とがで きる 。

　こ の よ うに 、 乱流場 におけ る特徴的長さス ケー
ル に は ηと L の 二 つ が ある。乱流 の運 動

を考えた とき、ス ケール L の 領域 を 、 全体の 殆ん どの エ ネルギーを担 っ て い る こ とか らエ

ネルギ
ー

保持領域 と呼び、ス ケー
ル ηの領域 を、エ ネルギーが 散逸す る ス ケールで ある こ と

か らエ ネル ギー
散逸領域と呼ぶ 。 Re 》 1であれ ばこの 二 つ の ス ケー

ル はかな りよ く分離 し

て い る と考え られ る の で 、こ の 二 つ の ス ケールの 間で L 》 r 》 ηとな る領域 が あるが 、 こ

の 領域で は粘性の 効果 が 小さ く、乱 流 は慣 性項 （移流項）だ けで 駆 動さ れて い る と考 え られ

る の で 慣性領域 と呼ぶ （図 3）．

　単位質量あた りの エ ネル ギー
〈團

2
＞の フ

ーリエ 変換をエ ネル ギ
ー

ス ペ ク トル E   と呼ぶ ；

　　　　　　　昨 み1。沸歯〃戯・  （x ）・ ・Cm＋ ・）＞dr・　 （35）

こ の E （k）の 波 数依存性 に つ い て は 、 先程 も述べ たよ うに、Re が非常に大きい と ある ス ケ
ー

ル よ り小 さい ところ で E （k）の 形は 乱流の 生成メ カニ ズム に依 らず に、あ る羃分布 にな る と

考 え られて い る。

　こ こで 1941 年に Kolmogolov が 提出 した 3次元 Navier−Stokes乱 流に つ い て の 理 論 （K41 ）
を簡 単 に説 明 して お く。K41 は次 の 3 つ の 仮説 に 基づ い て い る。

局所等方性仮説 十分 Re が大 きければ 、 小 さな ス ケール にお い て 場は統計的に
一

様か つ 等

　　 方で ある
7
。

第一相似性仮説 局所
一

様等方領域 にお い て 、 速度場の N 点連結分布関数
8
は エ ネ ルギー散

　　 逸率 E と粘性 y に しか依 らな い 。

第二 相似性仮説 局所 一
様等方領域で ηよ りも十分大きい ス ケ

ー
ル （慣性領域）にお い て は、

　　 速度場の N 点連結分布関数はエ ネルギ
ー

散逸 率 E に しか依 らな い。

　こ れ らの 仮説の 帰結 と して 、 慣性領 域 にお け る速 度場の p 次構造関数 〈1δu （r ）IP＞（δu ＝

Is（M ＋ r ）− u （x ））とエ ネ ル ギー
ス ペ ク トル E （k

・
）は次 の よ うにな る こ とが導か れる ：

　　　　　　　　　　　　　　〈1・u （r）lp＞醗 Cp一詈， 　 　 　 　 （36）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 5

　　　　　　　　　　　　　　　　五1（k）o（ k
−
i ・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（37）

こ れが有名な Kolmogolovの k
−5〆3 ス ペ ク トル で あ る。

　K41 で は、エ ネ ル ギ
ー

散逸率は
一

様 に eで ある と して 考えて い る が、ラン ダウが指摘 した

よ うに小 さなス ケー
ル で はエ ネル ギー散逸率は本来揺 ら い で い る量な ので 、 本当は こ の ゆ ら

ぎを考慮 しな くて はい けな いはずで ある。エ ネル ギー
散逸率の ゆ らぎ を取 り込 む と、式 （37）

の 指数は K41 か らはずれ る と予想 され る。

　そ こで 、エ ネル ギ
ー

散逸 率 ∈ の ゆ らぎを どの よ うに 理論に取 り込む か と い うこ とが問題 に

な る
9

。 実際に実験や シ ミ ュ レー
シ ョ ンで ∈ の ゆら ぎを 調 べ る と 、 間欠的 に極 めて 大き な値

を示 す様子が見 られる。こ の間 欠性は乱流の 特徴の 一つ で あ り、c の ゆ らぎの 問題は間欠性

の 問題 と呼 ばれ る。

　
7
この領域の こ と を 局所一

様等方領域 と呼ぶ。

　
8N

個 の 点 を 考 え た と き に、そ れ ぞ れ の 位置 Xn で 時刻 tn に 速度が Un で あ る確率分布関数。
　

9
実は、統計物理 の 人が乱流 に興味を持っ た の は こ の こ と と関係 して い る。ウ ィ ル ソ ン の 繰 り込み 群 の 理論
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ζ

4

0 　　　　2　　 4　　 6　　 8　　 10　　12　　14　　L6　　18

図 4： 実験で測定 された 驫．実線は Log−Norma1
理論、破線は βモ デル、一点鎖線は K41 によ る

予想。（文献 ［8］よ り転載）

　

Σ＿
Vh

｝

長
『

  　

　

　

κ
1η

図 5： 実験 によ っ て 測定 され た速 度場 の エ ネ ル

ギース ペ ク トル 。 中間領域の 羃分布 と なっ て い

る部分の 傾きは ほ ぼ 一5／3 で あ る。（文献 ［9］よ り

転載）

　こ こで 実験で 測定され た E （k）と ζp を見て みる と 、E （L）に 関 して は ほ ぼ K41 の 予 測通 り

と な っ て い るが 、 くp
に 関 して は特 に p が 大きい と ころで K41 か ら大 きくずれて い る （図 4、

図 5）。 この ずれ を エ ネル ギ
ー

散逸率の ゆ らぎを取 り込 む こ とで 説明 しよ うとする の だが、以

下に 述べ るよ うに取 り込 み方に は二 つ の典型的な方法が ある 。

2．2．5　間欠性 の古典論 1（Log −normal 理論）

　そ の うちの
一

つ が、Kolmogolov と Obukhovに よ っ て 独 立に作 られた log−normal 理論 で

ある 。 こ の 理論 は Kolmogolovが 1962年に提 出 した こ とか ら K62 とも呼 ばれ る 。　log−normal

理 論 で は、まず局所的 なエ ネル ギー散 逸率 を粗視化 した もの を次 の よ うに定義す る：

Cr （・・）一
、。  ♂岡 … （38）

K41 で は ε ； ζ ； 〈E（x ，t）〉と考えて い るの で、

　　　　　　　　　　　　　　　　　〈1δu （州
P
＞Ct 〈（Er ）

P〆3
＞　　　　　　　　　　　　 （39）

は 30 年くらい 前 に 出たが、こ の ウ ィ ル ソ ン の 理論とい うの は臨界現象 の ラ ン ダ ウ理論 （平均場理論）か らの ず

れ を繰 り込み群 の 形で 取り込 ん で い く とい う形 をして い る。統計物理 の 人 は E （k）　＝ s　k
− 5β が 平均場理論 に対

応 す る もの で あ る と推 測 して 、K41 か ら の ず れ は 繰 り込み 群 を 使 っ て 計 算で き る だ ろ う と考 え た の で あ る。し

かし こ の ア プ ロ
ー

チは こ れまで い ろ んな人 に よ っ て 試 み られ て い る が、今の と こ ろ ま だ成功して い な い よ う に

思 わ れ る。
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 一 回 ’〆3
　 　 　 　 　 　 　 （40）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ■

とな るの に対 して 、E の ゆ らぎを粗視化エ ネル ギ
ー

散逸率 とい う形で 取 り込む と次の よ うに

変形 さ れる ：

　　　　　　　　　　　　　　〈1δψ ）lp＞・・ 〈c。（x ）
ρ／3

＞rpf3 ．　 　 　 　 　 　 （41）

こ こ で 出て きた 〈∈。＠）
P〆3

＞の 扱い が問題とな るが 、K62 で は E
。 （x ）の 分布が log−normal 分布

で ある とい う仮定をする 。

　何故 log−normal 分 布を仮定 す るの か につ い て は次 の よ うに説明 され る。

　 まず、空間 ス ケール の

　　　　　　　　　　　　　　　　　 ln； L ξ
一n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（42）

とい う分割を考え る （普通 は ξ＝ 2 ととる）。大 きなス ケー
ル を 1／ξに繰 り返し分割す るわ け

で ある。スケ ール lnに対応する 粗視化エ ネル ギー
散逸率を qn と し て 、 隣合 うス ケールの Etn

の 比 を

　　　　　　　　　　　　　　　　　 x。
一塾 　 　 　 　 　 　 　 （43）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Eln

とお く。 こ の Xn はゆ らい で い る量だが、　 x 。
の 分布は n に依存せ ずに決 まると仮定す る 。こ

れ はカ ス ケー ドプロ セス が 自己相似的かつ 定常で あ る こ とによ る。も し n に依 らずに 常に

Xn ＝ 1で ある とする と 、ε は定数 とな り、　 K41 が再現される 。

　 こ こで Co　
・＝ 　E で あ るこ とを考 える と、

　　　　　　　　　　　　　　　卑 一 X ，Xl … Xn− 1 　 　 　 　 　 （44）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 E

と書くこ とが で きる の で 、

　　　　　　　　　　　　　　 Eln ＝ exp （log∈tn）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（45）

　　　　　　　　　　　　　　　　一 啣 （
n − 1

Σ 1・gx 、

j＝・o ）　 　 （46）

と変形で きる 。Xn が n に依 らな い分布に従 うこ とか ら Σ冐 1  gx ゴ
は同じ分布 に従 うラン ダ

ム変数の 和 に な るの で 、 n が十分大 きけれ ば （十 分 に小 さい ス ケ ー
ル で は ）中心極限定理 か

らΣ弥6109Xゴ
は正 規分布 に従 う。 よ っ て Eln の 分布 （十分小 さなス ケール で の ∈r （x ）の 分布）

は log−normal に な る と い うわ けで ある 。

　K62 で は中心極限定理 を使 っ て い るの で 、平均か らの 小 さなゆ らぎに対 して しか正 し くな

い。これ を後で 述 べ るよ うに大偏差統 計を用 い る こ とで大きなゆ らぎに対 して も正 しい 形 を

与 える よ うに 拡張する こ とがで きる。K62 はア プ ロ
ー

チ 自体は良い の だが、当陦 はまだ大偏

差統計が よ く知 られて い な か っ た 10の で 中心極限定理 を 使っ て い る の で あ る。

　以上よ り、 K62 で ∈
，

の 分布は μ を普遍定数と して

　　　　　　　　　　　P （・・）一

毒 啣 （
（lo9 ∈r

− m ．r

　　　　2σ夛

）
2

）　 　 （47）

　　　　　　　　　　　　rttT − 1・gE − 1・〜　 　 　 　 　 （48）

　　　　　　　　　　　　・ヌー 舟 μ 1・9（
L

）　 　 　 　 （49）

　
lo
大偏差統計が良 く知 られる よ う に な っ た の は 1970 年代以降
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と書 くこ とがで き る。従 っ て 、

〈・・

”

〉　一　f，
°’

　… P （・
・ ）dEr

　　一
脚 ＠＋ 撃）

　　頑 委）
”P（”

− 1〕12

とな る。〈E ，

P＞（xr
τ（P｝と書 く と

　　　　　　　　　　　　　　　　・（P）一 号・（1 − P）

で あ る。 これ らを用い る と速度場の p 次構造関数は、

〈1δu （r ）1” 〉〔x 〈ξ， ＠）
P〆3

＞rpf3

　　　　 〔x 訓 3rP ／3＋丁 （P13 ）

（50）

（51）

（52）

（53）

（54）

（55）

とな る の で 、 K62 で の くp は

　

　

P

　

　

　一

紛
σ

（
　
P

T

μ一
2

十

　
十

P一
3P
一
3

　
＝

　
＝

ら （56）

（57）

と求 ま る。

2．2．6　間欠性の 古典論 2（ユ ニ フ ラクタル 理論）

　もう
一

つ の アプロ
ー

チ は、1964 年に Novikov
，
Stewart、1978年に Frish

，
Sulem ，

Nelkinが β

モ デル と して 提唱 した もの で 、今で は ユ ニ フ ラ クタル理論 と言われて い る もの で ある 。

　今 まで と同 じよ うに ス ケ
ー

ル L で エ ネル ギ
ーが注入 され て お り、 この ス ケールで は全領

域が ア クテ ィ ブで あ るとする。こ れがだ んだん小 さな渦に分裂 して い くとい う過程 を考える

わ けだが 、 そ の 時 に アクテ ィ ブな領域の 体積が変わ らな い とい う状態 が間欠性が ない状態で

ある と考 える こ と にす る （図 2）。

　ユ ニ フ ラクタ ル 理 論で は 、大き な 渦が 小

さな渦に分裂 す る ときに ア クテ ィ ブで な い

領 域が で き る と考 え る。分裂が進むほ ど （カ

スケー ドが進むほ ど）ア クテ ィ ブで ない 領域

が増 えて い き、ア クテ ィ ブな の は一部 だけに

なる 。 これが間欠性の起源で ある とす る の で

あ る （図 6）．

　 こ の 描像で 、一
回 の分裂で βの割合だ けが

アクテ ィ ブな領域 として残っ たとする 。 例え

ば
一

個の 渦が半分の 大きさに分裂 した とする

と、間欠性 がな い 場 合 8 ＝ 23個 渦 がで きて

元の渦 と同じだけの 領域を埋め尽すが、間欠

・◎◎◎）み

○

Ge

σ

G

G 　G 騷

o 　　Cboo

“

＼
…

図 6： ユ ニ フ ラ クタル モ デル （βモデル）
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性が ある場合は 2D 個で き る と考え る。一
般に D は 非整数で ある 。 こ の 2D の 渦は元の 渦の

β 一 2D ／23 の 領域 をアクテ ィブな領域 として 残す 。　T）．回分裂後の ス ケール を lnとする と 、 今

の 場合は n に依 らず に

　　　　　　　　　　　　　・十 1鮮十 プ 　 　 （58）

なの で、

　　　　　　　　　　　　　　　　r・n 一ω
”

　 　 　 （59）

とな る。ス ケ ー
ル L の 渦 が n 回の 分裂 した後で ア クテ ィ ブな領域 が 占め る体積 を Ω

，L とす

る と、

　　　　　　　　　　　　　　　　　Ωn
； L3β

n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（60）

で ある。慣性領域にお い て 各ス ケールで の エ ネル ギー
輸送率はエ ネル ギ

ー
注入 とつ りあ っ て

い る こ とか ら、

　　　　　　　　　　　　　　　　　 d｝
3 ＝ E。 St。

が成 り立っ の で 、 ス ケール ln＝ 2
一nL

で の エ ネル ギ
ー

輸送率の モ
ー

メ ン トは

儲 《寄）
P

饗一 紳 一 ・（釜ゾ
P ｝（1“”）

と求まる 。従 っ て 、ユ ニ フ ラクタル 理 論で の T （1））と く（p）は、

7 （P） ＝　μ（1
− P）

く（P）　； 　μ（1
−
P）十 P／3

とな る 。こ こで μ
一 3 − D を間欠性指数 とい う。

（61）

（62）

（63）

（64）

　実験 か ら μ を求め る と 、 μ
＝ O．2 くらい で 、D ＝ 2．8 とな る 。 つ ま り渦が

一
回分裂す ると

22・8 個 の 小 さな渦が生 まれ る こ とにな る。

2．2．7　大偏差統計によ る間 欠性解析

　iog−normal 理 論で は τ （p）は p の 二 次関数で あ り 、
ユ ニ フラクタル理論で は一次関数で あ っ

た 。

一
体 こ の どち らが 正 しい の か、ある い はどち らも間違っ て い るの か とい う疑問が起 こる

が 、 こ の 二 つ は以下述 べ る よ うに大偏差統計を介 して 繋 っ て お り、どちらも近似 として は正

し い と考え られ る。

　大偏差統 計を用 い た間欠性の解析は 、 log−normal 理 論 と同様 な方針で行 う。まず 、式 （42）
の よ うにス ケール を分割 し、各ス ケール で の エ ネルギー

輸送率の 比を式 （43）と定義し 、 n 回

分裂後の エ ネル ギー
輸送率を式 （46）と書 きか える 。 こ こで 、 K62 と 同じよ うに、カス ケー

ドプ ロ セ ス の相似性か ら Xn の 分布 は n に依 らな い とする 。 便宜上 、　 Xn ＝ exp （Zn ）として

甑
一 蜘 喝 編 ・ ∴掛 （65）
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と書 く こ とにす る 。この とき、

　　　　　　　（El．

・
〉・一 　EL ・

〈・
・… t

＞　・　・L
・e
− T （g）Tt

− 〈・，

・
〉− c・9 （ゲ 　 （66）

で ある。

　log−norma1 理論で は こ こで 中心極限定理を 用 い たが 、こ こで は 大偏差統計を用 い る。 つ

ま り、in は ラン ダム 変数の 和で ある こ とか ら、2n の 漸近分布 Qn（z）は 次に よ うに書ける と

する ：

　　　　　　　　Qn（2）re　V玩 exp （一s（z ）n ），　　　（θ（z ）≧ 0
，
　S”

（z ）＞ 0）．　　　　　　　　　　（67）

こ れ を用 い て 〈E？n ＞を評価 す る と、

〈・ln
・
〉一 … 1・

9MQn
（Z）d・　・・　f・xp ［（9・

一・（・））n］d・・・…

一
γ（・）”

　　　　　　　　　　　　　　　7 （q）＝ rrlin［S（z）
− 92］

とな る 。 また 、E の 分布は 、

　　　　　　　　　　　　　P・ （・）・・U

纛渉） 
瑚

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 109（E／ζ）
　　　　　　　　　　　　　　　　2。 （の一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 lo9（Lfr）

の よ うに 書く こ とがで きる 。 これ が大偏差統計 を用 い た間 欠性解析の枠組で ある 。

（68）

（69）

（70）

（71）

2．2．8　 マ ルチ フ ラクタル 理論

　間欠性を マ ル チ フ ラクタル を用 いて 解析する 理論が 1986 年 に Parisi
，
Flrrischに よ っ て 提案

さ れて い る
11

。 こ の 理論 で は、空間 を半 径 r の 領 域 に分 け、ゴ番 目の 領域で の エ ネルギ
ー

散

逸率 悔 が

　　　　　　　　　　　　　　　　　 εr ぎ
o（ ra 」

−1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（72）

とス ケー
ル す る と考える 。 特異性指数 α を もつ 部分領域の フ ラクタル 次元 （特異性ス ペ ク ト

ル）を f（α ）とす る。特異性指数 α を持っ 領域の 割合は プ
∫（α ）

／r
−3 ＝ r3

−
∫回 な の で 、〈E，

q
＞は

次の よ うに書 ける ：

　　　　　　　　　　　　　　〈f・

・
〉− 1・

（t「− 1｝・r
” f｛al ・d・・　 　 　 （73）

〈ε
，

q＞oc・r
τ 〔P ）よ り 丁 （p）を求め るに は、上式で 鞍点法を用 い て

　　　　　　　　　　　　　・ （1））＝ ・

　・・t／・ ［（卜 1）q ＋ 3 − f（α ）］　 　 　 　 　 （74）

とな り、 ！（α）が決まれ ば く（p）＝ p／3＋ T （p／3）によ り （（p）が求まる。こ れがマ ルチ フ ラクタ

ル に よる間欠性解析の 枠組で ある。
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Kolmogorov ’41

PrGbabili【y　theory
　　　　　　　K62
（Centr．　hmit　theorem ）

Fractahheory
　　　βModel

（Uni−fractal）

　　Extension　Qf 　K62
（Large　Devlat．　theory）
　　　　　　　S（z）

Multifracta】theory

　　　　　　f（α）

　　Unificd

S（z ）＝ 3−f（1−z ）

図 7： 間 欠性 理論 問 の 関係

　 　 o．25
　 　 0．2e
　 　 O．15
　 　 0．10
ぜ
　 　 O．05
　 　 0．OO
　 −O．05
　

−O．10

　 　 025

　 　 Q．20
　 　 0．15
　 　 0．10
ぐ
　 　 O．05
　 　 0．QO
　 −0．05
　 −O．10

（a ）

（b）

　 　 o．25

　　：：1：
に 1：1：
　 ．91：：
　

−0、10
　 　 　 Q

（c）

一 峠
5 1q　　　　　 l5 　　　　　29 　　　　　25

　 t

図 8： GOY シ ェ ル モ デル に おけ る n ＝12
，
13

，
14

の シ ェ ル で の エ ネルギー輸送率 の 時間変化 。（文

献 ［10］よ り転 載）

2．2．9 　 まとめ

　K62 や大偏差統計が 〈E ，

P
＞を扱うの に用 い た手 はカス ケー ドプロ セス の 自己相似性であ っ

た。そ れ に対 して マ ル チ フ ラクタル 理 論で は先験的に Er の マ ル チ フ ラクタル 性 を仮定 し て

お り、

一
つ 論理の 飛躍が入 っ て い る e

　しか し、S（z ）と f（α ）の 間 に は

θ（2）＝ 3 −
／（1

−
z ）． （75）

とい う関係が あ り、 この 飛 躍 を大偏差統 計が繋 い で い る （図 7）。

　従 っ て 、結局 Log−norma1 理論 とユ ニ フ ラ クタル理論とで どち らが正 しい の か とい うと、関

数形だ けを見 る と違 うけれ ども考え方 と して は どち ら も正 しい と い うこ と に なる ので ある 。

　大偏差統計の話 に戻 る と 、 乱流特性を 決め るの は S（z）で あるが 、 この S（z）が原理 的に ど

う決まるか は全 くわ か っ て い な い
12

。 従 っ て 今の と こ ろ S（z ）の 形は実験やシ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン

か ら決めな くて はな らな い 、

　
11
厳密 に は Parisi，Frischが提案 したの は 速度差の 間欠性 の マ ルチ フ ラ クタル解析。エ ネルギ

ー
散逸率 の 間欠

性．に適用 した の は Sreenlvasan。

　
12

普通 の 大偏差統計の 場合だ と、基礎方程式 の 時間発 展 を
一

般化 した
一．一

般 化時 間発展 演算子 の 最大固有値で

決まる。
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図 9： GOY シ ェ ル モ デル の シ ミ ュ レ
＿

シ ョ ン に　図 10： ジ ェ ッ トフ ロ　の 実験か ら求めた S（z ）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（文献 ［12］よ り転載）
よ っ て求めた S（z ）。（文献 ［10］よ り転載）

　まず GOY シ ェ ルモ デルで の シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン結果 を示す
1：1 。シ ェ ル モ デル は、3 次元の

波数空間 をシ ェ ル に分 けて （式 （42）の よ うに ス ケール分割 された一
つ の ス ケール をシ ェ ル と

呼ぶ）それ らの シ ェ ル毎 にあ る
一

つ の 波数を選び 、そ の 波数で シ ェ ル を代表させ て 作 っ たモ

デル で ある。図 8 は n ＝ 12
，
13

，
14 の シ ェ ルで の エ ネルギー輸送 率の 時 間変化で あ る。時 々

バ
ー

ス トが起 こ っ て い るの が見 られ るが 、こ れ が今 問題 にな っ て い る 間欠性 で あ り、そ うい

うとこ ろで エ ネル ギ
ー

が
一

気に次の シ ェ ル に流 れて い る 。こ の エ ネル ギー− ng送率 c か ら計算

した S（z ）を 図 9 に示す 。 n ＝ 12
，
13

，
14の シ ェ ルで 計算 した S（z）はほぼ重 な っ て い る。

　次に実験か ら求めた θ（z ）を見てみ る。こ の 実験はジェ ッ トフ ロ
ーの 実験で、Taylorの flozen−

llypothesisを用 いて 計算され た もの で あ るが 、図 10の よ うに シ ェ ル モ デル の 場合 と同じ く

異な るス ケールで 計算 した S（z）は ほぼ重な っ て い る 。

　こ の よ うに、異な るス ケールで も同じ S（z）を与える こ とか ら、乱流を特徴づ ける
一

つ の

S（z）とい う曲線 の 存在 が示唆され る。

13G
（，Y シ ェ ル モ デ ル ：

（読＋ uk ・

2

）｝ 嬬 ・ 盃＋ 1・ ”・ ・ ＋ 幅 一1嬬一IU；・ 1 ＋ 応 ・U ：− IU：一・）・ ∫転 ・ （76）

こ こ で ．n ＝1，… ，N ， 隔 ＝2nkoで あ る。　 Un は複素変数、　 an
，
bn

，
〔h は モデル の パ ラ メータ、　 v

，
　f は そ れ ぞ

れ 動粘性率、外力を表す。詳 しくは文献 ［11］を参照。
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2．3．1　 オ ン オ フ 間欠性

こ こで は次の よ うなカオ ス的な挙動を示す力学系を考え る：

dX

万
＝F （x ・

t）・ （77）

　 こ の 力学系 をカ オス素子 と呼ぶ こ とに して、カ オス 素子 の 結合系を考 える 。 物理 的に は電

子 回路や 化学反応などに こ の よ うな系が見 られ る。こ こ で は話 を簡単にする ため に次の よ う

な 非常 に簡単 な結合 系を考 える ：

窪 F 剛 ・ 号（X ・
− X1 ），

学 一 ・ 剛 ・ 号（X ・
− X ・）・

D は二 つ の カオ ス 素子の 結合の 強さを表すパ ラ メ
ータで 、結合定数 と呼ぶ。

（78）

（79）

　もし D ＝0 な らば、Xl と X2 の 二 っ の Chaos 素子 は独立 に振動す る。独立 に振動 して い

る 状態か ら、D ＞ 0 と して 結合 を加 えて い く状況 を考 え る。

　式 を見れ ば明かなよ うに、こ の 系は X1
，
X2 に関 して 対称 なの で 、　Xl ＝ X2 とお くとカ ッ

プ リン グ項が 消えて 二 つ の カオ ス 素子 が シン クロ して振 動す る 。 こ の 状態の こ とをカオス 同

期状態 と呼ぶ こ とにする。

　 で は こ の カオス 同期が実 際に観 測 され るか ど うか とい うこ とを考 えてみる 。 観 測 され る と

い うこ と は、カ オス 同期状態の 運 動が安定で な けれ ばな らな い 。

　図 11の （c）1（d）は カオ ス 素子 の 結 合 系の 時 間発展 を模 式的に描 い た もの で あ る。横軸が

一番 目の カオス 素子 の 状態変数 、縦 軸が二 番 目の カオス 素子 の 状 態変数 を表す 。 45度線 は 、

Xl ＝ X2 なの で カオス 同期 状態 を表 して い る。45度 線 上に ある点 P を考 える と、こ の 点

か ら出発 して 時間発展 を計算 して も安定不安 定 にかかわ らず常 に同期状態 を保 つ e そ こで 、

同期状態 か ら少 しずれ た点 Q を考 えて 、状態 P
，Q の 差 の 時 間発 展 を見て み る。図 11（c）で

は、時間が進 む につ れ て 線分 PQ は 45 度線 に近 づ い て い る。 これ は時 間発展 と ともに同期

状態 に近づい て い る とい うこ とで 、同期状態は安定で ある こ とを示 して い る。
一

方図 11（d）
で は時間 が進む につ れ て 線 分 PQ は 45度線 か らどん どん離れて い く。 これ は同期状態 が不

安定で ある こ とを示 して い る 。

　線分 PQ の 長さは、図 11（c），（d）どち らの 場合も指数関数的に増大して い るが、これ はカ オ

ス の持つ 軌道不安定性 に よ る もの で ある 。 も し 、P
，
　Q と もに 45度線上 に取 っ て も、線 分 PQ

の 長さ は指数関数的に増大する 。 こ れ はカオス 結合系の 特徴で ある。

　カオ ス結合系に対 して 、 図 11（a），（b）は周期振動子 を結合させ た場合 （非カオス 結合系）で 、

図 11（a）は リミ ッ トサイ クル上 の 同期状態が安定、図 11〔b）は 不安定な場合で ある。カオス

結合系 と違 うと こ ろは、45度線 方向の ずれ （殖 はほ とん ど変わ らな い とい うこ とで 、これ

は軌道不安定性がな い とい うこ とに対応 して い る。

　 カオス 同期状態が安定で ある 為には、少な く とも線形安定で な けれ ばな らな い 。そ こで 、

まず線形安定性を調 べ て みる こ とにす る 。
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X1

X1

Xl

Xl

図 11： リミ ッ トサ イクル振 動子 結合 系 （a）（b）とカオス 素子結合系 （c）（d）での 時間発展 の 様

子 。tl ＜ t2＜ t3。（a），（c）は 同期状態 が安定 な場合 。（b），（d）は不 安定 な場合 。 点 線は 同期状

態を表す。

　カオ ス 同期解 を

　　　　　　　　　　　　　　Xl （り ＝ X2 （の… xo （の，

　　　　　　　　　　　　　　　　 文
o

（の ＝ F （xo （t））

とお き、それ に対 し次 の よ うに微少撹乱 汐 ｝（t）を加 える ：

　　　　　　　　　　　　X
，ω 一X °

（t）・＋ x
（’）
（‘） （」− L2 ）．

微少撹乱の時間発展 を

　　　　　　　　　　　　　　　　　血（2L ∂（t）皿
〔の

とする と 、 図 11 の tl1，ll の 時間発展 はそれ ぞれ

　　　　　　　　 毋 1μ）≡ T
（1）

（の枕 （2）
（オ） thll（亡）一 ∂（加 11（t）

　　　　　　　　・・⊥ （t）　・・　x （1）
（t）

− x  
¢ ）　 th． （の一 （0（t）− D ）・・⊥ （t）
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と書ける。カオ ス結 合系なの で 、撹乱の 時 間発展は

lmH（t）1 ：　e
λtlx

［1（0）l
lx⊥（t）l　re 　e

λ・ tlm
⊥（0）

（86）

（87）

の よ うに書 くこ とがで きる 。 こ こで 、λはカオス 素子 の最 大 Lyapun 。v 指数で 、素子自身の

特性による もので ある 。λ⊥ は横断 Lyapunov 指数で 、次の よ うに定義され る ：

λ⊥
＝ λ一1）． （88）

同期状態の 安定性に関係する の は λ⊥ だ が 、 λは素子 の 特 性によ っ て 決 ま っ て い る 量で あり、

結 合 させ て も変化 しな い 。 コ ン トロ
ー

ル で きる の は 結合定数 、D だけで ある。

　カ オス 系を考え て い る の で λ ＞ 0 で あ り、 結合定 数が臨界 結合定数 D ＝ D 。
≡ λとな る と

こ ろで λ⊥
＝ 0 とな る。D ＞ λ で あれ ば λ⊥ 〈 0 と な りカオス 素子の 状態はカ オス 同期状態

へ 漸近する 。 つ ま りカオス 同期状態は安定で ある 。 こ れ をカオ ス 的ホイヘ ン ス 現象 と呼ぶ 。

D 〈 λ の 時 はカオス 同期状態は 不安定で ある。

　λはカオス 素子 問の ずれ を拡大 しよ うとする効果 を持 ち、今考えて い る結合系の場合 D は

ずれ を な くそ う とす る効果 を持 っ て い るか ら、λと D の バ ラ ンス で カオ ス 同期状態の 安定

性 が決 ま っ て い る の で ある 。

　こ れ は例え ば Isillgス ピン系の 常磁性一強磁性転移 と形 の 上で 良 く似 て い る 。　Isingス ピン

系で はス ピン がお互い に揃お うとす る傾向 と、熱ゆ らぎに よ っ て 乱 され る効果 の どち らが勝

つ か、つ まり熱エ ネルギー と交換エ ネル ギ
ー

の どち らが勝つ か によ っ て 常磁性か 強磁性 かが

決まる。温度 が高 けれ ば乱雑化 しよ うとす る効果が勝 っ て ス ピ ン は揃わ ない が、逆に温 度が

低 い ときは乱雑化の 効果が相対的に小 さ くな っ て ス ピ ンが 揃い強磁 性を示す 。

　で は実際の カオス 結合 系の 例 を見て み る 。図 12 はカオス 写 像結合系
14 の シ ミ ュ レ

ー
シ ョ

ンで 、D の 値 を臨 界結合定数近傍で 変えた時の 様子で ある。　Xn ，　Yn は二 つ の カオス 素子 の 状

態変数で あ る。そ れぞれ を単独 に見て も分か りに く い の で 、 差 X 。

一玲 を見 る こ とにす る 。

　D ＞ D 。（図 12（b））の 場合 、過 渡状態 を経た後 にカ オ ス 同期状態 に な っ て い る。

　D 〈 D
、（図 12（a ））の 場合、一

時的 に シ ン ク ロ し て カオス 同期状 態 にな っ て い る よ うに見

え るが、 しばらくする とバー
ス トを起 こすとい う間欠的な挙動 を繰 り返 して い る。こ の 間 欠

性の こ と をオ ンオ フ 間欠性と呼ぶ 。

　 この よ うなオ ンオ フ 間欠性は、最近で は 磁性体 の ス ピ ン化不安定や液晶の 間欠的パ タ
ー

ン

形成な ど、凝縮系物理 の 実際の 系で も観測 され て い る 。

　D く D
、
の 場合、バ ース ト状態か らシ ン クロ 状態に 戻る の は何故か と い う疑問が起 こる が 、

これ は λ自身の ゆ らぎによ る もの で あ る。カ オス 同期 状態 は不安定で あ るた め ある時点で

二 つ の 素子の 状態 は離れて い くが、系が有限の 領域に 閉じこ め られ て運動して い る場合は必

ず近 くの 状態 に戻 っ て くる こ とがあ る。また
一

般的な系で は λは時間的に揺 らい で い る ため

に、λ⊥ は平均値 として は正 で あ っ て もあ る時間領域で 負にな りえ る 。 従 っ て 、 結合系が 同

　 14
次の よ うな ロ ジ ス テ ィ ッ ク写像 の 結合系：

　　 　 　　 　　 　　 　　 　　 Xn ＋ ］　＝　f（Xn ）＋ ξlf（Yn）一ノ（Xn ）］1

　　　　　　　　　　　　　 Yn＋ 1　＝　∫（Yn）一トーξ［∫（Xn ）
一

∫（Yn）1．

但 し、f（X ）＝3．8X （1 − X ），ξ＝（1 − e
− D

）／2で あ る。

（89）

（90）
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．
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図 12： 臨界結合定数近傍で の カ オ ス 写像結合

系 の 挙動。（a）は D ＝ Dc − 0．002 。（b）は D ＝

D
。 ＋ 0．003。（a）で は間欠的に バ ース トが起 こ っ

て い る。

図 13： オ ンオ フ間欠性の 自己相似性 。 （a ）の
…

部

を拡 大 した もの が （b）、（b）の 一部を拡大 し た も

の が （c）。
一部を拡大 して も全体 とほぼ同じよう

な 形が見 られる。（文 献 ［15］よ り転載）

期状態近傍に 来た ときに λ⊥ が負にな る と結合状態に 吸い込まれて 擬似的に カオ ス 同期状 態

に落 ち こ んだよ うに見 える （1⊥ ftS　O にな る）の で ある 。

　 しか し同期状態 よ りは微少にずれた状態 まで しか 行か ない の で 、平均的に は λ⊥ ＞ 0で あ

る こ とか ら時間が経て ば再 びバ ー
ス トを起 こす 。 こ の よ うに して オ ンオフ 間欠性は 起 こる の

で あ る 。

2．3．2　 オ ンオ フ 間欠性 の 統計特性

　この オ ンオ フ間欠性 は非常 に面 白い性 質 を持 っ て い て 、以下 の よ うな い くつ かの 特有な羃

則 を示す ：

P （t）f・t　1
− 1＋ η

，

　 　 　 　 　 1

1（w ）rv ω

一
7

，

　 　 　 　 　 3

Q（τ）rvT
−
i ．

（91）

（92）

（93）

　こ こで 、P （t）はバ ー
ス トサ イズ の 確 率分布関数 （PDF ）で 、η は η （x λ⊥ となるよ うな小さ

な 量で ある 。1（ω ）はバ ー
ス トの 絶対値の ス ペ ク トル強度で ある 。 これは非常 に不 思議な性
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図 14： 粗視化バース ト強度の モ
ー

メ ン ト。（文献 　図 15 ： 粗視化 バ ー
ス ト強度 の モ ーメ ン トの指数

［16］よ り転載）　　　　　　　　　　　　　　　 の 指数依存性。（文献 ［16］よ り転載）

質 をも っ て お り、 バ
ー

ス トそ の もの の ス ペ ク トル強度 はほ とん どホ ワイ トで あるが、バ ー
ス

トの 絶対 値の ス ペ ク トル 強度は ω
一eなる羃則 を示す。こ の 去と い う指数は理 論 的 に導 くこ

とがで きる 。

　Q（τ）は ラ ミナー
長 （カオ ス 同期状態 に ある 時間幅）分布の PDF で ある 。 バ

ー
ス トサ イズ

に閾値 c を設 けて 、E よ り小さ い 所 はラ ミナー
（同期状態）、大 きい 所はバー

ス トとする 。あ

るバ ー
ス トか ら隣の バ

ー
ス トまで の 長さ （丁）の 分布 を見 る と、そ の 分布がかな り広 い範 囲で

　 3

ブ i に従 っ て い る の が見 られ る。c の 値を変えて も 晝とい う指数は殆ん ど変わ らず 、 羃則 が

成立す る領域が少 し変わ る
15
。

　こ れ らの羃則を生 み出す原 因は、図 13 に見 られ る よ うな 自己相似性に ある 。 こ の よ うな

自己 相似 性が成立 して い る領域 （強相 関領域）では普通 の 大偏差統 計 的手法が使 えな い の で 、

統計的 に どの よ うに扱 うか とい うこ とが 問題にな る 。

2．3．3　強相 関領域で の 自己相似 性の 解析

今考え て い る カオ ス 結合系に は二 つ の 特徴的時 間ス ケー
ル が ある ；

7 ＝ F
− 1

，

・ 一 （￥）
一

  ・エ
・

（94）

（95）

P は局所横断 Lyapunov 指数の ゆ らぎ強度
16

で ある 。 丁 は ミク ロ な時間 スケール、　T はマ ク ロ

な時間ス ケール と見る こ とができ る。D → Dc とな る に つ れて T は い く らで も大 きくな る 。

　
15

こ の 羃則が発見されて オ ン オ フ 間欠性 は有名にな っ たが、この 羃則 は ブ ラ ウ ン 運動の 初期通知時間分布か

ら簡単 に 得 られ る も の で あ り、深 遠な 法 則 で は な い 。

　
16
時刻．t に お け る 局所横断 Lyapunov指 数 を λ⊥ （t）、長時間平 均 を ス⊥ と し て、λ⊥ （t）の ゆ ら ぎ を f（t）＝

λ⊥ （t）
一λ

⊥
と 書 く と す る 。 こ の とき、局所横断 Lyapunov 指数 の ゆらぎ強度は次 の ように 定義 さ れ る ：

・ ・ 　f，
° °

卿 ・）〉・・。 。
d・・ （96）
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図 16： シ ミ ュ レーシ ョ ンか ら求めた S（z ）。（文献

［16］よ り転載）

（

ご
吻

2

15

G5

・5
z

o t

図 17 ； オンオ フ 間欠性 を示す様々なモ デル の シ

ミ ュ レ
ー

シ ョ ン か ら求め た 5 （z）。（文献 ［16］よ り

転載）

　τ 《 t《 T の 領域にお いて 先に述べ た よ うな羃則が 成立する の だが、これ は 丁 を η、T を

L と見て や る と、乱流で の 慣性領域と ある意味で 似た よ うな もの見る こ とができ る 。

　粗視化す る時間幅を巨視的時間ス ケ
ー

ル で ある T よ りも十分大き く取れば 、T は相関時

間なの で 粗視化 した場所で の ゆ らぎは独立 に な る。従っ て 、粗視化時間幅が十分大き けれ ば

通常 の 大偏差 統計 を用 い て解析 す る こ とが で き る。

　と ころ が 、今考 えて い る よ うな T 《 t 《 T の領域で は相関が強 く残っ て お り （強相関領

域）、そ れぞれ の 時刻で の ゆらぎが独立で ある と見倣す こ と はで きな い
。 こ の 強相関領域で

の 統 計の扱 い は、強相関領域で の特徴で あ る相似性 を利用 して 行 う。

　まず次の ように 粗視化バ
ー

ス ト強度 A （t）を 定義す る 二

　　　　　　　　　　　　　　　　網 一1ズ♂・（・）己・・

li（s）は時刻 s で の バ ー
ス ト強度で ある ．　 A （t）の モ

ー
メ ン トを 次の よ う に書 く：

　　　　　　　　　　　　　　　〈（A （t））
・

〉・・　ATq （｛）
’1（q〕

（97）

（98）

こ の A （t）の モ
ー

メン トを調 べ たの が図 14で ある 。3桁 く らい の かな り広い 範囲に渡 っ て 羃

則 が成 立して い る こ とが わか る 。 こ こ か ら計算 した φ（q）が図 15で ある 。

　乱流で 式 〔42）とい う空間ス ケール分割を考えた の と同様に

tn ＝ Te
− n

，　　（
’n，＝ O

，
1

コ
2，…　　，丿〉）

とい う時問 ス ケ
ー

ル 分割 を考え、隣合うス ケールで の A の 比を次の よ うに定義す る ：

　　　　　　　　　　　　　　　　　 A （t。 ＋ 、）
　　　 　　　　　　 　　　　　　 　　　　　　 ≡ eZn．
　　　　　　　　　　　　　　　　　 A （t。 ）

但 し 〈f（t）f（0）＞time ≡ limT→。。　T
− 1
∬∫¢ ＋ s ）f（s ）ds とす る e

（99）

（100）
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オ ンオ フ間 欠性 の 自己相 似性を反 映して 、 この 比が 1 《 n 《 N の 領域にお い て n に よ らな

い 分布 に従う と仮定す る ことで 、 形の 上 で大偏差統 計に よる 乱流の 間欠性の 扱い と同様にな

る 。 こ の とき、A （t）の 分布 P （α ，
　t）は

P （・ ，・）・　 a
−i

（
Tt

）
− Slz’（a ）｝

，

z・（・）−
1

舞

（101）

（102）

と い う形 に な る 。

　シミ ュ レーシ ョ ン結果か ら直接計算 した S（z ）を図 16 に示す。t の 値 にかかわ らず図の 右
半分の 曲線 部は重な っ て お り、 こ の 系 を特徴 づ ける S （x）の存在が示唆 され る 。 こ の こ とか

ら、こ の 系に対 して 大偏差統計解析が妥当な もの とな っ て い る と考え られ る 。

　図 17にはオ ン オフ 間欠性を示す様々 なモ デル の シ ミ ュ レー
シ ョ ンか ら求めた 5（z）を描い

て い る。これ らの 曲線 は、異な る モ デル で 計算された に もか かわ らず比較的良 く
一

致 して い

る。こ の こ とは、オンオフ 間欠性の 強相関領域 には何 らかの 普遍性があり、強相関領域で は

系 によ らず に 同 じ S（z）で 特徴 づけ られ る こ とを示唆 して い る よ うに 思われ る 。

3　普遍性か ら超普遍性 へ

　結局 こ こまで の内容は、一
言で 言 うと 「大偏差統計を用い た強相関 ゆ らぎの 解析」 で あ る 。

　相関時 間 よ りも十分大きな時間幅で の 粗視量 に対 して は通常の 大偏差統計 を使 うこ と が

で き、ゆ らぎス ペ ク トル は
一
般化 時間発 展演算子 の 最大 固有値か ら求め る こ とがで きる 。 だ

が 相関時 間 よ りも短 い 時間幅で の 粗視量 に 対 して は普 通 に大偏差統計を使 うこ とはで きな

い 。しか しこ こ で はそ れ を逆手 に と っ て 、自己相似性 が ある こ と を利用 し 、 粗視量 の 指数の

ゆ らぎの 形 に持 っ て い くこ とで 、弱 相関 な場合 と同様 に大偏差統 計で の 解析を行 っ た わ けで

あ る。 この 手法は K62 に ヒ ン トを 得 た もの で あ り、そ うい うわけで この話の 出発点は K62

にあ っ た と言 っ て い いだ ろ う。

　この よ うな強相関領域に おける解析は 、乱流や オン オフ 間欠性だ けで な く、臨界現 象や価

格変動な どの 経済現象お よび心拍変動の 解析にも適用する こ とができ る 。 これ らの 系 にも系

の 詳細 に依 らない統計則が あ り、そ の 系 の 内部 で の 普遍性 に よ っ て い くつ か の 普遍性 クラス

に 分けられ て い る 。

　しか しこれ らの 異な る系 に対 して も、強相 関ゆ らぎ と い う立場か ら見 て 大偏差統計を適

用 する こ とで 、 ある S（g）とい う関数 を使 っ て 強相関 ゆ らぎ に 共通 す る類似 な統計構 造を見

出すこ とが で き る。これ は、それぞれ個 々 の 系の レベ ル で の 普遍 性とは違 っ て 、そ れ らをま

とめた もう
一

段上の 普遍性 （超普遍性 （superuniversality ））の 存在 を示 唆 して い る よ うに思わ

れ る。

　臨界現象 の普遍性 ク ラス の よ うに確立 した話で はな い けれ ど も、こ の 超普遍性を特徴づ け

る い くつ か の超普遍性 ク ラス があ り、そ れ らによ っ て 現象の
一

段上の 特徴づ けがで きるの で

はな いか ？とい うこ とを期待 して い る。
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