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1　 は じめ に

こ の 講義で は、格子上 の 量 子多体系に つ い て 議論する 。 世話人の 方か ら、な るべ く研究

の 最前線に近い 話題を、 と言 うリク エ ス トもあっ た の で 、実際私が最近まで 研究 して き

て 、ま た今 も考え続けて い る問題 に つ い て 紹介 しよ うと思 う。主題 は 、格子上で 定義 さ

れ た量子力学的な多粒子 の 系 の 定性的 な性質 と粒子数 （粒子密度）の 間の
、 非常に

一
般 的

な （と思われ る）関係 で あ る 。

　 な るべ く予備知識の い らな い 講義 を考えた が、や は りテー
マ の 性質か ら言 っ て 、受講

前に第二 量子化 に つ い て ある程度知識の ある こ とが望ま しい ［1］。 また 、 量 子力学の 抽象

的な状態空間や演算子 の 概念に慣れ て い る こ とも必要だ ろ う。 例えば 、 Hubbard モ デル

の Hamiltonianを見 て 、その 意味が わか る よ うな状態で あ っ て 欲 しい
。

一
方、　Hubbard

モ デル に つ い て の 摂動計算 な どの 計算手 法は と りあ えず知 らな くて も受講 に は差 し支 え

ない だ ろ う。

　 こ の 講義の
一

っ の 中心 は 、7節で議論す る Lieb−Schultz−Mattis（LSM ）の 方法で ある 。

これは 非常に強力 な議論だ が 、技術的 に は簡 単で あ り第 二量子化 さえ理解 し てい れば計

算も十分 フ ォ ロ
ー

で きるは ずであ る 。 受講後 にで も、是非 自分で 手を動 か して計算を フ ォ

ロ
ー

してみ て 欲 しい 。

　 それ以前の 数節は 、 LSM の 方法 に よ っ て 導かれ る結論の 物理 的意味を理 解す るた め

の 準備 とも言 える。 まず 2節で 大 ざっ ぱな問題 意識を述 べ る。次 に、3節 で 、量子 ス ピ

ン 系に おける磁化プ ラ ト
ー

と言 う興味深 い 現象に つ い て紹介す る 。 この 現象 にっ い て 、

4 節で は 量子 多体問題 の 観点 か らそ の 意義 を考え る 。 こ こ で 、系 の 定性 的な性質 と、粒

子数の 関係 に つ い て あ る 「予想」 を提出す る 。 こ の 講義の 目標 は 、 その 予想 に つ い て 証

明ま た は反証を行お うと言 うこ とで あ る 。 予め言 っ て お く と 、 そ の 目標 は現時点 で は不

完全に しか達成 されて い な い 。 私も現在考え続 けて い る問題だ が 、こ の 講義 を受講 した

皆さん の 中か ら何か 良い ア イデア が出て くれ ば素晴 らし い と思 う。

　 本題に入 る前に 、 5節で は 量子 多体系 と古典統計力 学系の 対応 に つ い て 紹介 し、 量子

多体系に お け る励 起ギ ャ ッ プにつ い て こ の 観点 か ら論 じて い る 。 た だ し 、 こ の 節の 内容
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は ま ともに扱 うとそ れ だけで
一
本の ま とま っ た講義 を要す る で あ ろ う。

こ こ で は結果だ

けをか な り荒 っ ぽ く紹介 して い る 。 こ こ で の 内容 は、現代の 理論物理学の
一

つ の ベ ー
ス

に な っ て い る考え方 なの で 、特 に理 論 をや りたい 人は この 講義 とは別に勉強 して頂 きた

い ［2，
3］。

一
方 、本講義で は特 に技術的 に 5節の 内容を用い て い るわ けで は ない の で

、 良

くわ か らない 場合は 「そ ん な話 もある」程度 に思 っ て おい て くれて それ以 下に支障は な

い はずで ある 。 次の 6節で は 、 Nambu −Goldstoneの 定理 につ い て 述 べ る。 これ も、講義

の 主題か らは外 れ て い るの で 、 証明に つ い て 詳 しく述 べ る こ とは しない し、フ ォ ロ ・一し

きれ な くて も以下に 問題 は ない
。 しか し 、 こ の 節の 内容 は 、 本講義の 主題 の 物理的な意

義 を理解す る上で助けに なるだ けで な く、 Nambu −Goldstoneの 定理 の 証 明 と次の LSM
の 議論 との類似がわか る よ うに した い

。 私 が個人的に こ の 問題 を 面白い と思 う理由の
一

っ は 、 物理 学にお け る様 々 な （
一

見か な り遠い ）概念が結び付 い て くると こ ろで あ る。 そ

ん な面 白さも感 じて もらえれ ば幸い で あ る 。

　 その 次に、 よ うや く本題 の LSM の 方法 に入 り、 1次元 の 場合に つ い て 上記 の 予想を

（部分的 に）証 明す る 。 この テ キ ス トは ここ で ほ とん ど終わ っ て い るが 、 実 際の 講義 で は

そ の 後時間の 許す限 り 、 高次元の ケー ス な ど 、 講義の 主題 に 沿 っ たい くつ かの 話題 を紹

介 したい
。

これ らの 話題 が こ の テ キ ス トに掲載 され て い ない の は 、私の 遅筆 と言 う以外

に 、 現在進行中の 研究で あ り私 の 理 解自体が今で も変化 し続 けて い る と言 う要因もある 。

2　 電子 系 と様々 な相

物性物理 学の 課題 は 、 物質の 示 す多彩な性 質の 解明で あ る 。 様 々 な物質は 多数の 原子 か

らな り、 そ の 組 み合わせ に よ っ て 無数の 物質が存在 し、それ ぞ れ に個性 が あ る。
一

方で 、

多数の 異なる物質が共通の 性質を示 す と言 う事実もある。

　 物質の 電気 的な特性 に つ い て 注 目 しよ う、 金属 は基本 的に電気 を良 く通す導体 で あ

り 、 それ に対 して電気 をあま り流 さない 絶縁体、 中間的な半導体な どが 存在す る。 これ

らの 境界線は有限温度 では 必ず しも明確で はない が 、 絶対零度の 極限 と言 う理想的な状

況で は 、 導体 と絶縁体は 明確に 区別 で き ると考え られ る 。 さ らに 、 多 くの 導体 は十分低

温で 超伝 導状態 に なる。

　 多 くの 物 質 中で は 電流 を運ぶ の は電子 なの で 、 こ の よ うな電気 的性質の 違い は 、 物

質中の 電子 状態の 違い に対応 して い る。直観的に言 えば 、 導体は電子 が 移動で きる 、 い

わば流体 的な状況に対応 して い る。
一

方、絶縁体 は、電子 が動 けない 状態 に対応 して い

る 。
い わば固体で ある

。 もちろん 、 こ こ で は 単に直観的なイ メ
ージ を述 べ て い るだ けで

あ り、例 えば 「電子 の 流体 とは何 か ？」 と言 うこ とをきちん と定義 して は い ない
。 実の

とこ ろ、（少な くとも私の 中で は）未だに完全な答 えがあ るわけでは ない
。

こ の 講義を通

じて 、 そ う言 うこ とも考えて み たい
。

　 さらに直観的な話 を続 けよ う。 絶縁体で は 、 電子 が簡 単に動 けない 状態に な っ て い

る。従 っ て 、絶縁体の 基底状態に 何 らか の 外力を加 えて 、状態 を変化 させ るに は
一

定以

上 の エ ネル ギー が必 要で あ ろ う。 量子力学的に は 、基 底状態の エ ネル ギー
と最低励起状

態の エ ネル ギー に差があ り、 そ の 分の エ ネル ギー を与えない と系の 状態が 変化 しない こ

とに対応 して い る 。 こ の よ うな基底状態 と最低励起状態 の エ ネル ギー差を 「励 起ギ ャ ッ

プ」 と呼ぶ 。 すなわ ち、絶縁体で は励 起ギ ャ ッ プが有限で あ る と期待 され る。
一

方、導
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Figure　1： 導体と絶縁体の イ メー ジ
。 導体は電子 の 流体に対応 し 、 絶縁体は電子 が 「固

ま っ た 」 状態 に対応す る 。

体で は電子が 動い て 電流 を運べ る状態 なの で 、 無限小 の エ ネル ギーで も電子 が移動して

状態 が変化す る 、 す なわち励起ギ ャ ッ プはゼ ロ であ り基底状態の 上に連続的な励起状態
の ス ペ ク トル が 存在す る と期待 され る 。 実際 、 電子 の 問の 相互 作用 を無視 して単純なバ

ン ド理 論を適用すれば、絶縁体で は有限の ギャ ッ プが存在 し 、 導体 （金属）で は ギャ ッ プ

がゼ ロ に なる 。 しか し 、 相互 作用 の あ る場合に こ の よ うな話が成 立す る か ど うかは 単純

な問題 で はな い 。

　 実際の 電子 の 間 には クー
ロ ン斥力 と言 う相互 作用が働 い て い る。相互 作用の 効果 が

強い 場合の 電子 状態の 理 論は難 しい が 、同時に 高温超 伝導な どの 多 くの 興味深 い 物理現

象を理 解する の に重 要だ と考え られて い る 。 電子間の 相互 作用 の 効果 を調 べ るた め に 、

最も簡単なモ デル と して Hubbard モ デル に代 表 され る よ うな 格子上 の 電子系 を考 え る

こ とがある 。
こ れ は 、 電子 が格子 点の 上に しか 存在す る こ とが で きず、 あ る格子点か ら

隣 りの 格子点 に移動す る 、 と言 うよ うなモ デル で ある 。 具体的 に は 、 Hubbard モ デル の

Hamiltonianは

　　　　　　　　　　A − 一孟Σ ¢；。
a・． ＋ ε縞 。）＋ σ Σ禽ゴ諏 　 　 　 　 （1）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （jk＞α 　　　　　　　　　　　　 」

で 与 えられ る 。 例えば d 次元立方格子 を考え るこ とに し よ う。 ゴ，
k はその 上 の サイ ト（格

子点）の ラベ ル で あ る 。 Σσ，k＞
は隣接 格子点に つ い て の 和 を表す 。 α

＝↑， ↓は電子 の ス ピ

ン を表す 。
こ こ で 、 ∂」α

は 、 サ イ トゴで ス ピ ン α の 電子 を 「消す」 い わ ゆる 消滅演算子

で あ り、 δ｝、
は逆に電子の 生 成演算子で ある 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　弓。
ak

α

は 、サイ トk の 電子 を消 して 、 同 じス ピ ン を持 つ 電子 を格子点 ゴに 作る の で 、 電子の 移

動 を表す。また 、
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　〈　　　 †^ A
　　　　　　　　　　　　　　　　 nゴα

＝ o
ゴα

cゴα
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は 格子点 」に おい て ス ピ ン α を持つ 電子 の 個数演算子 で あ る 。 電子 は フ ェ ル ミ粒 子 なの

で 、 免
ゴα

の 固有値 は 0 また は 1 で あ る 。 こ れ らよ り、Hubbard モ デル の Hamiltonianの
第

一
項は 隣接サイ ト間の 電子の 移動 、 第二 項は同

一
サイ トにおけ る電子 問の 相互 作用を

表す 。 U ＞ 0 な らば同
一

サ イ トにお け る電 子間の 斥力 、
　 U く 0 な らば引力 を表す 。

　 実際の 物質で は 、 もち ろん電子 は連続 的な空間中を運動 し、また原 子核 とも相互 作

用するの で は るか に複雑な問題で ある。 Hubbard モ デル は、実際の 物質の 電子状態を 高

度に簡単化 した もの で あ る 。 しか し 、 Hubbard モ デル には電子 の移 動 と相互 作用 と言 う

二 っ の 要素が共存 し 、
モ デル の 単純 さに もかか わ らず、そ の ふ るま い を正確 に知 るの は

非常に難 し い
。 Hubbard モ デル に は様々 な

一
般化 が考え られ る。 例 えば、格子 の形 を三

角格子 等に変更する 、 隣接サ イ トだ けで はな く次近接サイ ト（正方格子 の 場合、単位格

子 の 対角線方 向）へ の 電 子 の 移動を取 り入 れ る 、 同
一

サイ トだ けで はな く隣接サイ ト問

で の 相互 作用 を取 り入れ る 、 な どで あ る。 これ らの変更によ っ て 系 の性 質が大き く変わ

る 場合 もある 。

　 実際の 物質に は 多か れ少 なかれ不 純物な どの ラ ン ダム な要素が あ る 。 こ の よ うなラ

ン ダム さの 与える効果も物理 学の 重要なテ ー
マ で あるが 、 こ の 講義で は ラ ン ダム な要素

は 考えず 、 周 期的な格子 上 の モ デル に 限 っ て考え る こ とにす る 。 ま た 、 実際の 実験 は も

ち ろん 有限温 度の 環境下 で行 われ るが 、 こ の 講義で は絶対零度の 極限と言 う理想的な場

合 に 絞 っ て 議論す る こ とに す る 。

　
一方、Hubbard モ デル の よ うな格子 上 の 多体系 として 、

フ ェ ル ミ粒子 で は な くボー

ス 粒子 を考え るこ ともで きる。 こ れは電子系に は対応 しない が、様 々 な物理 系の モ デル

となる。 もちろん 一
般的 に は 、 系の 性質は粒子が フ ェ ル ミ粒子 で あるか ボー ス 粒子 で あ

るか に強 く依存す る。

3　 量子 ス ピ ン 系 と磁化 プラ トー

絶縁体で は 、2 節 で考察 した よ うに 、電子 が動けな くなっ て しま うと考え られ る 。 しか

し 、 電子の 持 っ て い るス ピ ン の 自由度は 生き残 っ て い て 、 物質の 磁性に 寄与する
。 従 っ

て 、磁性体 の モ デル として 、 格 子点上 にス ピ ン の み が存在 し 、 こ れ らが相互 作用する と

言 うもの を考える 。 典型的 な もの として 、 例 えば Heisenbergモ デル

n − JΣ 5プ 8・

　 　 　 （ゴk＞
（2）

がある 。 す なわち 、 隣接サ イ トの ス ピ ン が等方的 な相互作用 を して い る 。 J は相 互作用

の 強 さを表す 。

　 ス ピ ン の 簡単な （古典的な）イ メ
ージ として は 、磁石 の 向 きを矢印で表 して考え る こ

とがで きる。古典的なス ピ ン （「矢印の 向 き」）が相互 作用す る よ うなモ デル を古典 ス ピ

ン 系 と呼ぶ 。 まず古典 ス ピ ン で 考えれ ば、（2）の 意味 を理解 しやす い だ ろ J 〈 0 で は隣

接 ス ピン が同 じ向きを向い て い る方が エ ネル ギ
ー

が低 く、 」 ＞ 0 で は反対方 向を向い て

い る方 が エ ネル ギーが低 い 。 これ らをそれぞれ強磁性 的、反強磁性的 な結合 と呼ぶ 。

　 しか し、実際の ス ピ ン は量子力学的 な もの で あ り、古典的なイ メ
ー ジで捉 え きれ な

い 。 量子力学の 特徴 の
一

つ と して 、 物 理量が 演算 子 で 表 され 、異な る物 理 量 ど うしは
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一般には 互 い に非可 換で あ る とい うこ とが あ る。実際、ス ピ ン は角運動量 の 交換 関係

［SX，
sy］＝ iSX （お よび これ らの 巡 回置換）で特徴づ け られ て お り、異な る成分 どうしは

非可換で あ る 。 こ の た め に様々 な興味深い 性質が生 じる ［4］。

　 ス ピ ン 量子数 を S と して S ＝ （鍔 ， 鍔，鍔）＝ θ充 と置 く と、S → ○○ の 極限で

　　　　　　　　　　　　　　ri・ −
S（S 十 1S2）

− 1　　　　　 （・）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 z

　　　　　　　　　　　　　　［nX1　n ’
］一　SnZ　 一 ゜

　 　 　 　 　 （4）

とな る。従 っ て 、S → QO の 極限で は 、 非可換性は 効かな くな り、
ス ピ ン を規格化 した

五を成分が互 い に 可換 な単位ベ ク トル として扱 っ て も良い だ ろ う。 すなわち、（単純 に言

えば）5 → oo の 極限で は 量子 ス ピ ン は古典ス ピ ン に帰着する と考え られ る 。

　 逆 に、電子の 持つ ス ピン 1／2 は 量子性の 強い 極限 と考 え られ る 。
ス ピ ン 1／2の 場合 、

ス ピ ン は S ＝ ・ d／2で 与 えられ る 。 ただ し 、 ∂ ＝ （δ
皿

，
δ〃

，
6りで あ り 、 各成分の 行列表示 は

　　　　　　　　・
・
一 ・， （ll）

　　　　　　　　　・
z

− （1　e1）
となる。

これ らを Pauliの ス ピ ン 行列 と呼ぶ
。

ay − （
0　 − ii

　 O ）
（5）

　 さて 、 反強磁性体で は 、 各ス ピ ン が打 ち消 しあ っ て 、 全体 と して の 磁化 はゼ ロ に なっ

て い る。 こ こに外 か ら磁場 を掛けた場合の 変化 を考察 しよ う。 仮 に相互作用が なければ、

ス ピ ン が磁場の 方 向を向い た状態 が基底状態 とな る 。 しか し、こ の よ うな状態は反強磁

性 的な相互作用 と競合す るた め 、 磁場が 弱い うちは エ ネル ギー が高い
。 系の 基底状態 は

磁場 を強 くして行 くに つ れて 連続 的に変化 し、磁 化 が増加 して行 く と考え られ る 。 全 て

の ス ピン が完全 に磁場 の 方向を向い て しま うと磁化が最大 に な り、 それ以 上磁化が増加

す る こ とは ない 。 磁化 を磁場の 関数 と して グラ フ に した もの を磁化曲線 と呼ぶ 。
これは

実験的に もよ く測定 され て い るもの で あ る 。 典型的な磁化 曲線を図 2 に示 す 。

　 さて
、 古典的 に は こ の磁 化 曲線は 図 3 の よ うに理解で きる。すなわ ち、ネ

ー
ル 状態

に磁場 を掛 けると、ネ
ー

ル 構造 を保 ちなが らス ピ ン が傾 き、こ の 傾 き角が連続的に増加

す るこ とによ っ て 磁化が増加す る 。 もちろん 、量子 ス ピン 系の 場合 は古典 ス ピン に よる

計算結果 とは定量 的に は異な る磁化曲線を与えるが 、磁化 曲線の 大まか な形 は、例 えば

量子 性の 強い
一

次元 S ＝ 1／2 反強磁 性 体で あ っ て も同様で ある 。

　 一
方で 、最近 は量 子 ス ピ ン 系 で磁化 曲線が変 わ っ た振舞 い を示す場合 が注 目され て

い る 。 例えば 、 S ＝ 1／2か ら成 る反強磁性 体で あ る NH ，CuCl3 にっ い て実験的に測定 さ

れた磁化 曲線 同 で は 、 以 下 の ような予想外 の ふ るま い が見 られ た 。 温 度が高い うちは 、

普通 の 磁化曲線 とあま り違 い が見 えな い 。 しか し 、 低 温 に な るに従 っ て階段 状の 構 造が

は っ き りと現れ て い る 。 絶対零度の 極限で は、図 4 の よ うに磁化 曲線 に完全 に平坦 な部

分が 出現す る と考え られ る 。
こ の よ うな、磁化 曲線の 途中に現れ る平坦部分をプ ラ トー

と呼ぶ 。 他に も様 々 な物質やモ デル で プ ラ トー
の 出現 が実験的 、 理論的 に研究 され て い

る ［71。
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m

Figure　2： 典型 的な磁 化 曲線。 磁 場 H の 増加 と ともに なめ らか に増加 す る。

　 多 くの 系に 現れ る プ ラ トー
に 関す る普遍的 な法則 と して 、プ ラ トーにお け る磁 化 の

量 子化
1
が提案 されて い る ［8］。 それ は 、

ス ピ ン S か ら成る系にお い て は、プ ラ ト
ー上 で

の ス ピ ン 1個 あた りの 磁化 m は

n （s − m ）＝ 整数 （6）

とい う関係式 を満たす とい うもの で あ る 。 ただ し 、 n は基底 状態の 単位格子 に含まれ る

ス ピ ン の 数 で あ る 。 磁 化曲線にお けるプ ラ トーは 量子 ホ ール 効果に一
見類似 して い る 。

もち ろん 、 物理 現象 と して は全 く異な るの だが 、理論的 には共通す る側面 もある 。 例 え

ば、量子化則 （6）の 著 しい とこ ろは 、量子化 され た磁 化 の値 は相互 作用の 強 さな ど系 の

詳細に よっ て連続的に変化する こ とがな く安定で あ るこ とで あ る。
こ の よ うな性質を理

解する有力 な可 能性 として 、 トポ ロ ジカ ル な量子化 とい う考 え方が あ る 。 すなわ ち、 ト

ポ ロ ジ カル な量は そ もそ も連続変形 に 対 して 安定なの で 、これが 物理 量 と関連が つ け ば

安 定性 は 自然 に保証 され るの で あ る 。 量 子 ホール 効果 が そ の 典型的 な例で ある 19亅こ と

は 良 く知 られ て い る が、後で 見 る よ うに 、 プ ラ トーに お ける磁化の 量子化 も
一

種 の トポ

ロ ジカル な量 子 化 と考え る こ とが で きる。

　 さて 、上で述べ た量子 化 され たプ ラ ト
ー

は、古典ス ピ ン の 描像で は理 解 し難い もの

で ある 。 図 3 の よ うな考え方 をする と 、 プ ラ トー は傾 き角が特定の 角度で 固定され るこ

とに相 当する 。 しか し
、 傾 き角が特 定の 角度に固定 され る理 由は考 えに くい

。 また 、 量

子 化則 （6）は そ もそ も磁化 を h の 単位 で 測 っ た もの なの で 、古典論 で は理解で き ない だ

ろ う。

　
1
こ こ で 言 う 「量子化 」 と言 うの は量子ホ

ー
ル 効果の 場合と同様に 、物理量 が 特定の 値 に固定 され る、

と言 う意味 で あ る 。
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Figure　3：古典的反 強磁 性 体の 磁 化過程 。
ス ピ ン が磁場 の 方 向に傾 く角度 が磁場 H の 増

加 とともに連続 的に変化す る 。

m

Figure　4： プ ラ トー （平坦部 ） を持 つ 磁化 曲線の 例。
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4　量子化則 と commensurability

プラ トーの 出現 と量子化則 を理 解す るた めに 、量 子ス ピン 系を別の 観 点か ら考察 して み

よ う。 簡単の た め 、 再び S　・一　1／2 か ら成 る系を考え る 。 こ の とき 、 全 系の 状態 は各ス ピ

ン の z 成分を対角化する よ うな 2N 個の 基底 1↑鴛↑＿ 〉の 重ね あわせ で 表せ る。 さて 、

こ こで仮想 的な粒子 を導入 して 、 ↓を 「そ の 場所に粒子 が い ない 」、↑を 「その 場所 に粒

子 がい る」 と解釈す る こ とに しよ う。 量子 力学で は 、 同種粒子 に 区別が つ か ない の で 、

こ の よ うな対応 関係が正 確に成立す る 。

　 ス ピン 1／2の 場合 、 ある場所に は粒子 が
一

個 しか 入れ ない こ とに なる 。 これ は
一

見

フ ェ ル ミ粒子 的で あるが 、
フ ェ ル ミ粒子 の 本質的な特徴は 同 じ場所に粒子 が一

個 しか 入

れない とい うこ とよ りも、 む しろ粒子を入れ換えた ときにマ イナ ス の 符号が付 く こ とに

ある 。
ス ピ ン系 を上の よ うな対応 で粒子 と見 な した 場合は 、

フ ェ ル ミ粒子で は な く、入

れ換 え て も符号の 変わ らない ボ ー
ス 粒子 に対応す る。 もう少 し具体的に言 うと 、 例えば

ス ピン の 上 昇演算子 S＋ は粒 子 が ない 状態 ↓か ら存在す る状態 ↑に変化させ るの で 、 粒

子 の 生成演算子 a†に対応 す る と考え られ る 。
フ ェ ル ミ粒子 の 場合、異 な るサイ トの 生

成演算 子 どうしは 反可換 で あ る （a｝a2 ＝ − a厨）。 しか し 、 異な るサ イ トの ス ピ ン 演算

子 どうしは可換なの で 、
フ ェ ル ミ粒子 の 生成演算子 とは 同

一
視で きない

。 た だ し 、

一
次

元 の 場合 は Jordan−Wigner変換 ［19］に よっ て フ ェ ル ミ粒子 系 に対 応 させ る こ ともで き る

が 、 こ こで は触れ ない
。

一
方、異な るサイ トの ボース 粒子の 生 成演算子 は互 い に 可換な

の で 、 こ の 点で 自然に ス ピ ン 演算子 と対応す る 。 しか し、ボー ス 粒子 の 場合 はあるサイ

トに何個 で も入れ るの に対 し、ス ピン 1／2 を 「粒子 」 と見な した場合 は
一

つ の サイ トに

は
一

っ しか入 れ な い とい う問題が残 る 。 同 じサイ トの 粒子の 間に強い 斥力相互 作用 を導
入 して 、

一
つ の サイ トに粒 子 は

一
つ しか 入れ ない （ハ ー ドコ ア 条件）とすれ ば、 ス ピン

1／2 に対応 させ る こ とがで きる ［51。

　 上の よ うな対応 に よ る と 、
ス ピ ン の z 成分は サ イ トに存在す る粒子 の 個数 （ハ

ー
ド

コ ア 条件 よ り 、 実 際は 0 と 1）に 対応 し 、 sz ＝ ft− 1／2 と書け る 。 た だ し、　 h ＝ a†a は

粒子 の 個数を表す演算子 で ある 。
ス ピ ン 間の 相互 作用の うち 、 薯環 の 項 は近接粒子 間

の 相互 作用 エ ネル ギ
ー

を表す こ とに なる 。 反強磁性 的な相互 作用 の 場合は 、 反発 的なも

の に なる 。

一
方 、 甜5疋の 項 は 、 k サイ トの 粒 子 を消 して ゴサ イ トに 作る 、粒子 の移 動

（ホ ッ ピ ン グ）を表すこ とに なる 。 従 っ て 、 量 子 ス ピ ン 系は相 互 作用す る量子力学的 な

粒子 の 系 と等価 で ある 。 例 えば、ス ピ ン 1／2 か ら成るス ピ ン 系の ハ ミル トニ ア ン

　　　　　　　　　 H − J⊥ Σ （鍔3茸＋ 鍔5鴛）＋ 」IIΣ 鍔8煮
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ij，k＞　　　　　　　　　　　　　 tS

−
，
k＞

は 、 次の よ うなハ ミル トニ ア ン を持つ ボー
ス 粒 子の 系 と等価 で あ る 。

a 一

纔 （a鋲＋ 磁ゴ）＋ σΣftゴ（ft厂 1
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 丿

）

　　　・」1・濕（f・j − 1）（暢 ）

丶（7）

（8）

こ こ で 、 a
」，
a；はサイ トゴで の ボース 粒子の 消滅 、 生成演算子 で あ る 。 ボー

ス 粒子 の 個数
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を表す演算子 で ある 。 ただ し、U → ＋oO の 極 限を取 り 、 同
一

サイ トに二 個以上の ボー

ス 粒 子が存在で き ない よ うに して ハ ー ドコ ア 条件 を実現する 。

。嬉誕騰簾皇縅 漣潔鷲 騨豎撃毳 黏聯 撫 謙
変で あるとい うU （1）対称性を持 っ て い る こ とに よる 。 もちろん 、 実際の 磁性体で は こ

の 対称性 は必 ず しも成立 して い ない が 、 近似的 に成立する場合も多い の で 、 本稿で は こ

の σ（1）対称性 の 存在す るケース に限 っ て 考える こ とにす る 。 粒子 系と して考える と、 全

磁化は全粒子数に対応する 。 電子系や液体ヘ リウム な どの 本来の 粒子系では 実際 、 全粒

子 数は保存量 にな っ て い る場合 が多い
。

ス ピン 系 にお い て 、z 方 向に掛 け られた外部磁

場 H は ハ ミル トニ ア ン へ の 付加 項 一HM で表 され る 。 この よ うな外部磁場 は 、 粒 子 系

にお ける化学ポテ ン シ ャ ル に対応 する 。

　 こ の よ うな観点か ら 、 磁性体の 磁化過程 とプラ トーの 量子 化則 を再検討 してみ よ う。

粒子 系 としてみ る と、 磁化過程 とい うの は化学ポテ ン シ ャ ル の 関数 としての 粒子数 の 変

化に他な らない
。 磁化が滑 らかに増加す る ような 「通常」 の 磁化過程は 、 化学ポテ ン シ ャ

ル の 変化 に伴 っ て粒子の 個数が連続的に変化する状況に対応する 。 絶対零度におい て は 、

これ は基底状態 に粒子 を
一

個追加す る の に必要 なエ ネル ギ
ー

が無限 に小 さい こ とを意味

する 。

一
方 、 磁化曲線の プ ラ ト

ー
は 、化学ポテ ン シ ャ ル をあ る程度変化 させ ない と粒子

の 個数が全 く変化 しない 状況に対応 してい る。 こ れ は 、基底状態 に粒子 を
一

個追加す る

の に有限の （ゼ ロ より大 きい ） エ ネル S？v一が 必要で ある とい うこ とで ある。すなわち、

2節の 議論を振 り返 れば 、 仮 に ス ピ ン を記述す るた め に導入 した 「粒子」 が電荷を持 っ

て い る と考える とプ ラ トーは ギャ ッ プが 有限の 「絶縁体」 状態 に 、 また非 プ ラ トー状態

は 、 ギャ ッ プがゼ m の 「導体」 または流体状態に対応す る と考 えられ る。

　 プ ラ トーの 量子化条件 （6）は 、有限の ギ ャ ッ プを持つ 安定な基底状態は特別 な磁化の

値で の み 存在で きる とい うこ とを意味す る。
ス ピ ン系 を粒子 の 系 と見なす と、こ の 量子

化条件は 自然 に理 解 で き る 。 た とえば先 に考 えた S ＝ 1／2 の 場合を考え る とわ か りやす

い が 、
一

般 に、 S − m は サイ トあた りの 粒 子数に 対応する 。 すな わ ち 、量 子化条件 （6）
とは 、

　 周期的 な系で 、励起ギ ャ ッ プ が存在す る 「絶縁体」状態 になるため には基

底状態 の 単位格子 あた りの 粒子数が整数で ある こ とが必要

とい う主張に対応す る。 こ れを 「整合性条件 1 と呼ぼ う。 これ は直観的に 考えて も非常

に 自然で あ り、 単位格子 あた りの 粒子 数が整数で ある場合は 安定 な状態 が つ くれ そ う

で ある 。 こ の よ うな場合 を粒 子 数 が commensurate （整合 ）と呼ぶ 。

一
方 、 そ うで ない

incommensurateな場合 は粒子が 落 ち着 けるよ うな安 定な状態 は考 え難い 。 こ の 揚合 に

は 、基底状態の 上に任意の 低い エ ネル ギー
を持 つ （ギ ャ ッ プ レ ス な）励起が 連続的 に存在

す るこ とが期待 され る 。

　 実際、相 互 作用 の ない フ ェ ル ミ粒子 系で は commensurate の 場合に限 りバ ン ドが 全

て 占有 され有限 の ギ ャ ッ プ を持 つ こ とが で き る 。 こ の よ うに 、 粒子数が格子 と マ ッ チ

し て い るか ど うか を commensurability （整合性）と呼ぶ こ とに しよ う。 励 起ギ ャ ッ プ と

commensurability の 関係は 、 粒子 の 統計性 に は 特に依存 しない と思われ る 。 もち ろん 、

こ こま で で 理論的に commensurability と励起 ギャ ッ プの 関係 をきちん と示 したわ けで は
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全 くない
。

こ の 時点で は
一種の 「予想」 で ある 。 こ の 予想をめ ぐっ て の 、い くつ かの 理

論的 な試み を紹介するの が本講義の 目的 で ある 。

5　量 子臨界現象 と励起ギ ャ ッ プ

量子 多体系にお ける ギャ ッ プの 有無を 、統計力 学との 対応か ら
一
般的に考えてみ よ う。

　 まず 、 古典統計力学の 代表的なモ デル で ある Isingモ デル を考える 。
　 Isingモ デル で

は、やは り格子 点 （サイ ト）上に ス ピ ン が配置 されて い る。サイ トiにお け るス ピ ン ai は

土1の 値を取る もの とする 。 これ はス ピ ン が上 向 き／下向き 2 つ の 状態 を取れ ると言 うこ

とに対応 してい る 。 そ して 、 各ス ピ ン の 状 態の 取 る状態 の 確率分布は 、 次の よ うなカノ
ニ カ ル 分布 で与 え られ る 。

　 　 　 　 　 1　　　　　 1
P（｛σゴ｝）＝

2 ・x ・［
一

研
ε（｛a 」｝）］ （9）

ただ しT は 温度 、 kBは Boltzmann定数で あ り、
また Z は確率 P の 和が 1 になる よ うに

定めた規格化因子 で ある 。 Z は統計力学で は分配 関数 と呼 ばれ る重要な量 で あ る。

　 Isingモ デル で は、古典 的なエ ネル ギー と して

ε（｛・
ゴ｝）＝ ＝　

一κ 　Z 　a」σk

　 　 　 　 　 　 俳 〉

（10）

を考 える 。 （こ こで は 強磁 性 の 場合 K ＞ 0 を考えよ う。 ）すなわ ち 、 隣接ス ピ ン が 同 じ

向きを取 る とエ ネル ギー が低 くな る 。 Isingモ デル で は ス ピ ン が取れ る状態が 二 つ だ け

で あ り、連続 的な方 向を取れ ない と言 う点で は量子力学的なス ピン を考えて い るとも言

える 。 しか し 、 Isingモ デル の Hamiltonianに は互 い に 非可換な演算子 が現れ ない ため 、

Isingモ デル は 古典 ス ピ ン 系 と分類す るの が 普通で ある 。

　 空間次元 が 2 次元 以上 の Isingモ デル で は 、 次の よ うな事実が知 られ て い る 。

・ 十分小 さな温度は 、全体の ス ピ ン の 向きが 自発 的に そ ろ っ た 、 秩序相 になる。

● 十分高い 温度で は 、ス ピ ン の 向 きが全体的に 乱雑 に な る 、 無秩序相 にな る 。

・ 中間の あ る温度 Tc で 2 次の 相 転移が起 こ る 。 すなわ ち 、　 T ＞ Tc で は無秩序相 、

　T ＜ Tc で は秩序相 で ある。

Isingモ デル にお け るある物 理 量の 期待値は

（A＞≡ Σ AP （｛σ」｝）
　 　 　｛σ

ゴ｝

で 与 え られ る 。 これ を用い て ス ピ ン の 相関関数を次の よ うに 定義す る。

fjk≡ 〈σ」・
ak ＞

一
〈σ

」×σk＞

（11）

（12）
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ただ し 、 第二 項 は 自発磁化 の 生 じ る秩序相で の み寄与する 。 こ の 相関関数 は 、 その 名の

通 りス ピ ン の 向きの 相関を表 して い て 、 aj と σ あ の 距離 r
齢

が大 き くなるに つ れて減少す

る 。 通常は 、 距離と ともに

　　　　　　　　　　　　　　　艢 ・xp （
「jk

ξ
）　 　 　 （13）

の よ うに指数関数的に減少す る 。 こ の 時 の ξを相関距離 と呼ぶ 。 相関距離 は温度 に よ っ

て変化す るが 、 T → Tc で 無限大 に発散す る。　T ； 　Tc で は 、 あ る臨界指数 ηに従い 、

　 　 　 1
蘇 。（ （

一
）
η

　 　 　 「jk
（14）

の よ うに 距離の 巾乗で 減少す る 。

　 さて 、 本講義の 主題 で あ る格子上 の 量子多体系と、 上述の Isingモ デル の ような古典
統計力学は一

見全 く別の 問題 の よ うに 見 える 。 しか し、実は これ らの 問題 は密接 に結び
つ い て い る の で ある ［2，

3］。 d次元空 間中の 量子 多体系を経路積分 で扱 うと、場の 全 て の

可能な時間変化 につ い て 積分す る こ とになる 。
こ れは 、 d＋ 1次元の 古典統計力学系にお

い て 、 全 て の ス ピン 配置 につ い て足 し上げ るの と類似 した 問題 に なる。
一

方 、d ＋ 1次
元の 古典統計力学系は、転送行列の 方法で 考 える こ とがで き る 。 転送行列の 働 く方 向を
「時 間軸」 だ と思 うと、 こ の 転送行列 はあ る時刻か ら、 次の 時刻の 状態の 変化 を記述す

る もの に なる 。 従 っ て 、 転送行列は 空間 d次元 の 量子 系の Hamiltonianに対応す る もの

に なる 。

　 すなわ ち 、 あ る d 次元量子多体系には 、 そ れ に等価な d ＋ 1次元古典統計力学系が存

在 し 、 逆も また 然 り2 と言 うこ とに なる 。 上述 の d ＋ 1次元 の 古典 lsingモ デル （10）に 対
し て は、d次元 の 量子横磁場 Isingモ デル が対応 す る こ とが知 られて い る 。

π 一 一κ Σδ∫∂壽
一rΣ δ『

　 　 　 　 （殉 　　　　　　ゴ

（15）

こ こ で 、 ∂
z

，
　ax は PaUliの ス ピ ン 行列 で あ る 。 こ れ らの ス ピン は d 次元 の 格子 上で 定義

されて い る 。 Hamiltonian（15）の 第二 項 を横磁場 と呼ぶ 。 こ の 量子横磁場 Isingモ デル は

aX と♂ と言 う非可換な演算子 を含んで い るため 、 通常の Isingモ デル と異なり量子 ス ヒ
゜

ン 系に分類 され る 。 実際 、 通 常の Isingモ デル （10）で は基底状態 は全 て の ス ピ ン が 同 じ

向 きを向い た状態で あ る こ とは 自明で あるが 、量子 横磁場 Isingモ デル で は基底状態 を

求める の も非自明な問題 に な る
。

　 横磁場 は 、
ス ピ ン の 上 下 を反転 させ る効果 を持 つ

。
つ ま り、

ス ピ ン の 上 下が 確定 し

た状態 は 、 σテの 固有状態

∂劉↑〉ゴ ＝ ＋ 1↑〉ゴ
∂∫【↓＞」 ＝ 一目〉ゴ

（16）

（17）

　
2
実際に は もち ろ ん そ ん な に単純で は なく、例 えば量子多体系 に お け る位相 の効果で 完全 に古典的な統

計力学系に マ ッ プ で きない 例も存在する。
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で あ る。 しか し 、 そ れ らに 謎 を作用 させ る と 、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ］

　　　　　　　　　　　　　　　∂劉↑＞」 ＝ 1↓＞j　　　　　　　　　　 （18）

　　　　　　　　　　　　　　　∂∫1↓〉ゴ　＝ 　　1↑〉丿　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（19）
とス ピ ン 状態は反転す る。 従 っ て 、 横磁場は ス ピ ン の 秩序を 乱す働きをす る 。 こ の よ う

な、演算子 の 非 可換性 に よ る秩序 の 乱れ の 効果 を 「量子 ゆ らぎ」 と呼ぶ 。 こ の 横磁 場

Isingモ デル に お ける量子 ゆ らぎは、古典 Isingモ デル におけ る熱 ゆらぎに対応 して い る 。

大きな横磁場 r は 、古典 Isingモ デル に お ける高い 温度 丁 に対応 して い る 。

　 さらに 、相関距離 ξと励起 ギ ャ ッ プ ム は
一

般 に

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　　　　　　　　　
△ °c

ξ　　　　　　　　　　 （20）

と言 う関係に ある 。 以上 をま とめ ると次の よ うな対応に なる 。

d 次元 量子多体系 d ＋ 1次元古典統 計力学系

量子 ゆ らぎ 熱ゆらぎ

経路積分 全 て の 古典 的配置 に 関す る和

Hamiltonian 転送行列

励起ギャ ッ プ ム 相関距離の 逆数 1／ξ
量 子 力 学的 な観測期待値 統計力 学的な 期待値 （熱 平均）

　 古典 Isingモ デル で は 、 温度 T の 変化に よっ て 秩序 相 と無秩序相の 間で 相転移 が 起

きる こ とを先に 述べ た 。 従 っ て 、上 述の 対応関係 よ り、量子 横磁 場 Isingモ デル で も横

磁場 r を変化 させ る こ とに よ り、r ＞ r
，
で無秩序相 、　 r 〈 r

，
で秩序相 とな り 、 臨界点

r ＝ r
。
で相転移が 起きる こ とに なる

。
こ れは、量子系におい て 絶対零度で 量子 ゆ らぎの

効果 に よ っ て 起 きる量子相 転移の
一

例 とな っ て い る。

　 さて、相 関距離 と励 起 ギ ャ ッ プ の 関係 よ り、量子横磁場 Isingモ デル で は
一

般の 横磁

場 r に対 して は有 限の励起 ギ ャ ッ プ ム ＞ 0が存在す る こ とにな る 。

一
方 、 臨界点 r ＝・F

。

で は 、 対応す る古pm　lsingモ デル で の 相 関距離の 発散 を反映 して 、ギャ ッ プ が消失する 。

これ は あ くま で も
一

例で あ るが 、
一

般 に ギ ャ ッ プ の 消失は量子臨界点の 特徴 で ある 。

　 量子横磁場 Isingモ デル の 場合は 、
　 r を r

。
か ら少 しで も動かす とギ ャ ッ プが 有限に な

る 。 こ の よ うに 、 量子臨界点は Hamiltonian に含まれ るパ ラメ
ー タが特別 の値 を取 る場

合に の み生 じる の が
一

般的で あ る 。 こ の 観点か らす る と、量子多体系の 励 起ギャ ッ プ が

消失するの は む しろ特殊なケース で あ り 、
パ ラ メー タ を特に調 節 しなければ励起 ギ ャ ッ

プ は有限に なる と期待され る 。

　 とこ ろが 、 磁化 プラ トー の 現象では こ れ がむ しろ逆 にな っ て い て 、

一
般の 磁化で は励

起 ギャ ッ プ がゼ ロ で あ り、特定の 磁化での み励起ギャ ッ プが生 じる 。 ただ し 、 実験的に直

接 コ ン トロ
ール で きる の は磁化で は な く磁場なの で 、 有限の 範囲 の 磁場に対 して ギ ャ ッ

プ の 有限 なプ ラ トー相 が実現 され る 。

一
方 、プ ラ トー相以 外 の 領域に注 目すれ ば、あ る

臨界的な磁場 の 値だ けで は な く有 限の 範囲の 磁場 に対 して 系が ギャ ッ プ レ ス とな るこ と

に は変 わ りは ない
。

これは上で述 べ た
一

般論 か らする とむ しろ不 思議な こ となの で あ る。
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　 磁化プ ラ ト
ー

の 問題 に限 らず と も、物性物 理 に現れ る多 くの 物質あ るい はモ デル は 、

特 にパ ラメ
ー タ を調節 しな くて もギャ ッ プ レ ス に な っ て い る場合が多い

。 典型的な例 と

して は、金属 が ある。 統計力学的な観点か らする と、
こ の よ うに 「自然に」 ギャ ッ プ レ

ス にな っ て い る系には 、 何 か し ら理 由が あ る はずだ と言 うこ とに なる 。 この よ うな 、
「系

をギ ャ ッ プ の 生 成か ら守る メ カ ニ ズ ム 」 と して は 、 あま り多くが知 られ て い るわけで は

ない
。 incommensurability（粒子数が格子 と非整合で ある こ と）は その よ うなメカ ニ ズム

の
一

つ で ある、 と言 うの が 4 節で 立て た予想で ある 。

6　 Nambu − Goldstoneの 定理

本講義の 主題 に入 る 前に 、
「系を ギャ ッ プ の 生成 か ら守 る メ カ ニ ズム 」 とし て 重要 な、

Nambu −Goldstoneの 定理 ［10，
111につ い て述 べ よ う。

こ の 定理 は、

　 短距離相互 作用をする系にお い て 、 連続的な対称性 が 自発的に破れ る と、

基底状態の 上に ギャ ッ プ レ ス の 励起が存在する 。

と言 うもの で あ る。対称性の 自発的な破れ とは 、Hamiltonianが 対称性を持っ （あ る変換

に対 して不変）で あるが 、基底状態が そ の 対称性を持た ない （同 じ変換に対 して不 変で な

い ）こ とを指す 。

　 こ の 定理 は、物理学に おい て 最 も重要 な定理 の
一

つ で あ り、幅広い 適用範囲を持 つ
。

例 えば 、 量子 ス ピ ン 系の 例 と して 、 XXZ モ デル （7）を考えよ う。　d次元 の 立 方格子 上 に

ス ピ ン を配置 した 、 J↓ ＞ JII＞ 0 の 反強磁性体 を考え る。　 d ≧ 2 で は 、 基底状態は N6el

秩 序 を持 つ 。す なわ ち 、ス ピ ン の 向 き が my 平面内 で 特 定 の 方 向 を 向 き、反 強磁 性 体 な

の で 隣接サイ ト間で ス ピ ン の 向 きは 交互 に反 転す る 。
これ は、ス ピン 空間にお ける z 軸

周 りの 回転対称性 と言 う連続的な対称性 を自発的破れ に な っ て い る 。
こ の 時の ス ピン の

期待値を 自発磁化 と呼ぶ 。

　 もちろん 、元 の モ デル （7）が z 軸周 りの 回転 に つ い て 対称 なの で 、N6el状態で は 、ス

ピン は xy 平面 内 の どの 方 向を 向い て も良い
。 従 っ て 、

ス ピ ン の 向きに対応 して 無限個

の 基底状態が縮退 して い る こ とにな る 。
ス ピン の 期待値 をこれ らの 縮退 した基底状態全

て に つ い て 平均す る と、 当然ゼ ロ にな っ て しま う。 自発磁化を議論す るに は 、特定の 基

底状 態を 取 り出す必 要 が あ る 。 これ を理 論的 に行 うには 、特定の 方向の N6e1秩序を誘

起す るよ うな外場 を導入 して 、 熱 力学極限 を取 っ て か ら外場をゼ ロ にす る極 限を考 える

の が 便利で ある 。 具体的に は、外場 h を含む Hamiltonianを

H （ん）i・・7txx ・
一んΣ（− 1）

8
・

鍔
　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ

（21）

とす る 。 た だ し 、 7txxz は元の XXZ モ デル の Hamiltonian （7）で あ り、 5ゴは格子点 が ど

ち らの 副格子 に属す るか に応 じて 0 か 1 の 値 を取 る。 この Hamiltonian を Ld の 大 き さ

の 格子 上 で 考え 、
ス ピ ン の 期待値

ms 一

鵬 2里〈38＞ （22）
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を考え る と、 秩序相 で は h → 0 としたに も関わ らず m
、 ＞ 0 とな る。 こ れ が 自発 磁化 を

表す。 最初に外場 を加えて熱力学的極 限を考えたた め に、特 定の 基底状態 を
一

つ 選びだ

した こ とにな る。

　 さて 、 こ の 基底状態 の 上 に低 エ ネル ギーの 励 起 が存在す るか ど うか を考 えよ う。 も

とも と、 Hamiltonianは z 軸周 りの 回転に対 して不変で あ っ た
。 基底状態 を z 軸まわ り

に
一
様に 回転する と、別 の 基底 状態 になる 。 そ こ で 、 基底状態を小 さな振幅で 、 ゆ っ く

りと 「ひ ね る」 こ とを考え よ う。 つ ま り、各ス ピ ン を z 軸周 りに微小 回転す る の だ が 、

回転角が 場所 に よ っ て 異な るよ うにす る の で あ る 。 この 操作は 、
ユ ニ タ リ演算子

Uq− ＝ exp ［i〔…sz（の］ （23）

に よ っ て 表す こ とがで き る 。 こ こ で 、ろをサイ トゴの 位置 として

sx（の 一 Σ… （・q
・

・
、）鍔

　 　 　 　 」

（24）

で ある。ゲ＝ 0 とす る と
一

様 な回 転を表すが 、 有限の 波数 ヴは ス ピン を場所に よ っ て 異な

る角度で 回転す るこ とに対応 す る 。 4を小 さくすれば、系 をゆ っ く りひね る こ とになる 。

　 そ こで 、 小 さな ヴにつ い て 砺 を基底状態 1Ψo＞に掛 けて やれ ば、低エ ネル ギーの 状態

を作れ る こ とが期待 で きる。回 転の 振幅 E も小 さくす る と 、 もち ろ ん得 られ る状態 は も

との 状態 に近 づ くが 、

砺1Ψ。〉− 1Ψ。〉＋ i・sz（の1Ψ。〉＋ 0 （〜） （25）

なの で 、 微小回転に よ っ て 新た に 生 じ る状態 と して

　　　　　　　　　　　　　　　iF（の〉＝ sx（の1Ψo＞　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（26）

を考えれ ば良い こ とにな る 。 実は この 状態は 、 Feynman が超流動液 体ヘ リウム にお ｝する

励起状態 を研 究す るの に用 い た変分波動 関数に対応 して い る ［12］。

　 本 講義の 主題 で はない の で 詳 しい 議論 は文献 ［13，
14］に譲 るが 、XXZ ス ピン 系に つ

い て 、次 の 不等式 を厳密 に示 す こ とが で きる 。

lim　 lim
ん→ OL → 。。　 〈F （のIF（の〉

〈F （qT）17−t（h）F （の〉一
〈Ψolチt（ん）1Ψ0＞≦

2既

擁、

切
衡 ［1 ＋ λ7（の］・ P・［・ ＋ 鰍 「 而

た だ し・λ＝ JN／」⊥

ρ・
≡ 一

慨 2聡〈Ψ・1Σ鍔891Ψ・＞

　　　　　　1dj

’k

　　　or（の ≡

塔
c° ・qi

（27）

（28）

（29）
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と定義す る、

　 ゲをゼ ロ に近づ け る と、不等式の 右辺 は ］qlに比例 して 小 さくなる。

一
方、不等式 の

左 辺 は試行状態 IF（の〉の エ ネル ギ
ー

期待値 と基底状態 の エ ネル ギ
ー

の 差 を表 して い る。

ヴ→ 0 とすれば、 い く らで も小 さな エ ネル ギー
の 状態が存在するこ とに なる。 ただ し、

エ ネル ギー期待値が小 さい と言 うだ けで は iF（の〉が 4→ 0で 基底状態 1Ψo＞に近づ くと

言 う可能性 もある 。 しか し、今の 場合 は 、IF（の〉は 、基底状態 を基準 として運動 量 ±ヴ
を持 つ こ とが簡 単にわ か るの で 、IF（の〉は基底状態 ［Ψo＞と直交 して い る。

　 以上 よ り、 XXZ モ デル は実際に基底状態の 上 に連続的な低エ ネル ep−一励起を持 ち

ギ ャ ッ プ レ ス で ある こ とが 示 され る。 これが XXZ モ デル の 場合の Nambu −Goldstoneの
定理 に相 当す る。なお、不等式 （27）の 右辺 は 1／M 。

2
の 因子 を含 ん で い るた め、自発的対

称性 の 破れ があ り自発磁化 m 、
が ゼ ロ で ない 場合に限 っ て ギャ ッ プ レ ス で あるこ とが 証

明 され る。

7　 1次元 の 場合： Lieb− Schultz−Mattis の 方法

さて 、本題 で あ る整合性 条件の 議論に 入 ろ う。多粒 子系が超流動 （超伝導）状態に ある場

合 、 量子力学の 位相に 関するU （1）対称性が 自発的に破れて い るた め 、 Nambu −Goldstone

の 定理 が適用で き る 。 しか し 、 もち ろ ん導体が 必ず超 伝導体で あ る とは 限 らない の で 、

4節で の 予想を論ず るに は Nambu −Goldstoneの 定理 で は不十分で ある 。 実際 、 常伝導金

属相で は、格子上の 多粒 子系 は何 ら連続的な対称性を破っ て い ない よ うに見える。 従 っ

て 何 か別の こ とを考え る必要 が あ る 。 こ こで は 、 1 次元 の 場合に つ い て 、 Lieb−Schultz−

Mattis（LSM ）の 議 論 ［15」の 応 用 ［8】を論 じ よ う。　 LSM の 論 文 は既 に 40 年 以 上 前 に発 表

され た もの だが 、 そ の 後何度か 新 しい 応用 が見い だ され て きた 。

　 1次元多粒子 系の ハ ミル トニ ア ン が全粒子 数を保存 し 、 か っ 並進対称 であ る と仮定す

る 。 更に 、 時間反転対称性 または 、 サイ ト間の ホ ッ ピ ン グの 存在す る リン ク に つ い て の

鏡映対称性の どちらか を持 つ こ とも仮定する 。 以 下で は 、 簡 単の ため具体例 として

A − 一
診Σ （a｝aゴ＋・ ＋ a｝＋ ・aゴ）

　 　 　 　 　 ゴ

　　　 ＋ひΣゐゴ＠厂
1）＋ y Σ離 ゴ＋ ・

　 　 　 　 　 j　 　 　　 　 　　 　　 　 j
（30）

を考察す るが、上の 仮定を満 たす
一

般 の
一

次元 に 容易 に適用で きる。

　 周期的境界条件 を課 した長 さ L の 系 を考 え、 こ の ときの 系の 基底状態 を 【ψo＞と しよ

う。 もちろん
、

一
般にス ピ ン 系の 基底 状態 ；ψo＞は複雑な状態で あるが 、それ を具体的に

求 めな くて も以 下の 議論 には支障が ない
。

これは 6節 での 議論 と同様 で ある。 実際、 こ

れか らの議論 は、6節 にお ける Nambu −Goldstoneの 定理の 証明 に通 じるもの が ある 。 す

なわ ち 、 基底状態をゆっ く り 「ひ ね っ て 」 低 エ ネル ギ ー
の 励起状態 を構成 しよ うと言 う

の が基本的ア イデア で ある。 大きな違い は 、 Nambu −Goldstoneの 定理 の 場合 、 基底状態

で の 自発磁化の 存在を仮定 して い るの で 、基底 状態の 微小な ひ ね りに よ っ て 、基底状態

と異 な る状態 を作 る こ とが で きた の で あ る 。 しか し 、 自発磁化 が ない 場合 、 微小 なひ ね
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りで 新 しい 状態 を作れ る保 証が ない 。 （実際 、 m ，
＝ 0 な らば 6節 の 証 明は当然 なが ら通

用 しない
。 ）

　 そ こ で 、回 転角が ゆっ くり変化する が
、 回転 角 自体は小 さ くな い よ うなひ ね りを用

い て み よ う。 次の よ うな演算子 U を 定義す る 。

　　　　　　　　　　　　　　゜・ ・xp ［・・

愛 ・］　 　 　 （31）

こ の 演算子は 、 サイ ト」の 粒子の 持 つ 量子力学的な位相を 2πガ五だけ変化 させ る働きを

持っ 。具体的に は、生成消滅演算子 は

　　　　　　　　　　　　　　　tia」O
− 1 − ・

−2” ’jfLa
、 　 　 　 　 　 　 （32）

の よ うに変換 され る 。
ス ピ ン 系 に戻っ て考 えれ ば、サイ ト」の ス ピ ン を角度 2πガム だけ

z 軸まわ りに 回転 させ る こ とに な る 。 系 の 対称性 に よ り
一

様 な位相 の 変化 （z 軸 回 りの

回転）は エ ネル ギー を変えない が、こ の σ は位相変化 が場所に よ っ て 異な るの で
一
般に

は状態の エ ネル ギー を変 えるで あ ろ う。 しか し、系が十分大 き けれ ば 、 角度変化 は ゆ っ

く りになるの で 0 に よる エ ネル ギーの 増加 は小 さくな る こ とが期待で きる 。 実際、（32）
よ り

　　　　　OAO ”’ 一倉 一
一‘Σ［a｝a」＋・（e

’2π’1L − 1）＋ a｝＋ ・
aゴ（e2

π｛！D　− 1）］　　 （33）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 」

とな る。 従 っ て 、

　　　　〈ψ0【01｝〇
−1 一ノ｝iψ0〉一

写［蓼〈th・1・；・aj． ，　
一　a；． ，

・・1・・〉・ ・劇 （34）

で あ り、 時間反 転対称 性 または リン クに 関する鏡映対称性 を用 い ると 口内の 第
一

項 は

ゼ ロ になる 。 リン クが L 個 ある の で 、全体 と して 上式 は 0 （1／L）で 押 さえ られ る こ とに

なる 。

　 この こ とは 、 Olψo＞が基底状態か ら測っ て 0（1／L）の 低い エ ネル ギー
を持 っ た状態で

ある こ とを意味 して い る 。 従 っ て 、 U に よ っ て ゆ っ く り位相 を捻 る と 、 実際 に低 エ ネル

ギ
ー

の 状態を与 え る こ とが わか っ た 。
しか し、実 は これだ けで は何 も言 えた こ とに な ら

ない
。 上の 結果 は 、OliP，〉が L → OO で 元の 基底状態 1ψ0＞に漸近す る可能性 とも矛盾 し

ない の で ある 。 真 に低 エ ネル ギーの 励起状態 の 存在 を証 明す るに は 、 酬ψo＞が 1ψo＞と異

なる状態 で あるこ とを示 す必 要があ る 。

　 そ の た めに、1サ イ トの 並進移動演算子 f を考 え る。 系の 全 運動量 の 演算子 P は

i” ＝ eip によ っ て 定義 され る 。 定義よ り、格子 系で の 運 動量 P は 2π の 整数倍 の 不定性

が ある。 さて 、T の U に よ る変換を求め ると、

　　　　　　　　　　　・伽 一 蜘 ［勢写刺 一 ［iTe2T’v

　 　 （35）

となる 。 た だ し、μ 二 Σゴ毎／L は 1 サイ トあた りの 粒子 数で ある。 こ の こ とか ら、酬ψo＞

は基底状態 か ら 2π u の 運動量 を持 っ て い る こ とがわか る。 運動 量 ∫） は エ ル ミ
ー

ト演算
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子で あるか ら 、 異 なる固有値 に属す る状態は互 い に 直交す る 。 従 っ て 、v が整数で ない

限 り 、 σ1ψo＞は基底状態と直交す るこ とに なる ！こ の よ うに して 、 u が非整数の 場合 、 有
限 の 系で は サイ ズ L を大 き くす る と 1／L オ ー ダー

以下の 低い エ ネル ギー
を持 つ 励起状

態の 存在が 証明 された 。 p ， q を互 い に 素な整数 として 、
　 u ニ p／q と表 され る場合、上の

操作を繰 り返 すこ とに よ り、基底状態 を含めて q 個の 低エ ネル ギー
状態の 存在 が示 され

る 。
これ は 、 無限系で は 次の 二 つ の 可能性 を意味する 。

1，基底状態の 上に連続的 に励起状態が存在 し、ギ ャ ッ プ がゼ ロ
。

　 2．並進対称性 が 自発的に破れ 、 基底状態が q 重に縮退す る 。

後者 の 場合は ギャ ッ プ が存在 して も良い が、基底 状態 の 単位格子は qサイ トを含む こ と

に な るの で 、 基底状態 の 単位格子 あた りの 粒子数 は整数 とな り、 確か に整 合性条件 を満

足する 。 上 の 議論を振 り返 っ て み ると、σ1ψo＞の 運 動量が正 確 に 2π u で 与え られ る こ と

が重要で あ るが 、 こ れ は低 エ ネル ギ ー
状態 を構成す るための 捻 り角は系を

一
周 した時 2π

また はそ の 整数倍 しか変化 で きない と言 うトポ ロ ジ カル な制限 か ら来て い る。 従 っ て 、

整合性条件 も
一

種の トポ ロ ジカル な量子 化と考 える こ とが で きる 。

　 ただ し 、 上述の 議論 は 有限系に基づ くもの で あ り、 熱力学的極 限に お ける励起状態

の 取 り扱い が厳密で ない。厳密 には、無限系にお ける励 起状態は、無限の 基底状態に対
する有限の 範囲にお ける操作で構成す る べ き もの で あ る 。 こ の方針 で の 証明は 上の よ う
に単純で は なくなるが 、 可能で ある ［17 ，

18亅。

　 さて 、 も ともと LSM の 方法はス ピン 系に対 して 適用 され て きた もの で あるが
、 上で

示 した よ うに
一

次元の 量子 多体系に対 して 自然 に適用 で き る ［16］。 その 結果 、 量子 多体
系 に お け るギャ ッ プ の 存在 と整合性 の 関係 とい う非常 に普遍 的な 構造 が導か れ る。 LSM
の 議論は粒子 の 統計に 依存 しない こ とに注意 された い 。

　 さらに 、
フ ェ ル ミ粒子 系に対 して は 、 構成 された低 エ ネル ギー励 起状態 の 運動量 2πv

はい わゆる フ ェ ル ミ運 動量 と関連づ け る こ とが で き 、 上 の 議論 の結 果は フ ェ ル ミ液体論
で 知 られ て い る Luttingerの 定理 の

一
次元版 と して 解釈 で き る ［16］。

こ の 方 法は摂動論
に よ らない の で

、 従来の 証明よ りも広 い 適用範囲を持っ
。

　 こ の よ うに LSM の 方法は 広い 適用範 囲を持つ 強力 なもの で あるが 、 実は 、元々 の 磁

化プ ラ ト
ー

の 量子化 条件 の 証 明 に はな っ て い ない こ とに も注意す る必要 がある 。 磁 化プ

ラ トー
の 存在 は 、 磁化 （全粒子数）を変化 させ る よ うな励起に つ い て の 有限 の ギャ ッ プ

の 存在 と等価 で ある。

一
方 、 LSM の 議論で 構成す る低 エ ネル ギー

状態は基底状態 と同 じ

磁 化 を持 つ 状態で ある。従 っ て 、磁化 を変えない セ ク ター
で の み ギャ ッ プ がゼ ロ で あ る

よ うな状況 が実現 されれ ば 、
プ ラ ト

ー
の 量子化条件に対する反例 が 存在す る可能性が あ

る 。 LSM と相補的な方法 として ボ ソ ン 化法 に基 づ く場 の 理 論 ［19］に お ける対称性 に着
目 した議論 ［8］が ある 。 こ の 理論の 枠内で は全粒 子数 （磁化 あ るい は 「電荷 」）を変 える

よ うな励起 も変え ない よ うな励起 も同時に ギャ ッ プ レ ス にな る。 す なわ ち磁化プラ トー

の 量子化条件は常に成立す る 。 ボ ソ ン化法 に基づ く
一

般論 は非常に広 い 範囲の モ デル に

対 して 適用で きる と考 え られ るが 、常に成 立するわ けで もな い 。 例え ば Heisenberg強磁

性鎖では低 エ ネル ギー
励起が Loren七z 不変性 を持たず 、 ボ ソ ン 化法に よるア プ ロ ーチ は

成立 しない
。 た だ し、こ の 場合は プ ラ トーの 量子化条件の 反例 に もな っ て い ない

。 ボ ソ

ン 化法の 適用範囲外 で 、量子化条件 に 対す る反 例 が構成で き るの か 、あるい は （何 らか
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の 仮定の もとで）プ ラ トーの 量子化条件 自体を証明で きるの か
、 は今の とこ ろ未解決 の

重要 な問題 で ある 。

8　 高次元 に 向けて

LSM の方法は、二次元以上 で は （少なくと もそ の まま の 形で は）破綻 して しま う。 これ

は、d次元で LxLx ．．．× L の 系を考える と、ひ ね りに よ る各 リン ク の エ ネル ギー増

加 は 0 （11L2）で あるが リン クの 数は体積 Ld に比 例す るの で 全体の エ ネル ギー
の 増加 は

0（Ld
−2
）にな っ て しま う。 従 っ て 、　 d ≧ 2 で は こ の 議論か らは何 も言 えない

。

　
一

方 、 次の よ うな見方もで き よ う。 整合性条件は相互 作用 の ない 自由フ ェ ル ミ系で

成立 す る 。 相互 作用の 効果 は 、

一
般 に低次元で あ る ほ ど現れやす い が 、 最 も次元 の低 い

1次元で も LSM の 議論を用 い て 整合性 条件を示 す こ とがで きた 。 従 っ て 、

一
般の 次元で

も整合性 条件が 成立する と も期待 で きる 。 （言 うまで もない が 、
こ れ は厳密な議論で は

全 くない 。 ）
　 果 た して 2 次元以上 で も整合性条件の 「予想」 は成立する の だ ろ うか 。 LSM の 議論

を高 次元 に拡張する試み と して は 、 筆者の もの ［20 ，
21］が あ る 。

一
方 、 2 次元で は整 合

性条件 に対す る 「反例 1 が い くつ か提 案され て い る 。 （例 えば 、 ［22 ，
23】。 ）た だ し 、 こ

れ らは周 期的境界条件 の もとで は （ある意味で ）並進対称性 を破 る よ うな基底状態 を持

ち 、 LSM 的な議論 には矛盾 しない。 しか し、こ の 「並進対称性 の 破れ」 は物理的なオ ブ

ザーバ ブル で検出で きず 、 非物理 的で ある と考え られ て い る 。
これ らにつ い ては講義で

も簡単に触れ る こ とがで きただ けで あ るが、詳 し くは文献 を参照 されたい 。
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