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Abstract

本テ キ ス トでは、講義で とりあげる話題 の 基礎的な部分にっ い て 、入門的な解説 を行 う。

0　 は じめ に

弦理論は 、 量子 重力 を consistent に含む統 一理論 の 最有力候補で あ る 。 この 理論の 基本的

な考え方 は、物質や力 の 起源 とな る
“

素粒子
”

が点粒子で はなく実 は有限の 広が りを持 つ

ひ も（弦）で ある、 とい う事 である。そ の 際 、 低 エ ネル ギー
で観測 され る様 々 な粒子 は 、 弦

の 揺 らぎの 様々 なモ ー ドに対応 して い る と解釈され る 。 また 、弦が有限の 広が りを持 っ と

い う事か ら、 重力の 短距離で の 揺 らぎが コ ン トロ ール され 、 重力 の 量子化 が可能 に なる。

しか しなが ら 、 広が りを持 つ もの を相対論 と整 合性を保 ちなが ら量子 化 し よ うとする と 、

一
般に強い 制約 が生 じ る 。 そ の 為、弦が 運動で きる時空 自身 につ い て も、その構造が ある

程度決ま っ て しま う。 他方 、 弦の 軌跡は 2次元 の 世界面 を生む が、弦の 振動 に よ っ て こ の

世界面はラ ン ダム に 揺 らぐラ ンダム 面に なる。つ ま り、弦理 論 は時空 に埋 め込 まれ た ラン

ダム 面 の 理 論と等価で ある 。

　 こ の サブゼ ミでは 、物性の 若手の 方々 を対象に 、 ラン ダム 面の 理 論の く りこ み群的解

析 か ら弦理 論にお ける時空の 描像 を解説す る 。 とくに 、 物性の 研究者に もな じみ の 深い 模

型 を題材 とす る事で 、 弦理 論にお い て様 々 なアイ デア が 交叉 す る状況を解説 したい
。

講 義内容 （予 定）

L 弦理論の 基礎

・弦理論 とラ ン ダム 面 の 関係

・Polyakov作用 と経路積分

・共形ゲ
ー ジ と Liouville場 と共形対称性

　
申

e−mail ： ±Uimrmaegauge ．scphys ．ky 。t。
−u ．ac ．jp
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2．弦理論 が記述す る時空

・ラン ダム 面 （世界面 ）上 の く りこみ群

・

（時空の ）低 エ ネル ギー
有効理 論

・双対性 （主に T−duality）
・非可換な時空 （時間があれ ば）

3．行列模型

・ラ ン ダム 面 と行列模型

・ラ ン ダム 面上 の 可解格子模型 と線形デ ィ ラ トン 時空

・ラ ン ダム 面 上の XY 模型 と 2 次元ブ ラ ッ クホ
ー

ル 時空

・時空を生成す る行列模型 と、弦理 論の 構成的定 式化 （時間があれ ば）

以下 、 上 に挙 げた事項の うち 、 基礎 的なもの につ い て入 門的 な解説 を行 う。

1　 弦理 論の 基礎

1．1　 点粒 子 と場の 理 論

d次元 ユ ーク リ ッ ド空間中の 自由な 点粒子 を考え る。 こ の 点粒子 の 軌跡 を固有時間 丁 に つ

い て げ（T）（i ＝ 1
，
2

，

…
，
d）と表す時 、 古典的な軌跡 は、　

tt

測地距離
”

に対応す る作用 ：

　　　　　　　　　　　　　　　s・
− m ！d纛 　　　　　　　　 （・）

を最小 にす る事で 得 られ る 。 量 子化す るには 、 こ の 作用を補助場 e（T）を用い て

　　　　　　　　　　　　　・ − 1噛 1・ 争］　 　 　 （・）

と書き直したほ うが便利で ある 。 す る と、 時刻 7 ・＝ O か ら γ ＝ 1の 間に 点 略 か ら爵 へ 移

る遷移振幅は 、 この 作用 を重み とした経路積分 二

　　　　　　　・圃 一f。、。，。m。，。 、、、．。 1

［dxt（7 ）】［de（τ

　vol（diffi）

）1
謹 嘔 　　　（・）

で 与え られ る 。
こ こ で 、作用 と測度に 1次元の

一
般座標不変性 ：

　　　xi （r ）H 　xi　（f（T ）），　 e（r ）Hf
’

（τ）e（T）＋ ノ（T）e
’

（7 ）　（f（7 ）は任意の 関数）　　　（4）
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が ある為 に 、 それ に対応す る群の 体積 vol（diffユ）で割 っ てお い た 1
。 こ の 時 、　e（r ）＝ const ．（≡

T ）となるゲー ジ固定を行えば 、

　　　　　　　　P （・ i ，
x ・） − f。

°°

dT　f（錯、
押

一x ・・e
−T ・・

2
＋ m2 ・／2

　　　　　　　　　　　　　− ／（鋸、
・
i・・M ・

− M ・・

、、転、 　 　 （・）

とな り、 自由場 の 2 点関数を正 し く再 現 して い る 。

1．2　弦理論とラン ダ厶 面

上 の 議論 を点粒子 か ら 1次元 の 閉 じたひ も（閉弦）に拡張す る 。 この 時 、 固有時間を T 、 弦

の パ ラ メータ を σ （0≦σ ≦2π）とすれ ば 、 弦の 座標は xi （7 ，
σ）と表 され る

。 作用は 、 世界

面 の 面積 に置 き換わ り、

S・・［・
’

（ξ）］＝ ・　・f　d2ξ・弦   ・誠 ・煽 ， N／
・F・1E ・・軸 （6）

で 与え られ る。 こ こ で 、ξ＝ （ξ
a
）＝ （ξ

1
＝ r

， ξ
2

＝ σ）、また T は弦の 張力 （string 　tension）に

対応す る 。 以下 、 T ＝ 1／2π α
’

とも書 くが 、 α
「

→ 0 （T → Oo ）は 、 張力が 無限大の 極限 に

対応 し、弦 が点に つ ぶれ て しま う極 限にな っ て い る 。 弦理論で は α
’
の み が次元 を担 う量

で あるた め 、 以 下で は と くに必 要 の ない 限 り α
t

＝ 1 とお く。

　 さて 、 上の 作用 は 、 補助場 or。b（ξ）＝ 7bO（ξ）（α ＝ 1
，
2）を用 い る事で 、

　　　　　　　　　s［…（ξ圃 ξ）］一 咢fd・ξ面 f ・
職 ・ 　 　 （・）

とも書け る
2

。 こ の 時 、 弦の 軌跡の 総和 （分配関数）は経路積分 に よ り、

　　　　　　　　　　　z − 1［dコ’

薯齲
（ξ）］

・

−s・・
’

・ξ・：… b・ξ・・

　 　 （・）

と書か れ る 。 vol （diff2）で割 っ て い るの は 、 2 次元 の
一

般座標 変za　ca　H 　fa（ξ）に対 し、場

の 次の 変換 ：

　 xi （ξ）ト → f’

xi （ξ）≡ xi （f（ξ）），　　7ab（ξ）ト→ （f＊

7）ab （ξ）≡ ∂hfC（ξ）∂bfd （ξ）7ed（f（ξ））　　　（9）

　
1
作用 の 不 変性は、ε（r）

2
が 1次元 の 計 量 に な っ て い る 事 に 注意すれ ば明 ら か で あ ろ う。なお、測度 の 不

変性 につ い て は講義の 際に説明す る予定 で ある。

　
2So

を南部一後藤作用、　 S を Polyakov作用 と呼ぶ 。（7）の 7ab に対す る運動方程式か ら 7ab　ec　tyab　bS示 さ

れ、こ れ を   に代入すれば （6）が得られ る。
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の もとで 、 作用 と測度が不変だか らで ある （次節参照）。

　 次 に 、 上の ゲ
ー ジ対称性 に対 して ゲ

ー ジ 固定 を行 う。 こ こ では 、 共形 ゲージ ：

　　　　　　　　　　　　　　ツab （ξ）＝ eφ（ξ）
＆ab （ξ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（10）

をとる事にする 。 こ こで 、＆。b（ξ）は世界面 上の 固定 され た計量 テ ン ソル で あ る 。 これ に よ

り、3成分あ っ た 7。b の うち 、 座 標変換の 自由度に対応す る 2 っ が 固定 され 、　or。b の 揺 らぎ

は φ（ξ）だ けで 代表 され る よ うに なる 。
こ の φ（ξ）を Liouville揚 と呼ぶ 。 とこ ろ が 、 こ の

ゲージ 固定 は実は十 分で なく 、 背景計量 ＆ab に つ い て の 共形変換 ：

　　　　　ξ
a
←Hfa （ξ），　s．t．（f

’
＆）ab （ξ）＝

ρ（ξ）ラab （ξ）　（ρ（ξ）は ある関数）　　　　 （11）

に 対す るゲ
ー ジ対 称性 が 固定 されず に残 っ て しま う。 従 っ て 、 経路積分の 測度は結局

　　　　　　　　　　　　　緇 il一 讓黜）　 　 　 （12）

とな る 。
こ こ で 、 vot（conf2 ）は 、 2次元 の 共形変換群の 体積で ある。

　 以上の 事は 、 結局 、 共 形ゲージ を とっ て φ（ξ）で 書 き直 した理論が 2次元 の 共形対称性

を持 つ べ き事 を意味 して い る 。
つ ま り、弦 理 論 を 2 次元 の 揚 の 理論 と して 解釈 した場合 、

書 き直 された理 論は 臨界点直上の ス ケ ール 不 変な理 論 に な っ て い な くて は な らない
。 実

際 、 上 の 計算を精密 に行 っ た場合 、 共形対称性が え られ るの は、d ＝ 　25 に限 られ る事 が示

され る 。 次節 で 見 る よ うに 、Liouville場 φ（ξ）自身が 空間の 座標の
一

つ とみなす事が で き

る為 、 弦 は合計 26 次元で の み consistent に存在 で きる事 がわか る （超対称性 な どが なく、

か つ 平坦 な時空の 場合）。

2　 弦理 論が記述する時空

2．1　ラ ン ダム 面 上 の くりこみ 群 と時空の 低エ ネル ギー 有効理論

さて 、 これまで 平坦なユ ー
ク リッ ド空間を考えてい たが 、 これ を一

般の 背景時空まで 拡張

す る。そ の とき、作用 は
一

般 に

s［xi （ξ）， orab（ξ）］

一

、毒1・
・
ξ｛［》耕 齢 ）＋ ・

α b
醐 ・）1∂．

・
“ab　v」 ＋ T （x ）・ a

’

Rv・（・）｝ （13）
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となる 。
こ こで 、Ciゴ（x）は弦 が運動す る時空の 計量テ ン ソ ル 場 、　Biゴ（x ） ：

− Bj‘（x）は 2 階

の 反対称テ ン ソル 場 、 また T （x ）と Φ（x）は それぞれ タキオ ン 場 、dilaton場 と呼ばれ るス

カ ラー揚で ある 。

　 作用 （13）は、Gij（x）、　Biゴ（x ）、　T （x ）、 Φ（x ）を結合
“

定数
”

とす る非線形シ グマ 模型 とみな

せ る 。 前節 の議論は この 背景に対 して もそ の まま適用で き る為、結局 、弦理 論 が consistent

に存在で きる時空 は、こ の 非線形 シ グ マ 模型 の conforma1 丘xed 　point に対応 して い る事に

なる 。

　 こ の 議論を進め る為 、 経路積分の 測度 を定義し て お く。 もともとの 場 頑 ξ）と7。b（ξ）は

関数空間の 元 とみ なせ るが 、 この 関数空間の 2点 （♂ ， 7。 b）と （♂＋δxi
，ty。b＋δ7。b）の 間の 測

地距離 を

d82− 1睡 ）112＋ II・o… （ξ）1】
2

・ f　d2ξ・n・ ［鯛 ・x
’
・が ・ 凸

醐
・励 司 （14）

ととれ ば 、
こ れか ら関数空間上 の 測度 ［dxi（ξ）］．　ld7ab（ξ）］7 が 2次元の

一
般座標変換に対 し

て 不変な よ うに定義され る
3

。 上の 測地距離は 、共形ゲ
ージ の も とで

・・
2

− f　d2ξv’i・
φ

陟 ）・xt ・x ゴ
＋ ・φ

2
］ （15）

と書 けるが 、これ に 対 して 、 φの 並 進 に対 して不 変な測地 距離

d・2　・・　fd2ξv；i［（穿‘ゴ（x ）δxi δxj ＋ δφ
2
］ （16）

を導入す る と 、
こ れ か ら定義 され る測度 ［dxi（ξ）］11dorab（ξ）］T は上 の もの とヤ コ ビ ア ン の 分

だけ補正 がか か る 。

　 以上 の 議論 をま とめ る と 、 結局、分配 関数は

　　　　　　　　　　z　一
’

f［dxi（ξ）】rr【〔オっ・αδ（ξ

　　　vol （diffの

）ト謹 ・ξ・・・・… c）］

　　　　　　　　　　　　− fw w’x
’

（1，）］E・llip，，

（1）］爭卿 ・・…

とな る ．
こ こで 、S［♂ ，φ］←S［面 。 ・ユ

ー1・9（J… bi・・））は ・
一

般に次の 形 を とる ・

蜘 ，φ（ξ）】 一 纛 1・
2
ξ｛［評 ∂卿 ）・ c

・bD
・ v （・

t
， φ）1鑑xw

　　　　　　　　　　　　・ 蜘 ）・ ゴ1齬 瞬
¢

， φ）｝

（17）

（18）

3
有限次元 の Riema   多様体 M ＝ ｛g ＝＝ （q2）｝に 対 して は 、2 点 q と q ＋ δq の 間 の測地距離を ds2 ＝ ＝

9ij（g）δqiδqj とお く事で 、測度が 伽 ≡ lli　dgi　 de七（9ij（q））と 定義で きた事を 思 い 出 そ う。
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こ こ で 、 （X μ）≡ （♂ ， φ）（μ＝1
，

…
，d，d＋1）とした 。 こ の 作用にお ける結合

“

定数
”a

μ。 （X ）、

B
μ。（X ）、T （X ）、 Φ（X ）は 、

こ れ が共形不 変なもの を与える とい う要請を満た さなけれ ば

な らない 。 実際に 、 くりこ み群の べ 一
タ関数を計算 してみ る と、

　　　・ ・ β濡一 砺 栖 倉岬 ・
＋ ・E7

．
0

．
di− ・衂 ・ （・

・
　・・高獺 ）

　　　・ ・ β彦一 一1鴨 岬
・ 髄 倉・。。 ＋ （・

’
の 融 項）

　　　・ ・ 　 fi6　一 ・λ一1亀 蝕 ・（ge）
2
− ・9・a ・ m

・f’・
＋ （…　・1）高獺 ）

　　　0 ≡ β
T

＝ ＝ m2f − ▽
2ゲ＋ 2紘f▽μ¢ ＋ （α

’
の 高次項）　　　　　　　　　 （19）

とな る 。 こ こ で 、 HptvA　＝ 　apBuλ ＋ ∂uB λμ
＋ ∂λBμ v は B

μv の field　s七rength で あ り、また 、

　　　　　　　　　　　　・λ 一 羞（・
− 25），

m
・

一
一差　 　 　 （・・）

で ある 。

　 実は面 白い 事に、上 の 方程式は、次 の （d ＋ 1）次元 の 作用 の 運 動方程 式 となっ て い る 。

　　　　　 Sd ＋ 1［Gpav（x ），
B

μ （x ），
Φ（x ），

T （x ）1

　　　　　　　一 嗣 ・
d・ 1x 崎 ・

−2a

［・・一瓷・ 歯互
岬 ・

万μ λ

　　　　　　　　　　　
一・（ea）

2
＋ （▽f）

2
＋ m2 　T2＋ ・（・

’

）］　 　 （・・）

これ は 、 重力が様 々 な場 と結合 した系 を表す Einstein−Hilbert作用に他な らず、弦理論が

記述す る時空に つ い ての 低 エ ネル ギー有効作用 と解釈でき る 。 以下 、 これ の特解を挙げる 。

例 1 ： 線形 dilaton時空

a
・ ・

… 　… ，
　 9… 一 … di… 　Q・・，　 i・・一 ・・ （Q ・ 倭 21’litt−9

．
，

d
（22）

これ よ り、 と くに時空が完全 に 平坦 なとき （Q −・O）に は d　・ ・ 　25 （d ＋ 1 ＝ 26）で なけれ ば

な らない 事が わか る。なお 、非線形 シ グマ 模型 の 作用 （13）が Gaussianで あ る事か らもわ

か る よ うに 、 上 の 解は厳密解 にな っ て い て 、 α
’

の 全 次数 に つ い て 成立す る 。

例 2 ：2 次 元 （ユ
ー ク リ ッ ド）ブ ラ ッ クホ ール 時空

∂
，・　・X ・・X ・ ・　i［・a ・h2・di・dx・

＋ ・φ
・

］，　 9
． ．

一 ・，

Φ ＝
− logcoshr

，
　 T ＝ ・ O （23）
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こ れ は （19）を満たすが 、 実は α
’

展開の最低次で しか成 り立た な い
。 厳密解 は共形場理論

を用 い た解析 か ら求め られて い て、

　　　　　　鉱 ・一 ＋ ・）［（… h・

φ一1）  柚
・

］，一 … 一 ・i

　　　　　　6 −
− 1・9［… h ・ （… h・

− 1）
112

い 一 ・

にお い て k ＝ 9／4 とお い た もの に なる事が知 られ てい る
4

。

2．2　コ ンパ ク ト化 と T −duality

（24）

今 （d ＋ 1）次元時空の うち η 次元 が トーラ ス Tn に コ ン パ ク ト化 した状況 を考える 。 こ の

とき 、 X μ ニ ＠
α

，yi）（α ； 1
，

…
，
Di　i ＝ 1

，

…
，
n ）と分解すれば 、　Giゴ、　Biゴに つ い て の 有効

作用 は 、 トー ラス の 半径 を 0 に した極限で （つ ま り y一依存性 を無視 した極限 で ）、

　　　　　　　　　　・・
− f・

Dxd
・・（・・β）・

”2・・9
・β

・r　（・・ M
− 1

∂・M ）

　　　　　　　　　　（∂。 ・・dX ”dX ”
≡ ・・ β（x）・dx

αd・
e・＋・Ciゴω 姻 の

と書ける 。
こ こで 、 M （x ）は （2n）× （2n）行列で

　　　　　　M ・ 院 。潔 。］（a ・・一（G ・」），
B − （B ・」））

また、g ≡ Φ 《 1／2）log　det（Gij）で ある 。 作用 S1） は 、

　　　　　　　　　　　　　バ 周 ・A 一圏
をみたす SO （n ，

　n ；Z ）の 変換 A ∈ S（n ，
　n ；Z ）につ い て

M → ・M ’
　・・（A

− 1

）
T
・M ・A

−1

に対 して 不 変で ある。 こ の SO （n ，
　n ；Z ）を T−duality群 と呼ぶ5

。

（25）

（26）

（27）

（28）

（29）

　
4
α

’

の 展開は 1／k の 展開に対応 して い る。

　
5
形式 的 に は （25）は SO （n ，

n ；　R ）に つ い て 不 変で あるが 、講義で 説 明する よ うに、弦理論で は これ が

SO （n ，n ；Z ）まで 破れ て しま う。
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例 ：n ＝ 1

・ の一 高 は ・ 一 ・化 ・… S ・　・ 半径 にな ・叫粋 ］の M・
・ ・…

A − ［l　　　　li… （1， Ilz ）に対 ・て 半径 は

　　　　　　　　　　　　　 R ト→ Rt ＝ 1／R （＝ α
’

／R）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（30）

と変換 し、1← va）を中心 に して 反転する事が分か る 。 講義で説 明す る よ うに 、実は こ

の 変換は 、 弦の 重心 の yl方向の 運動 量 と弦の Slに対す る巻 きつ き数 を入 れ替えるもの に

な っ て い る 。 また 、 半径 が 8
、

≡ 〜／7a7で 反転す るとい う事は 、 弦理 論におい て は基本的に

1
， 以上 の 領域だけ考察すればよい とい う事を意味 して い る 。

3　行列模型

本節で は、d次元の 時空に ラ ン ダム 面の ア ン サ ン ブル を作 る手法 を概説す る。まず 、 1＞×N

エ ル ミー ト行列に値をとる場 M （x）＝ （M 。 b（x））（a ，b ＝ ＝ 1
，

…
，
N ）を導入 し、 次 の 分配関数

を考える ；

　　z − f［・M （・）］・xp ｛− N 　f　・・
… ［1（聯 ））

2
＋誓M （・）

・ − IM（・）・］｝ （31）

こ の 時 、場につ い て 2 次 の 部分の まわ りで摂動展 開を行 えば Feynman 図が得 られ るが 、

そ の 際 、 場が 2個の 添 え字 α 、 b を持 つ 事か らプ ロ パ ゲータ は 2 重線で 表 され

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　1

　　　　　　　　　　（M ・・（・）　M ・・（y）〉＝

万
δ

・d　6be△＠
一

〃）　 　 　 　 （32）

と書か れ る 。
こ こ で △（x

−
y）は点粒子 の 場合 の プ ロ パ ゲータで あ る ：

　　　　　　　　　　　・ （・ ＋ 騰 ・
幅 ・

、，辛瓰
， 　 　 （33）

　 a ・
・一一一一

〉
一一一一 d

xb ＿ ＿＿ cy

Figure　1； プ ロ パ ゲータ
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講義 ノート

一
方 、 相互 作用 は 3点頂点 ：

　　　　　　　　　　　　　 1＞λδ
d
（x

− y）δ
d
（！ノ

ーz ）

で あ るが、そ の 際向きを保 ち なが らプ ロ パ ゲータ を結ぶ 。

　　　　　　　　　　　　　　　　，人

（34）

Figure　2： 頂 点

また 、 1 っ の 添 え字が縮約す る ときにル ープ が で きるが 、それ に対 して は Σ農，
1＝N が

か か る。

ゆ
Figure　3： ル ープ

　 こ うして 、 1 つ の グラ フ は時空の 中に網状の （向き付 け られ た ）面 を 1 っ 作る事になる。

ま た 1 つ の グラ フ C に対す る N 一依存性は

　　　　　　　　　　1＞＃（頂点 ）一＃ （プ ロ パ ゲータ）＋ ＃（ル
ープ）

＝ NX （c ）　　　　　　　　　　　　　（35）

とな り、 グラフ G の オ イ ラー数 x（G ）の み に依 る よ うにな る 。

　 以上 よ り、分配 関数 Z は 、頂点 の ラ ベ ル を s、頂点の 数 を A （C）＝ Σ，
1 と して 、

　　　　　　　・ − II）　Nx （G ）

　
AA（c・1鴛驫

、丹，

△（…
− Xstl）　　 （36）
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となる 。 ちなみ に 、 各グラ フ に つ い て dua1グラフ を とれ ば、

　　（頂点）e （3 角形），　（プ ロ パ ゲータ）e （辺）， （ル
ープ）→ （3角形の 頂点）

とな り、各 グラフ は 3角形分割 され た面 を表す事に な る 。

（37）

Figure　4； duaユグラフ

　講義で 詳 しく触れ るが 、 実は d ≦ 1 の 場合に は厳密 に解 く事が で き、連続極 限 （網 の

目が細か くなる極限 、 また は頂点の 数が大きい グラフ の 寄与が効い て くる極限 ）で 、 線形

dilaten時空を表す。　LiouVille場の 自由度が入 っ て くる理 由は 、　U （N ）不変な演算子 として

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 一　 　　　 1

　　　　　　　　　　　　
T （x ・φ）≡

万
t・δ（M ω 一φ）　 　 　 　 　 （38）

などが作れ るか らで ある。実際こ の T（x ，φ）は 、 連続極限におい て 2節の タキオ ン 場 にな っ

て い る 。 ま た 、 d ＝ 1の 場合に x 　＝・　xl を コ ンパ ク ト化す る と、これ は ラン ダム 面 上の XY

模型 と等価に なるが 、こ れ も厳密に解 く事がで き 、 vortex が凝縮 した相で 2節 の 2 次元

（ユ
ーク リ ッ ド）ブ ラ ッ クホー

ル と等価にな る 。
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