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　　　ス ピン演算子 に関 して 4 次以上の項を含む

量子ス ピンモデル のモ ンテカル ロ シ ミ ュ レー シ ョ ン
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　量子ス ピ ン系に関する研究は S ＝1／2 の 場合がもっ とも 「量子性が強い 」 と期待される こ とか ら．こ

の場合が主な研究の 対象とな っ て きたが，S ＝ 1 の 1 次元反強磁性ハ イゼ ンベ ル クモデル における無秩

序基底状態に代表され るよ うに，近年は s ＞ 1／2 の場合に つ いてそ の 量子力学的な効果 を研究する こと

が盛ん にな っ て き て い る．また ，結晶場によ る磁気異方性の 効果な どを量子ス ピ ン モ デル で 考えよ うと

した場合，それは，ス ピ ン演算子につ い て
一般に高い次数の 項 によ っ て表 されるが，その ような項が意

味を持 つ の は s ＞ 1／2 の場合におい てで ある、つ まり， 異方性効果を正確に取り入れた計算を行うため

には ， 大きなス ピンに関する計算が必要になる．

　量子 ス ピ ン 系に関す る研究全般と同様 に，量子モ ン テカ ル ロ 法も こ れ まで は s ＝ 1／2 の 場合に 関する

応用例が多か っ たが，ル ープ ・
ク ラ ス タ ア ル ゴリズム 国，およ びそ の

一
般の 大きさ の ス ピ ン へ の 拡張 ［2］

に よ っ て
， 大きなス ピ ン の 系に つ い て も応用が多数報告され る よう にな っ て きて い る．そ の 様な応用例

と して ， 2 次元 S ＝ 1 反 強磁 性ハ イゼン ベ ル クモデル にお ける ， 相関長 の 温度変化 ［3］，
1次元反 強磁

性ハ イゼン ベ ル ク モ デル に お い て ， S の 値を変化 させ た とき の ギャッ プや相関長の 変化 圏，様々 な S の

値に関する 2 次元 ラ ンダム希釈反強磁性ハ イゼ ン ベ ル ク モ デル にお ける臨界濃度お よびそ の 近傍の 研究

同などが ある．これらはす べ て ス ピ ン演算子に関して双線形な場合だが，そうでない 場合 へ の 応用 とし

て は， 2 ， 3 次元 bilinear−biquadraticモ デル の 相図および有限温度臨界現象の 研究 ［6】な どがある．

　以下では ， まずス ピンに関 して高 い次数の項が含まれ る場合もそ うで な い場合に も共通 に使え るモ ン

テカル ロ法の 枠組みにつ い て 説明 し，最後にそ の 具体例の い くつ かを示す．

向き付きル
ープアル ゴリズム

　ルーブ ・クラス タア ル ゴ リズムはそれまで の 量子 モ ンテカル ロ シ ミュ レ
ー

シ ョ ンにあっ たエ ルゴー ド性

の 問題や ， 臨界点付近で の遅 い緩和な ど諸問題を解決する強力な手法 であ っ たが，外場が 存在す るとき

には著 しく非効率になる こ とが分か っ て い た．この問題 を世界線の不連続性を
一時的に許すこ とによ っ

て解決 する方法が提案され た 17］．こ の方法 にお い て は，時空 内に 2箇所，世界線が 不連続にな る箇所

（ワ
ー

ム）を つ くり，こ の ワ
ー

ム が時空 内を動き回る こ と によ っ て 状態を更新する．こ の ワ
ー

ムアル ゴ リ

ズム は外場の かか っ た問題に 関 して はループ ・
クラ ス タア ル ゴ リズム に 比 べ て優れて い たが，臨界点付
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近で の 遅 い緩和 に対 して は ， ル
ープ ・クラス タアルゴ リズム の ような劇的な緩和時間の短縮はみ られ な

い ．最近 Sylju齢 en と Sandvik［8】はこ の 両者を統一的に扱う
一
般論を提案して ，こ れ に基づくアル ゴ

リズム を向き付きル ープアル ゴ リズム （directed−loop　algorithm ）と呼んだ．これは外場がある場合 も

な い 場合に も使え，外場がな い 場 合 にはル
ーブアル ゴ リズ ム と等価 になり，外場がある場合に はワ

ー
ム

アル ゴ リズム と同様な効率の よさを持 っ て い る．

　彼 らの提案は格子上 の量子 力学的なモ デル
ー般に関する ものであ り，アル ゴリズム を考える際の枠組

み は与えて くれ るが，個々 の モデル に関 して具体的な アル ゴ リズムが直ち に導かれ るわ けで はない ．与

え られ た モ デル に対 して こ の枠組み にあては まるアル ゴリズ ムは ユ ニ
ークには決まらず，で た らめに選

んだアル ゴ リズム はほ とん どの 場合使い物にな らな い ．アル ゴ リズム の 選び方 として ，彼 ら自身が提案

して い る もの として 「熱浴法的アル ゴ リズム 」 があるが，これ も実際に用 い てみ る と多く の 場合に ごく

不満足 な結果 しか得 られな い もの で ある （以下 にそ の 例 を示す）．そ こ で 我々 は彼 らの枠組みを用い て
，

任意の ス ピ ン の 大きさをもっ XXZ モ デル に っ い て 具体的で か つ 有効なアル ゴ リズム を構成 した．

　我々 の提案するアル ゴ リズム で は通常の 世界線に よる量子モ ンテカル ロ 法と同様， 全系は d 次元の 離

散実空間と 1 次元連続虚数時間の （d＋ 1）次元時空 内に表され て い る．以下便宜的に虚数時間方向を鉛直

方向，実空間方向を水平方向と呼ぶ こ とにする．各サイ トは 1本の 鉛直方向の 直線に対応する．（この直線

をサイ ト線と呼ぶ こ とにする．）また，時空内の 各点 x ・・＝（R ，
T ）上にはス ピン変数 m （x ）＝O

，
1

，
2

，

…
，
2S

が 定義され て い て，3X（x ） ：m （x ）
− S とな っ て い る．こ の とき，新 しいアル ゴ リズ ム は以下の ような

も の になる．

1．全 系にバー
テ ッ クス を発生 させ る．ここで バ

ー
テ ッ ク ス とは隣接するサイ ト線上 にある 同時刻の

　 2 点，x 　・＝（R ，
7 ）と xt　＝（R

’

，
　r），をつ な ぐ水平な線分で ある ．バー

テ ッ クス はス ピ．ン の 状態に応

　 じた確率密度 ρ（m （x ），
m （x

「

））で 確率的に発生 される ．

2．時空内か ら
一
様ランダムに 1点 Xo を選び，そ こにワ

ー
ム対 をおく． 2 つ の ワ

ー
ムの うち動きまわ

　 る の は
一

方だけで あ り，他方 は最初の 位置か ら動かな い ．

3．動 く ワ
ー

ムを確aj　m （Xo ）／（2S）で 負の ワ
ー

ム と し，確率 m （Xo ）！（2S）で 正 の ワ
ー

ム とする．こ こ

　 で m ≡ 2S − m で あ り，正 （負〉の ワ
ー

ム とは ス ピ ン の値 を 1 増やす （減 らす〉 ワ ー
ムで ある．

　 すなわちある点を正 の ワ
ー

ム が通過する と，そ の 点 にお ける m の 値が 1増える．

4．動くワ
ー

ムをサイ ト線にそ っ て バー
テ ッ クス に当た る まで移動 し，あたる と散乱する．どの 方向に

　 散乱す るかは確率的 に決定 される．その 際の 確率はバー
テ ッ クス の 直下，直上 にお ける ス ピ ン 状

　態 によ っ てき ま り，
一

般に P （rll
「

，
m

’

；t，
m ）とかける． こ こ で ，　r は散乱 の 方向，1 ＝ m （R ，

T − E），

　 1’

； m （R ，
7 ＋ c），な どで ある．こ の 後も ワ

ー
ムは移動と散乱を繰 り返す．

5．動 く ワ
ー

ムが動か な い ワ ー
ム と同じ位置 にきた とき，もし動 く ワ

ー
ム が 正 （負）の ワ

ー
ム で あれ

　ば，確率 11而 （1／m ）で対 消滅する．消滅しな い場合 は通過する ．

xyz モ デル
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図 1： 1次元 S ＝1 反 強磁性ハ イ ゼンベ ル クモデル のス タガー ド磁化．シス テムサイズは ム ＝ 64，磁場

は 0．各点は 1セ ッ トをワ
ー

ム の対発生 と対消滅の 20000 回反復と して 50 セ ッ トの平均値を表す．

　上で 述べ た手続 きはほ とん ど Syljuasenと Sandvikの 提案 した一般論そ の ままで あり，肝心な部分は

具体 的なバーテ ッ クス の 確率 密度 ρ（1，
m ），お よびワ

ー
ムの散乱確率 P （Pll

’

，
m

「

；1，
m ）な ので あるが ， こ

れを
一
般の XXZ モデル に関して表にする と ， 1ペ ー

ジ以上 の紙面を と っ て しま うので ，
これは別 の 場

所 ［9］に譲る こと に し，こ こ で は割愛する．重 要な点は ， ス ピン分割の方法によ る シミ ュ レ
ー

シ ョ ンを

粗視化 した もの になる よ うに これ らの確率密度お よび確率が決め られ て い る こ とで ある．とくに磁 場が

0 で ある場合 には，従来から知 られて い るス ピン分割ループ ・クラス タアルゴ リズムに よる シ ミ ュ レー

シ ョ ンを考え ， これ を粗視化 したときに見える もの を ， ス ピン分割 を用 い ない で実行する こ とに対応 し

て い る．こ こで，粗視化と は，分割されてで きる個々 のス ピンに関する情報を捨て て，各時空点におい

てそ の 合計値だけを見る こ とで ある．見方をかえ て い るだ けで ，実 際に は同じ こ とを して い るの で ある

か ら磁場の な い場合には従来の ループ ・クラ ス タ アル ゴリズム と同程度 の効率の 良さが ある と期待で き

る．更に，磁場がある場合には自然にワ
ー

ム型の 状態更新 に移行する の で，ル
ープ ・クラス タアルゴ リ

ズム の 時 の ように状態が凍 りつ くとい う こ とはない．

　我 々 の 提案する粗視化され た ス ピ ン分割アル ゴリズム と，他 の 向き付きル
ープアル ゴ リズム を比較す

る た め に，S ＝ 1 反強磁性ハ イゼ ン ベ ル クモ デル に 関して テ ス ト計算 を行 っ た （図 1 ）．上述の 様に向き

付きル
ープアル ゴ リズムは ユ ニ

ー
クには決 まらない の で ，適当に い くつ かを選んだ．そ の うち 1 つ （図

中の Algorithm　4） は Syljuお en と Sandvik 自身が
一般的 なア ル ゴ リズム と して 提案し て い る 熱浴法 ア

ル ゴ リズムで ある ．図 中の Algorithm　1
，
2

，
3 はす べ て ワ

ー
ム アル ゴ リズム で は極力抑える べ きで ある と

され る turning−back 確率 を最小化 した もの で ある ．と くに Algorithm　1 は我 々 が試行錯誤 したな か で

見出した最善の解で ある ． A 玉gorithm　2
，3 お よび熱浴法アル ゴ リズ ムは低温で は収束せ ず こ れ に対 し

て Algorithm　1 および粗視化アル ゴ リズム はともに 正 しい値 に収束 した結果，互 い に
一致して い る ．こ

こ か ら分かる ことは ， 熱浴法的アルゴ リズムや い い加減 に選んだアル ゴ リズムはあま り役にたたない こ

と と，粗視化アル ゴリズム でな くて も，うま くパ ラメ
ー

タを選べ ば ， 効率のよい アル ゴリズム を見出す

こ とは で き る とい う こ とで あ る．ただ しうま い ア ル ゴ リズム を見つ ける た めには ，問題に応じて 試行錯

誤 をしなければな らず，これは S が大きくなる とや っ かい になる．
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SU （N ）モデル

　ス ピン の 長さが大 きい モデルで は ， 相互作用 に高次の項 を含 める こ とで SU （2）よりも高い対称性 を

もっ たモデル を考える こ とがで きる．一般には ス ピンが S の 場合 5U （2S ＋ 1）の モデルが構成で きる．

こ の 場合 ，ス ピ ン分割表示にお ける ア ル ゴ リズムはル
ープアル ゴリズム で あ っ て ，強磁性 ， 反強磁性の

場合それ ぞれ 単
一
種類の グラ フ で 表 され る．具体的には強磁性の 場合には N − 1 重の ク ロ スで表 され

る グラ フ
， 反強磁性の 場合に は N − 1 重の 水平線で表 されるグラ フ に なる ［9】．こ の ス ピ ン 分割アル ゴ

リズム を粗視化する こ とで ， 計算時間および必要な メ モ リ
ー量を少なくで き るが ， そ の結果の ア ル ゴリ

ズムは以下の よ うに非常に簡単なもの になる．バー
テ ッ クス 割 り当て確率密度 ρ は全体の 結合定数を 」

と して ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ρ〔17m）≡ Jδ1，th

で あ り，散乱確率は横方向散乱 （となりの サイ トに とび移 っ てか ら入射方向とは虚数時間で 逆向き方向

に 進む）確率が 1 でそ れ以外 の 散乱確率は 0で ある．我々 は こ の アル ゴ リズム を用 い て SU （N ）モ デル

の テ ス ト計算を行っ たが，ス ピ ン分割によ るもと の アル ゴ リズム よ り計算速度の 点で もメ モ リ使用量 の

点で も優れ て い た ．

まとめ

　以上 ス ピ ン が大 きく磁場がある場合に も効率よ くシ ミ ュ レーシ ョ ン を行 うため の
一

般 的な枠組み と ，

XXZ モ デルの 場合の 具体例を簡単に紹介 した．ス ピ ンが大 きい場合に意味をもっ て くる演算子に関し

て高次の項 を含むモデル へ の 応用 も期待されるが ， その
一
例 と して SU 〔N ）モ デルの 場合の アル ゴ リズ

ムを提案 した．
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