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一

般化され た伏 見 関数を用い て 量子 多体状態 の 「複雑 さ」 の 指標を定義す る試み に つ い

て 述 べ る 。

1　 イ ン ト ロ ダク シ ョ ン

　あ る量子状態 1  の 伏見関数 国は 、コ ヒーレ ン ト状態 レ〉を使 っ て

　　　　　　　　　　　　　　 究 1。〉（・）≡ 1〈・19＞12　 　 　 　 　 　 　 （1）

と定義され る・複素変数 2 は 、相空 間の 変数 （P ，q）と z ＝（q ＋　ip）／v
’i2の 関係 に よ っ て 繋

が っ てお り、量子 状態を相空間上の 分布 として 考察する こ とを可 能に し て くれ る。これ は、

量子系 と古典 ハ ミル トン 系の ダ イ ナ ミ ク ス を 比 較 し っ つ 考察する 上 で 非常に便利で ある。

　多体問題 にお い て は 、
一

般化 され た コ ヒー
レ ン ト状態 を用 い て伏見関数を定義す るこ と

に よ り、新たな物理的意味を持っ 伏見関数を構成す るこ とが で きる 。 こ の講演では 、独立

粒子的な状態 を多体問題 に お け る コ ヒ ーレ ン ト状態 と見る こ とに よ り伏見 関数 を定義し、

そ の 広 が りが 量子 状態 の複雑 さ の指標 と見なせ る こ とを説 明した 。

2　
一

般化 され た コ ヒ ー レ ン ト状態の 構成

　まず 、
一

般化 され た コ ヒ
ー

レ ン ト状態をどの よ うに構成す るか を説明 しよ う。

　
一
体問題の 場合には 、コ ヒー

レ ン ト状態は 、消滅演算子 δ ＝ （4＋ iP）〈vt2を用い て次の

ように 定義す る こ とが で きる ：

1の 一κ （・）　exp （za
†
）10＞

こ こ で N （z ）は 規格化 定数 、10）は 、 alO＞＝ O を満たす 「真空 」 で ある。2

　こ こ か ら読み 取れ る
一

般化の 方針は 、

生成演算子に パ ラ メ
ー

タを付けて 指数関 数の 肩に の せ 、「真空」 に か けよ

（2）

〔3）

とい うこ とで あ る。こ の 方 針に沿 っ て 、 様 々 な場合に
一

般化 され た コ ヒ
ー

レ ン ト状態 を定

義して み よ う。 （ちなみに 、こ れは Perelomov−Gilmore 型 と呼ば れ る コ ヒ
ー

レ ン ト状態 の

定義で ある ［2｝。 こ れ 以外 に も
一
般化 され た コ ヒ ーレ ン ト状態 の 定義は幾つ か ある。）

　
IE −mai1 ： s・・gita◎y ・kawa．ky・ t・

−u ．ac ．jp
　

2
こ こ で 、「真 空 」 とい う言葉 は 、a で 定義 され る モ

ー
ドの 励 起が な い とい う意味で 便宜 上用い て い る。ま

だハ ミル トニ ア ン を定義 して い な い の で 、通常 の 意 味で の 真 空 は 定 まっ て い な い 。り
一

群論 の 言葉 で 言 うと、
10west　weight の 状態 を取 る とい うこ とで あ る。
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2．1　 ス ピ ン系

　ス ピ ン 系の 場合は 、｛a，
at｝の 代わ りに ｛」＋ ，

」＿
，
jx｝が 基本的な演算子 で あ る 。　z 方向の

ス ピ ン が 最も小 さい 状態を 「真空」 とすると、他の 状態は 」＋ を掛けて い くこ とで 生成で

きる。ス ピ ン 」表現 の コ ヒ
ー

レ ン ト状態 は 、

　　　　　　　　　　　　 lz）＝ 人厂（x）exp （zJ ＋〕｝− J＞　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

とな る 。 あ る い は 、xJ ＋
の 代わ りに反 エ ル ミ

ー
ト化 され た形 ζJ＋

　
一ぐV ＿を用い て 、

　　　　　　　　　1ζ〉＝ 9   1− J＞＝ exp （ζ」＋
一

ζ▽ 一）1− 」〉　 　 　 　 　 （5）

とし て もよ い 。

　 ス ピ ン が幾つ も集ま っ て い る系 の 場合は 、こ の コ ヒーレ ン ト状態 の テ ン ソ ル 積を取れば

よ い 。例えば 、n −qubit系に お け る コ ヒ ーレ ン ト状態は 、

　　　　　　　　　　　　　 1⇔ ＝ 1ζ1＞  ＿   　1ζn ＞，　　　　　　　　　　　　　 （6）

　　　　　　　　　　　　　　1ζ‘〉＝ 9（ζi）1− 112 ＞　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7＞

であ る。（ζは m 個 の パ ラ メ
ー

タ ｛ζi ，
＿

， ζm ｝をまとめて表す。）実は 、ス ピ ン 1！2 の 系の

場合に は 、 （4）は全 て の 状態を表すの で 、 （6＞は、全 て の disentangled状態を表して い

る。
つ ま り、

　　　　　　　　 コ ヒーレ ン ト状態 ⇔ disentangled状態．　　　　　　　　 （8）

2．2　 同種粒子 系 、 粒子 数固定の場 合

　次に 、ボ ソ ン 、フ ェ ル ミオン等の 同種粒子系で 、粒子 数が固定 され て い る場合を考える。

こ の 場合 、ヒル ベ ル ト空 間は 、 particle−hole（ph）演算子

　　　　　　　　　　　　　　　 xl −
… ；， 　 　 　 　 　 　 　 （9）

に よ っ て 生成 され る 。 こ れ らの 演算子は 、U （N ）（N は
一

粒子 準位 の 数）の リ
ー代数の 交

換関係 を満たす ：

　　　　　　　　　　　　 ［鳳 期 一 x 〜δ卜 xf δ1．　 　 　 　 　 （10）

コ ヒ
ー

レ ン ト状態は 、例えばフ ェ ル ミオ ン 系 の 場合なら Ie＞≡ IO， ＿ ，
O

，
1＿ ，

1＞を 「真空」

と し て 、

　　　　　　　　　　　lz・一 物 （ζ殉1…　　　 （…

また は 、反 エ ル ミ
ー

ト化 され た演算子 を用 い て

　　　　　　　　　iζ・一・・ζ）1・・一 ［耳・鯉
一
げ勘］1・・ 　 （12・
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とすれ ばよ い 。 実は 、こ れは必ず ス レ
ーター行列式にな っ て い て 、また全 て の ス レ

ー
タ
ー

行列式は こ の 形で表せ る （ThoUless の 定理 ）。

　こ の こ とは 、 定義式 （12）か らは少 し分か りに くい か もしれ ない が 、次の よ うに 考えれば

良い。x／／は
一

体的な演算子な の で 、 それ を指数化した もの は ある
一

粒 子状ma　Pi を別 の
一

粒子状態 嘱に 変換する ：

9（ζ）qi ； 嘱

従 っ て 、g1 ， p2 ，＿，9m か ら組まれ た ス レ ー
タ
ー行列式は 、

9〔く）A ｛9 、（X1 ）P2 （・・2）．『『UPm（Xm ）｝；凶M 回 暢（X2 ）＿ ψ続（Xm ）｝

（13）

（14）

（A は 反対称 化演算子） の よ うに別 の ス レ
ー

タ
ー

行列 式に変換 され る。また 、こ の 形 で 全

て の ス レ
ー

タ
ー

行列式が 生成で きる こ とも殆ん ど明らか だ ろ う。従 っ て 、フ ェ ル ミオ ン 系

の 場合、

コ ヒーレ ン ト状態 ⇔ ス レー
タ
ー行列式 （15）

　ボ ソ ン 系 の 場合には 、
「真空 」は IO， ＿ ，

0
，
m ＞にな り 、 これ に g（ζ）を掛 けると、g （Xl ）．．，g （¢ M ）

とい う同じ
一

粒 子状態 の 積の 形 の 波動関数が 生成 され る 。 こ れ は 相関の な い 状態で 、また

逆に 、完全に相関の ない 状態は この タイプに限 られ るこ とが わか るの で 、

コ ヒ
ー

レ ン ト状態 ⇔ disentangled状態 （16）

2．3　 同種粒子 系 、 粒子数非固定の 場合

　粒 子数を 固定 しな い 場合 、 ph 励起 に加 え て 、　particle−particle（pp ），
　holehole（hh）励 起

も許 され る。こ れ らの 演算子全体は 、50 （2N ） （フ ェ ル ミオ ン ）、Sp（2N ，
　R ） （ボ ソ ン ）

の 代数を成す 。 1 つ も粒子がな い 状態を 「真空 」 とす ると、コ ヒ
ー

レ ン ト状態は 、pp 演算

子 X ’」　一　a；・al・を掛けて 、

　　　　　　　　　　　lz・一 一 （洞 ・・ 　 　 …

となる。（ph ，
hh 演算子は 掛け て も 0 に なる の で 必 要ない 。）詳 し くは 、［21参照。粒子 数固

定の 場合、コ ヒ
ー

レ ン ト状態が独 立粒子 状態を表すの に対し、こ の 場合は 、 独立準粒子状

態の よ うなもの を表す。

3　 一
般化 され た 伏 見 関数の 意味

さて 、コ ヒ
ー

レ ン ト状ue　lz＞が 定義で きれ ば 、ある量子状態 lg＞の 伏見関数は 、

　　　　　　　　　　　　　　咒1。）（Z）
− 1〈zl9 ＞12

と簡単 に 定義 出来 る 。 こ の 伏 見関数の 意味 を考 え て み よ う。

（18）
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　前節で 述べ た ように 、多体系の コ ヒ
ー

レ ン ト状態は、最も相関の 小 さい 、独立粒 子的な

状態を表して い る 。 また 、コ ヒーレ ン ト状態は最も局在化 した状態で もあるか ら、伏見 関

数に お い て は 、

局在 bl 独立粒子的 〔19）

とい う関係が 予想 され る。逆に言えば、

非局在 or 多体相関 、
エ ン タ ン グル メ ン ト 〔20）

とい うこ とで ある 。

　こ の （非 ）局在性を定量 的に測 るには 、 分布の モ
ー

メン ト

M
、宏1− 1輌 ｛7tlP＞（x 〕｝

q

（21）

を使 うの が よ い
。 こ こ で 、 伽 （z）は群構造か ら自然に決まる Kaar　measure で ある。特に

q が正 の 整 数の 時は 計算 しやす い 便利な量となる
3。M （の は分布が 局在し て い る ほ ど大き

い 値を持ち 、 最大値の 時は コ ヒーレ ン ト状態で ある こ とが証明できる ［3】。これ は 、例えば

qubit系な ら、

瑠 が最大 ⇔ ig＞は di・en ・angl ・d （22）

とい うこ とを鰍 す る・フ ェ ル ミオ ン 系な ら・瑠 が融 の とき 1・p＞は ス レ
ー

タ
ー

行列

式 となる 。

　また 、伏 見関数の 広が りは 、系の ダイ ナ ミクス とも直接関係する 。

一体問題 の 時には 、

容易に予想で きるよ うに 、古典系のダイナ ミクス が カオ ス 的な ら、相空間上 の 関数で ある

伏 見関数は 、それに よ っ て か き混ぜ られ て広が っ て しま う［3］。

　多体問題 の 場合に も、コ ヒ
ー

レ ン ト状態 全体が成す空 間を相空 間と 見なすこ とが 出来、

そ の 上に波束の運動方程式 として
一．ssの 古典力学を定義す るこ とが 出来 る

4
。 これ は 、　qubit

系 で あれば 古典 ス ピ ン の 運動方程式とな り、フ ェ ル ミオ ン 系では TDHF 〔Time　dependent

Hartree−Fock）と呼ばれ る方程式になる。そ の 運動が カオ ス 的で あれ ば 、 伏 見 関数は広が

り、モ
ー

メ ン トは 小 さくな っ て い くであろ うと予想で きる 。
つ ま り 、 カオ ス 的なダイナ ミ

ク ス は複雑な状 態を生成す るとい うこ とで あ る 。 図 3に 、フ ェ ル ミオ ン 系の 場合の 概念 図

を示 した 。

4　 量子状態を分類するとは ？

　 こ こ で 改 め て 、量子状態を分類す る とは ど うい うこ とか考えてみ よ う。分類 とは 、「類

に 分ける 」 こ とだが 、こ れは 、1 つ の 類に含 まれ るも の は ある意味で 同値 とみ なす 、同値

関係 を設定す るこ と と同じ で ある。し か し 、無限にあ る量子状態に対して 、
い ちい ち手で

　
3
整 数 べ きの モ ー

メン トは 、展開係 数等 の 量か ら代 数的 な公式 で 計 算で き る 圖。非整数べ きの モ ー
メ ン ト

や、エ ン トロ ピー
∫伽 （z ）Uln ” の よ うな量 を使っ て も構わ ない が 、こ の 場合 は代数 的な公式 が 存在せ ず 、積

分を 数値的に 評価 し けれ ば な らな い の で 、あま り実用 的で は な い。
　

4
具体 的に は 、コ ヒ ーレ ン ト状態 を つ か っ た 経 路積 分 の 停留位 相 の 粂件 に よっ て 定義で き る。
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m ）

図 1； フ ェ ル ミオ ン 系の 伏見関数の 概念図。1V個の
一

粒子準位に m 個の粒子 を詰めた場

合、相空間は U （N ）！（U （m 〕× U （N − m ））と な る。そ の 上 に 伏 見 関数 が 定義され 、最 も局

在化 し た波束が ス レ ーター行列式に 対応す る。こ の相空間上に は、TDHF 方程式に よる流

れが 定ま っ て お り、こ の 流れの カ オ ス性 と、伏見関数の 広が りは 、密接に 関連して い るだ

ろ うと予想で き る 。

同値関係を与えて い く訳にも い か な い の で 、 なにか基準が 必要だ 。 標準的な の は 、 量子状

態が成す ヒ ル ベ ル ト空 間に 作用す るある群 G を考えて 、 そ の 群に よ っ て あ る状態か ら別 の

状態に 移れ る場合 同値 とみなす 、と い うや り方 だ ろ う。つ ま り、

レ1＞〜IB＞　⇔ 　ヨ9 ∈ σ
，
　gレ4＞＝IB＞ （23）

考え られ る σ と し て
一

番大きい の は U （Nli）（Nff は ヒ ル ベ ル ト空 間 の 次元 〉だが 、こ の 場

合は全て の 状態が 同値になっ て しま い 、 分類しない の と同じこ とである 。 従 っ て 、U （NH ）

よ り小 さい 部分群を取らなけれ ばな らな い 。群が小 さい ほ ど 、 細か い 分類をや る こ とにな

る。各類を特徴付け る量を考えたければ 、群 G の 変換に対す る不変量を探すこ とになる e

　例えば 、mqubit 系 の 場 合 、 1＞II　 ＝ 2m で 、 標準的には 、分類の 為の群 とし て ロ
ー

カル

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

（
一

体的）な変換 G ＝ 5ひ（2）x ＿ x 　S ひ（2）⊂ U 〔2m）を取 る 。 こ れ は 、各 qubitに 対し

て ど の 状態を 「0＞と 11＞に 取るか は任意性があ るの で 、そ の 定義の 任意性に吸収で きる よ

うな違い し か 持 たな い よ うな状態達は 同値 と見なそ うとい うこ とで 、とて も自然な発想で

あ る 。 qubit の エ ン タ ン グ ル メン トの 分類 とは 、結局 の と こ ろ こ の 群 G の 不変量を リス ト

ア ッ プ して い く作業に なる。伏見関数の モ ー
メン トも、Haar　measure の性質か ら当然こ

の 群の 不変量にな っ て お り、モ
ー

メン トの 指数を変え るこ とで 多くの 不変量 を系統的に構

成で き る 。

　同様な発想で 、フ ェ ル ミオ ン やボ ソン の 系を考え て み よ う。
一

粒子準位が N 個あ っ て 、

そ の 中に m 個の 粒子が存在す るとする と、ヒル ベ ル ト空 間の 次元 1＞H は 、N （7m （フ ェ ル

ミ オ ン ）、N ＋ m − 1Cm （ボ ソ ン ）となる。こ の 場 合 ス ピ ン 系 と異な る の は 、各粒 子 が 区別 で

きな い の で 、各粒子 を別 々 に変換するよ うな操作が で きない こ とで あ る。従 っ て 、
一

体的

な変換は 、 全て の 粒 子に共通な
一

粒子準位 N 個を回す変換 C ＝ U （N ）⊂ ひ（NH ）であ る 。

　上 で 定義し た群以外 の G は あるか 、と考え る と、なか な か 難 し い 。数 学的な意味で は

U（1＞甫 の 部分群はた くさん あ るが 、物 理的に 明確な意味を持っ もの は そ う多くな い
。 例
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えば、qubit 系に 関して 、　 m 一
カル な変換よ り大 きい もの （っ ま りよ り粗 い 分類）を考え

よ うとし て も、よ く知 られ て い るよ うに 、ロ
ー

カ ル な変換に適当な 2 体的変換を組み合わ

せ ると全て の ユ ニ タ リ
ー

変換が生成で きて し ま うの で 、
ロ ー

カ ル な変換 と σ（IVH）の 中間

の 大 きさの 群は考えに くい 。

　し か し
、

い くつ か の 異なる種 類の 分類を考えられ る場合 もあ る。§2．3 で述べ た 、粒子数

非固定の 同種粒子 系の 場合、ス タ ン ダー
ドな コ ヒ ーレ ン ト状態の構成に 従 うと、SO （2N ）

（フ ェ ル ミオ ン ）または Sp（21＞，
　R ）（ボ ソ ン ）で分類する こ とに な る が 、こ れ は 、実はボ

ゴ リュ
・一一ボブ 変換に対す る不変量を構成する こ とに な っ て い る。し か し、粒子数固定の 場

合 の よ うに 、こ れ よ り小 さいge　U （N ）を取る こ とも可能で ある 。 例えば 、フ ェ ル ミオ ン 系

の場合 、SO （2N ）で 分類すると、BCS の 波動関数と 自由 フ ェ ル ミオ ン の 基底状態 の 波動関

数は共に最 も単純な 状態に なるが 、 U （N ）で考え ると異なる類に属す る こ とに なる。（も

ちろん 、BCS 状態 の ほ うが複雑 。 ）

5　 ま とめ

　伏見関数 の モ ーメ ン ト を使 っ て 、 量子多体状態の 複雑さを特 徴付ける方法 を見て きた 。

近年、多体系の エ ン タ ン グ ル メン トの 分類は ホ ッ トな話題 に な っ て きて お り、 様 々 な方法

が提案されて い るが 、 伏見関数の モ ー
メ ン トを使 うメ リ ッ トは 、

1．qubit 系 の よ うな識別可能な粒子 の 系だけ で な く、フ ェ ル ミオ ンやボ ソン の よ うな同

　 種粒 子系も自然な方法で扱 うこ とが で きる

2．ダイナ ミ ク ス との 関係が 見 えやすい

3，モ
ー

メ ン トの 指数 を変 え る こ と に よ っ て 、 多くの 指標を系統的に 生成で き る

等 の 点に ある 。

　今後は 、具体的な物理系で こ れ らの 量を計算し て 、 他の 物理量や量子情報理 論との 関係

を考えて い きた い と思 っ て い る。
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