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1　 は じめ に

　基研 「量子 カオ ス 」研究会で の私の 講演は、「量子 輸送 J を主題 とす るも の で あ っ た。しか し、そ の

内容は、既刊の 原 山卓久 ・中村勝弘共著 「量子カオス 1 （培風館 ，
2000 年）や出版予定の K ．Nakamura

and 　T ．　Harayama 共著 〔？u αntum 　Chaos αnd 　Quantum　Dots（Oxford　University　Press）に詳 しく

記載され て い る 。 そ こ で 、本稿で は、研究会で の私の講演に対す る究極的質問 「量子カオス の研

究 はど こ へ 向か うべ きな の か ？」 に対す る私 の 現時点で の 解答を述べ る こ とに した い 。

　ミ ク ロ な 量子論の 世界で は、非線形ダイナミクス は 生 じない とされて い る 。 実際、ミク ロ な量

子論の 世 界の 基礎方程式で ある シ ュ レ
ー
ディ ン ガー方程式を適用 して 量子ダイナミ クス を考察 し

て み よ う。す る と、電子の 波束は、位相速度が波数によ り異な る （つ ま り、 分散性の）ために孤立

波 にな りえずあ っ とい う間に崩壊する 。 波動関数の 初期パ ター
ンは初期値に敏感な時空パ ター

ン

に な りえず、周期的ある い は擬似周期的時間発展を示す だけで ある 。 適切な表示 （コ ヒ
ー

レン ト

表示、伏見表示など）を採用 してやる と 、 プラ ンク定数で決まる短い crossover 　time（tc）まで は 、

電子の波束の ダイナミクスは、確かに古典カオ スの振舞い を模倣する ことが で きる。しか し、時

刻 t
、 以降はやは り周期的ある い は擬似周期的時 間発展を示すだけで あ る 。これ らの が っ か りさせ

る 結論は シ ュ レ
ーディ ンガー方程式の線形性に よ り引き起 こ され る。ミク ロ な量子 論 の世 界には

本当に、ソ リ トン、カオ ス 、フ ラクタルな どの 非線形の ダイナ ミクス は期待できない の だ ろうか ？

　最近 「量子 カオス」 とい う研究分野が展開し、ノ
ー

ベ ル ・シ ンポジウム まで 開催 され る よ うに

な っ て きた。しか し、量子カオ ス の 研究は、現在まで の とこ ろ 、 古典力学で 扱 うとカオス を示す

系を量子化する と どの よ うな興味深い こ とが 得 られ る の かと い う、言わばカオス の 量子論的徴候

の 研究に とどま っ て い る 。 時間的に定常な状態 に 関して は、多数の エ ネルギー非交差に 由来す る

ウ ィ グナ
ー
型の 準位統計や周期軌道の 量子版 とも言え る波動関数の スカー （傷跡）などの 興味深

い 計算結果が報告され、量子 ドッ トを用 い てそれ らを実験的に検証する仕事も開始されて い る 。

しか し、量子ダイ ナ ミク スに っ い て は、継続 的観測 操作 によ り外部環境 と結合 させ て量子 干渉性

を抑制 し続 けな い 限 り、初期時間の 振 る舞い を除い て は、カオ ス の 徴候を示す もの が 何 もな い 。

　
1

こ の 原稿 は、基研 「量子 カオ ス 」 研究会で の 私の 講演に対 する 究極的質問 「量子カ オス の研 究は ど こへ 向か うべ き

な の か ？」 に 対 す る 私 の 現時 点 で の 解答 で あ る。
2E −mail ・ nakamu ・ a ＠ a −phys ．・ ng ．… ka−cu ．・ ・，jp
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2　シュ レー ディ ンガー 方程式 は どの よ うに導かれ た の か ？

　ここで、鼕世紀前の 1926 年 （昭和元年）にタイムス リッ プし、 20 世紀の物理学のパ ラダイ ムと

な っ た シュ レーディ ンガー方程式の誕生の ロジッ クを検討 してみよ う。 シュ レ
ーディ ンガー

の波動方程

式は彼の単名による
一連の 4 つ の論文によ り完成された 。 第 1論文は、Ann．　der　Phys．79（1926）361

頁に掲載された 。 そこで は、ニ ュ
ー トンに始ま りラ グランジ ュ 、ハ ミル トンを経て体系化された

古典・学・基齪 式・究極形式・して ・ノ丶ミル トンの 主関X ・S（・，
・t）（・ 躯

一・ 鰰 吻
に対するハ ミル トンーヤ コ ピ方程式

　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　　 　　 　　 ∂3

　　　　　　　　　　　　　　　　
H （q，

▽ qS ・
　t）＋

蕊
＝o

に着 目する 。 （上式で は関係式 p ＝ ▽qS を用い てい る 。 ）シ ュ レ
ー
ディ ンガ

ー
は、これ を変形し

て 、 電子に対す る波動方程式が 導かれ な いだ ろうか と考えた 。 ハ ミル トニ アンが時間に陽によ ら
　　　 　　 　∂s
な い系で は、
　　　　　　石

＝ − E となる の で、ハ ミル トンーヤ コ ピ方程式は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　H （q，▽α
S）＝ E 　　　　　　　　　　　　　　　　（1）

の よ うに簡単にな る。こ こ で 、
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 h
　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　　 s ＝ − lnΨ
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i

によ り波動関数 Ψ を導入 し、（1）に代入する と、

　　　　　　　　　　　　・（・（q））≡ 一譱（・、
Ψ）

・
＋ （・

一・）・
・ 一・ 　 　 （・）

とな る 。 （2）を少し書き換えると 、

　　　　　　　　　　　一蓋・〜Ψ＋ y Ψ 一譱（・，

2
（1・ Ψ））… E ・ 　 　 （・）

とな り、左辺の第 3項の ために非線形の 波動方程式を得る。しか し、彼は、（2）や （3）の非線形方

程式に興味を示さず、（3）の 非線形項を落 とした線形 方程式をミク ロ の世界の基礎方程式 とした。

彼は こ の 線形方程式 を、変分原理 とい う論理 的な装いの もとで改め て導出する こ とを試み た。つ

… 変分関数 ・ ・ 1・（・（・））dq を定義… れ が最小 ・な るよ ・… の 充たす条件 ・求・

る と、今度はめで たく、非線形項のな い線形方程式

　　　　　　　　　　　　　　　　一蓋・ 92・ ・ v ・ ・ E ・ 　 　 　 （・）

が得 られた。（4）の 偏微分方程式を境界条件を与え て解 くと、水素原子の 量子準位 （実測値）が 自

然に得 られ、ボー
アーゾンマ

ー
フ ェ ル トやアイ ン シ ュ タインーブリル ア ンーケ ラ

ー
の （整数値を作為

的に導入 した）半古典量子 化条件と訣別で き る 。 しか し、変分関数 G の 物理的意味が全 く不明な

の で、（4）の 論理的根拠 は無 い に等し い 。

　シ ュ レ
ーデ ィ ン ガ

ー
は、第 2 論文以降か らは、第 1論文で の根拠の な い 変分原理 を自分自身で

放棄 した。そ して 、新た に、幾何光学 （光路最小 の フ ェ ル マ
ーの 原理） と古典力学 （作用最小 の
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ハ ミル トンの 原理 〉との 類似性に 着目 し、波動光学 （光学 の波動版 ）の基礎 方程 式 と の 対応 を新

し い 指導原理 ＝ 戦略 として 電子に対する 波動方程式を導 くこ とを試み た。 電場 を波動場Ψ とみ な

す と、波動光学の 基礎方程式 （残念なこ とに 、 1926 年の時点で は線形方程 式 しか研究され て

い な か っ た ） と の 対応か ら

　　　　　　　　　　　　　　　　　・，

・
Ψ 一毒書雲一 ・ 　 　 　 　 （・）

が電子 に対する 波動方程式の 「ひながた 」 とな る。u は位相速度で あ り、 ドープロ イの 仮説 （E ＝

hω
，p 二 hk）を採用す る と

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ω 　 　E 　　 　 　　 　E

　　　　　　　　　　　　　　
鴛

 
＝
i　

＝ ＝

，m ，E ．v （q 　 　 　 　 （6）

さ らに、線形方程式 （5）は時間に つ い て 周期的な解

　　　　　　　　　　　　　　　　　 Ψ ； exp （±iEt／h）　 　 　 　 　 　 　 　 　 （7）

を持・ ・ と・臆 ・て嘉 一一
（万）

2

Ψ と ・・・・ ・… 代入す ・ と・確か・ ・… 再現す ・ ・

　彼 は、Ann ．　der　Phys．81（1926）109頁に掲載された最後の第 4 論文で 、ポテ ン シ ャ ル V が そ し

て エ ネルギー E が 、時間 的に変化す る場合に、（4）をど の ように拡張すれば良い の か を考察した。

こ の場合 も 、 波動光学の 基礎方程式との対応を念頭に置き、（7）の よ うに時間に つ い て 周期的な振

舞い に限定す ると、
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂Ψ　 　 　 E

　　　　　　　　　　　　　　　　　　石
＝

一
 

Ψ
　　　　　　　　　　　　（8）

（4）と （8）か ら E を消去す る と、ミ ク ロ の 世界の 基礎方程式、つ ま り時間依存の シ ュ レ
ー

ディ ン

ガー方程式

　　　　　　　　　　　　　　　蝶 一一蓋・
，

・
Ψ ・ 四 　 　 　 （・）

が 得られ る 。 （8）は Ψ の複素性を要求す る重要な式で あるが 、 時間に っ い て厳密に周期的な振舞い

を仮定して いる。こ の 仮定の ため に ，   は線形方程式にな っ て い る。しか し、V や E が時間変化

する時、時間 につ い て 周期的な振る 舞い （7）に考察 を眼定する必要 は どこにあるのだろ う。 また 、

（7）を認めた として も、E が 時間的に変化する 場合は、（8）は近似式に過 ぎな い 。 1926 年当時

と異な り、現在では （5）を非線形 領域に
一般化 した非線 形波動光学の基礎方程式が光学的 Kerr 媒

質 （光 フ ァ イバ
ー

）を伝播す る非線形波動 に 関して 良く研究され て いる。こ こ で は、光の伝播媒

質の 非線形分極率 X（3）
≠0 なので、電 場の振幅の 3乗に比例する分極が光 と相互作用し、電場に

対す る非線形波動方程式を生成す る。（光と光の相互 作用によ り非線形項が生 じ る の で は無い 。 ）

波動光学の基礎方程式との 対応を非線形領域 にま で 拡張 し、電子に対する 非線形波動方程式を導

くこ とは、少な くとも思 考 の 上 で は、興味深い 試み で ある。

3　 ワ イ ンバ ー グの非線形量子 力学

　量子力学を非線形化する試みは 、古 くは ウ ィ グナーに さか の ぼる が 、実験的検証を 意識 した定

式化はワ イ ン バ ーグに よ り初め て 提案され た 。 ワ イ ン バ ーグが着 目した の は、ア メ リカ合衆国標

準度量局 （NBS ）の グル
ープの 実験結果で 、ペ ニ ング捕獲された ペ リ リウム イオ ン の核ス ピ ン に 一
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定の静的磁場を作 用させ た時の才差運動の 振動数を磁気共鳴法を用い て 継続的に測定す る と、時

間的に 不規則な変化を示すと い う事実で ある （普通の 量子力学で は、振動数 は
一定で あ り、静的

磁 場の大き さで決ま る）。 もち ろん 、 振動数変化の 振幅は 平均値に比べ て 非常に小 さ い が 、ワイ

ン パ ーグは 、これ を量子 ダイナ ミ ク ス の 線形性の 破れ と直感 した 。 彼の 論文の詳細に つ い て は、

Phys．　 Rev．　Lett、62（1989）485　および Ann．　of　Phys．194（1989）336　を参照され た い 。 こ こ

で は、ワ イン バ
ー

グの 非線形量子力学の 概要を示す に とどめ よ う。本節では h ＝1 とする 。

　（1）まず、複素状態関数をヒル ベ ル ト空間 （有限次元で も OK ）の ベ ク トル Ψ ＝ （Ψ1，Ψ2，… ，ΨN ）
T

で表す。（T は転置操作の意味。）また 、通常の線形量子 力学と同様に ，Ψ の スカラ
ー倍 （ZΨ）は

Ψ と同じ状態を表す と約 束する。彼は 、こ れ を 「均
一性」 の 条件 と呼 んで い る。

　（II）任意の物理 量 A に対 して 、そ の期待値を Ψ
，
Ψ

率

にっ い て 2次よ りも大きな次数の非線形実数

関数 a（91， Ψ
’

）で記述され る とする。こ れは、通常の量子力学で の 実数期待値の 二 次形式 蝶 歳幽

（Aktはエ ル ミ
ー

ト行列 ； また、添字 kや 1にっ い て は和をと る）の 自然な拡張で あ る 。た だ し、

「均
一性」 の 要請よ り、実数関数 a は任意の 形をとりえず

　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　 ∂a　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　∂α

　　　　　　　　　　　　　　　　
Ψ
蹶

ロΨ

晦
＝α

を充たす もの に限定される 。 次に 、 任意の 物理量 A と B に 対応 して 、 積の 期待値 を

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂a　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂b
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 a ＊ b ≡ 一 一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂Ψh ∂Ψ走

で 定義す る 。 これ も通常の 二 次形 式 W：AnkBkm Ψm の拡張にな っ て い る 。 ただし、積をこ の よ う

に定義す る と 、 通常の 量子 力学 と異な り、積に関す る結合則が 成立 しな くな る 。

　（III）続 い て 、無限小変換 （例え ば、無限小 時間推進）に対 する無限 小増分 を定義す る 。 こ の 変

換に 共役な物理 量 （例え ば、ハ ミル トニ ア ン ） を A と し、波動関数 Ψ の 増分を

　　　　　　　　　　　　　　　　　E・a ・・
一一

礁　　　　　　　（1・）
で 定義す る 。 こ れ も、通常の 定義 6δ軌 ＝− icAktWtの 自然な拡張にな っ て い る 。 こ の 無限小変換

に対 して 、別の 任意の 物理量 B の 期待値 b（Ψ，V ）の増分は、

　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　 ∂b　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　　 ∂b

　　　　　　　　　　　　　
Eδ・ b ＝

砿
εδ・ Ψh ＋

碗
δ

・
Ψx・

　　　　　　　　　　　　　　　− zc（
∂a 　　∂b　　　　　∂a 　　　∂b
∂Ψ 鳶∂Ψ走　　∂ΨE∂Ψk）

　　　　　　　　　　　　　　　　≡ 　iE（a ＊ b − b ＊ a）≡ iE［a ，
　b］　　　　　　　　　　　 （11）

（11）の 最後の 等式は ワ イ ン バ
ー

グの 非線形量子力学の 体系が ディ ラ ッ ク括弧式で はな くボア ソ ン

括弧式に基礎を置 く非可換代数で 記述 され て い る こ とを示 し て い る。こ の ため 、結合則が破れ る

（（a ＊ b）＊ c ≠ a ＊ （b ＊ c））。

　ワ イ ン バ ーグは、上 記 、（1）
〜

（III）の 公 理 を適用 して 、時 間依存の 基礎方程式を導い た 。 すなわ

ち、ハ ミ ル トニ ア ン H の 期待値 h を用 い た恒 等式 臥 （t十 c）＝ Ψk（t）十 cδ1乙Ψk（亡）に （10）を代入す
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る と、Ψ に対す る時間依存の 非線形 シ ュ レーディ ンガー
方程式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ∂Ψk　　 ．∂h

　　　　　　　　　　　　　　　　　　石
一； − z

両 　 　 　 　 　 　 （12）

を得る 。 また 、 任意の 物理量 A の期待値 α（Ψ ，
Ψっの従う方程式は

　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　　 　　 ∂α

　　　　　　　　　　　　　　　　　　蕊
＝− i［a ，

h］　　　　　　　　　　　　 （13）

となる 。 通常の 量子 力学で は h ＝ Ψ毒ffktΨt なの で 、ハ ミル トニ ア ンの べ キ 乗の 期待値 ％
＝

Ψ遵（H
ゴ
滅 Ψi（ゴ＝ O

，

… ノ〉 − 1）が保存量で ある。この とき 、自由度 （N ）と保存量の 数が
一

致す る

ので 系は完全可積分で ある 。 こ の とき、1V次元 ヒル ベ ル ト空間で 波動関数 四
，
V は周期的ある い

は、準周期的運動をす る。しか し、（12），（13）で 記述され る 非線形量子力学で は ノ ル ム n （≡ 蝶敷 ）

とハ ミ ル トニ ア ン h は保存量で あ るが 、（h ＊ h）＊ …
＊ h などは、（II）で 述 べ たよ うに 積に 関する

結合則の 破れの ため保存量で はな い。したが っ て 、N （＞ 2）次元ヒルベ ル ト空間を持つ 系は非可積

分 とな り 、 カオスが発生 しうる 。

　N ＝ 2（Ψ ＝（Ψ1，
Ψ2）

T
）の場 合の 非線形量子力学の 具体例 として 、本節の最初に紹介 した核ス

ピンの才 差運 動 を扱 っ て みよ う。： 方向の 一定の 静的磁場の強さ を ξと して お こ う 。 こ の 時、ノ

ル ム n ≡ Ψ †Ψ ＝ 1Ψ112 ＋ 1Ψ212 と a ≡ 妾Ψ†
（∬

一
σ z ）Ψ／n ＝1Ψ212／n を用 い て 非線 形 ハ ミ ル トニ ア

ン h 二ξnh （a ）を採用して みよ う （σ ＝（ax ，
ay

，
σ x ）は パ ウ リ行列）。 こ こ で 、　h（a）が a に つ い て 非

線形である とする。E（a ）が線形の ときは、線形ハ ミル トニ アン （ゼー
マ ンエ ネル ギー

の 通 常の表

式 ＋ 定 数項）h　＝ ・　Cl　rp212に帰着する。（12）よ り

　　　　　　　　　　　　　：業1畿∴ 潔 　　　（14・

ただ し、n と h が保存量で あ る こ とを利用した。（14）は定常解 凱 ＝
　Ck 、exp （

− iCdk（α）t）（il＝ 1
，
2）を

もち、その 固有振動数は ω 1（a）；ξ（ん（a ）
− a んノ

（a ）），
ω 2 （α）＝ξ（n（a ）＋ （1一α）Et（a ））のよ うに準位の占

拠数 （α）に依存した 振動数 を持つ 。したが っ て、才差運動の振動数 Ω0（の ≡ ω 2（α ）一ω 1（a ）＝ ξ五
’

（a ）

も占拠数依存性を示す 。 （ち な み に 、通常の 量子力学で は 、n（a ）； α そして hi（a ）＝ 1　なの で 、

Ωo（a）＝ ξ。 つ ま り、才差運 動 の 振動数 は 占拠数 とは独立 な静的磁場の 強さだけで 決まる定数で

あ る 。）

　こ うい う状況下 で横方向にプ ロ
ーブ （検索）と して の 振動磁場 をパ ル ス的に く りかえ し作用 さ

せ る と 、磁気共鳴吸収の 振動数が 、 先立つ プローブ磁場によ り確定した 占拠数 （a）に依存する値

を持 つ 。そ の 結果、測定す る た びに磁気共鳴の 振動数が変化する こ とにな る 。 こ の磁気共 鳴の振

動数の 変化は決定論的で 、 通常の 量子 力学の フレ
ー

ムの よ うに測定に際 して 確 率的な要素は入 り

込 まな い
。

4　非線形 量 子 力学 の そ の 他の 試み と将来へ の 展望

　量子動 力学 の 非線 形化には他に も様 々な試みがある 。こ こ で、 2 節 の 最後 に触れた 非線形 Kerr

媒質 （光 フ ァ イ バ
ー

） にお け る非線形波動光学の 基礎方程式に着 目 しよ う。電場 を確率振幅 と読
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み替え て電子に対す る波動方程式を導くと、

・・咢一 磊▽〜Ψ ＋ ・ Ψ ＋ ・1・ 1・ Ψ （15）

（15）は、波動関数の ス カ ラ
ー倍 Ψ → ZΨ に対 して不変で は無く、ワ イン バ

ー
グの 「均

一
性」 を

破っ て い る 。 しか し 、 方程式の形が具体的な の で 、興味深い結果が得やすい 。 例と して 、

　（a）まず 、 自由粒子 （V （r）＝ 0）の場合を考 えよ うe こ れ は、空間一次元の 場合 、 ソ リトン物理

学で お馴染み の 非線形 シ ュ レ
ー
ディ ンガ

ー
方程式で あり、 安定な基本解 として ソ リトン解 （波束）

を持つ 。 こ の 波束は、自由粒子に対する通常の 量子ダイ ナ ミクス と異な り 、 永久に 崩壊 しない 。 ま

た、ソ リ トンの広が りを電子の サイズとみなせば、系の特徴的長さ と非線形 項の大 きさ g が確定

す る。波束が崩れ な い の で 、 EPR の パ ラ ドクス はもはやパ ラ ドクスで はな くな り、超光速の情報

伝 達 も実際に可能となる 。

　（b）次に 、 調和ポテ ン シ ャ ル （V （r ）＝ 圭Ω
2r2

）の場合を考え る 。 （以下 、　h ＝ ・ m ＝ 1 とする 。 ）こ

れは 、 空間 2次元で は、磁気 トラ ッ プされた ボー
ズ ・ア イン シ ュ タイン 凝縮相の パ ターン を記述

す る式にな っ て い る。しか し、本稿で は、こ の 式を、巨視的ではな く微視的量子論の 基礎方程式

とみなす 。 最近の解析によ る と、定常解 ψμ（r）eiLJ
”
t
は各種の 静止 した波束解で あ り、こ れ を用い

て、運動する波束解

　　　　　　　　　　　　Ψ
、（r ，

・t）　＝＝　q 。（・
− R （の）e

’（w ・
‘＋ R （‘）・r ・2s （‘））　 　 　 　 （16）

・得・ eS （t）・波束・心 R の翻 ・対す・ 作・… N　s（・）− f。
‘

　… 　・ 　f。
t

（IR（t）2 − v （・））dt
・ あ… は ラグ・ンジ・ 方程式叙農）一溢一 ・ ・従 ・・ （16）・ ・ 群速蜘 ・）・ 走・波束

が そ の 形状を変化させ ず、波東 中心が 古典法則 に従 っ て い る の で 、量子古典対応が 明白で あ る 。

　以上 の 考え を、ポテ ンシ ャ ル y （r）が ヘ ノ ンーハ イ レス ポテ ン シ ャ ル やキ ッ クを受 ける 回転子の

ポテ ン シ ャ ル の 場合に拡張で き る だろ うか ？拡張可能な ら ば、古典論で カオ ス を 示す系に 対応す

る 量子ダイナ ミク ス の 正体 は波束の カ オ ス 的振る舞い と い う こ と に な る。も し 、波束が 崩れて 乱

流状態が生成すれば、それ はそれ で古典ダイ ナミ ク ス で は想像もで きな い興味あ る 非線形非平衡

状態が量子 の世 界に現れ る こ とになる 。 量子力学の 非線形化によ る ユ ニ タ リテ ィ の 破れや 場の 理

論 へ の 影響に つ い て は稿を改め て触れ た い。
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