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　古典格子 系では非平衡定常状態の物理量 の 振る舞い を第
一
原理 よ り求める こ とが で きる．

そ の 手法 を紹介し，温度勾配 の ある φ
4
理論 と FPU 模型の平衡近傍 と平衡状態 よ り離れ

た状祝で の 物理 量の振る舞い を解説する．特に，位相空間 の ア トラ クタ
ー

へ の 収縮と輸送

現 象との 関係を導き ， 定量的に検証する．量子非平衡系へ の第一
原理 よ りの ア プ ロ ーチ に

つ い て そ の 問題点 を含め て 解説 をする．

1　 初め に

　初期宇宙，重イオン衝突 ， 固体／流体に お ける輸送現象な ど物理 の 至 る分野に と っ て有

限温度の 非平衡物理系の 振る舞 い の 理解は重要で ある，実際の物理 的状況 を考え る と
， 非

平衡系 の 振る舞 い に 関 して 以下 の 疑問 が 自然に生ず る．

。 系は熱平衡化 （thermalize ）して い る の であろ うか ？ 局所平衡 とは物理量の い か な る

　振 る舞 い を意味し，どの よ うに して それか らの 「ずれ」 を測定で きるの で あろ うか ？

・ 線形応答理 論は ど の よ うな領域で有効な の で あろ うか ？ それに対する補正は定量的

　に ど の よ うに振 る舞 うの か ？

。 相互 作用が強い場合に は ど の よ うに非平衡系は振 る舞 うの か ？

・ ミク ロ の物理 とマ ク ロ の 物理 の 関係は具体的に どの よ うな もの で あろ うか ？グa 一

　バ ル な平衡 と局所平衡の 関係は どの ような もの で あろ うか ？

こ の よ うな疑問に答え た い の で ， 我々 は理論に 対 して 次 の よ うな要請をす る．

。 系 を第一
原 理 よ り扱 い

， 系の ダイ ナ ミ ッ ク ス に 関して 仮定をお かな い ．仮定 をお く

　と得 られ た結果が仮定 に由来する もの なの か判断する の が困難で ある か らで ある ．

。 近似 を しな い で 非摂動的に系の ダイナ ミ ッ ク ス を求め る ．近似を用 い る と結果が そ

　の 影響を受け ， ま た
，相互作用が強 い 場合には近似 は

一般 に使え な い か らで あ る。

。 線形応答 だけでは な く， 平衡状態か ら離れた場合 も扱 う．

1E −mail ・ k ・ nOphys −h ．k ・ i 。 ．・ ・ ，ゴP
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。 系内部の 非平衡 の 状況 （流れ，温度勾配 等々）は系の 境界条件 と系内部の ダイナ

　ミ ッ ク ス に よ り生 じ，これ に 関 し何 ら仮定 をおか ない ．

これ らの要求はあま りに も理想的で あ り， 無理 に感 じるか も知れな い が ， 古典格子系で は

実は満たす こ とがで きる．近年 ， 我々 は 1 〜 3 次元の φ
4
理論 FPU 模型な ど に お い て温

度勾配がある場合に ， 様 々 な物理量 の 振る舞い を分析して い る 〔1，
2

，
　3

，
4

，
5］．なぜ古典系

を調べ る の か と い う疑問 が あるか も知れ な い ．我々 は最終的には量子的場 の 理 論に まで理

解を広げた い と考え て い る が ， まず古典系で理 解が で きなければ量子系で の 理解をしよう

とい うの は無理 な話 で ある と考えて い る．また ， 古典非平衡系自体が興味深 い系で あ り，

数々 の 未解決 の 問題が 残されて い る の で面 白い ．以下 で はそ の うち特 に ミ ク ロ と マ ク ロ の

物理 の 関係 と量子系 へ の拡張に焦点 を絞 っ て手短かに解説する．

2　φ
4
理論 と FPU 模型の 非平衡系

　我々 は以下 では 中に温度勾配の 生 じる非平衡 系 の 定常状態で の 物理 量の 振る舞い を調 べ

る．系 の 両端にサ
ー

モ ス タ ッ トをつ け温度を （瑠 ，暗）にする （図 1 （左））．系内部の領域

（V、n）の ダイ ナ ミ ッ クス に サ ーモ ス タ ヅ トの 自由度 は
一

切直接関 与 しな い ．系の温度は例

えば図 1（右）の よ うに振る舞 う．古典系で は，必要で あれ ば数値的手段も活用 して運動方

程式 を解けば，第一原理 より系 の ダイナ ミ ッ ク ス を求め られ る．
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図 1： （左）温度差の ある系 ， （右）φ
4
理論の温度の 空間依存性 の 例， （瑠 ，

To2）＝ （O．2，
0．8），

IVD ； 20．

　以下 で扱 う系の ハ ミル トニ ア ン は次式の 通 りで ある．

・ 一 Σ 誉・ 撃 ・ Vl
，　 V 一 撃（φ

4
理論），

（▽

穿
）
4

（FPU 模型） （1）
　 　 　 　 X

格子系な の で ▽φx は差分である，系の 内部で の 運 動方程式は上 記 の ハ ミル トニ ア ン か ら

得 られ る もの で あ り， 系の 両端 （図 1 （左）で ND の 領域）で はサーモ ス タ ッ トに対応する

自由度が π x と相互 作用する．ペ ージ数の ためサーモ ス タ ッ トの 詳細は割愛せ ざる をえな

い が
， 使うサ

ー
モ ス タ ッ トは Nos6 −Hoover と呼ばれて い る タイプを拡張 した も の であ り，

決定論的な も の である ［6 ，
1］。運動方程式 を数値 的手段 を用 い て 解 き， 物理量は時間平均

に よ っ て求め られる ，温度は時間平均 く頑〉で 局所的に 定義する．両端 の 温度 をサ ーモ ス

タ ッ トで コ ン トm 一
ル する と

， 系内 の φ
4
理論 ，

FPU 模型 の ダイナ ミ ッ クス に よ り温度

勾配が動的に定ま る．

　こ の ような手法 を強力で あり，第
一

原理よ り非平衡系定常状態で の 任意 の 物理量を時間平

均をとる こ と に より計算で きる．平衡近傍で温度勾配が違 う系 を扱 うこ と に よ り，Fourier
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の 法則 」 ＝− rc▽T （」
「
は熱流 κ は熱伝導度を表す）が成 り立 っ て い る こ とを検証 し ， κ

をその 温度依存性 を含め て求め る こ とが で きる ［1， 2］，求め られ た熱伝導度 κ は平衡状

態で の Green−Kubo 公式 を用い た結果 とも一
致する．また，φ

4
理論 に は バ ル ク極限が 存

在 し， κ は十分大 きな系では示強性を持つ こ とが示せ るが，FPU 模型 には バ ル ク極限は

存在 しな い ．局所平衡の破れ は Maxwel1 分布か らの ずれ と して キ ュ ム ラ ン ト ＜〈π 斐〉＞を用

い て定量的に測定で き ， 線形応答か らの 破れ ととも に ， φ
4
理 論 FPU 模型 の 両方の 系で

〜（▽ T ）
2

の よ うに振る舞う ［3］．

3　 ミク ロ とマ ク ロ の 非平衡物理

　ミ ク ロ な視点か らは
， 位相 空間内で 系の 軌跡は フ ラ クタル 次元 Dn

。q を持 つ ス トレ ン ジ

ア トラ クタ
ー

に落 ち こむ と通常考えられて い る．D
。 ，q はナ イーブな次元 （D ），

つ まり自

由度の 数， よ り非平衡状況では △ D （≡ D − D 。 。 q）だ け小 さ い ．平衡状態で は △ D ＝ 0 で

ある．次元 が 小 さ くな れば 自由度間 の 相関が必然的に生 まれ る．非平衡 の 度合 い が大き く

なれば，△D が大き くな り，熱流 などの 相関関数が大き くなる
，
と い うの は 自然か つ ミク

ロ とマ クロ の 観点 を結び付け る魅力的な概念で ある．△D の 具体的な振る舞い は どの よ う

な もの で あろ うか ？ 特に φ
4
理論 の ように示量性の ある理論で は △ D も示量的に振る舞

うと思われ る が これは どの ような こ とを意味する の で あろ うか ？こ こで は ミク ロ レ ベ ル の

△ 1） と巨視的な輸送現象を定量的に結び付け，この 考え方 を具体的な も の に する ｛7，
4】．

　上記 の ア トラ クターに よ る描像を考慮する と ， 下式 の ような振 る舞い が考え られ る．

挈 一 ぴ （
▽TT

）
2

＋ ・ （甼）
4

？ （2）

しか し，具体的に適用しよ うとする と以下 の ような問題がす ぐに浮か び上がる （図 1参照）．

1．D とは どの 自由度の 数をさすの か ？ 系の 内部の 自由度であろうか ？それと もサ ーモ

　 ス タ ッ トも含んだ系全体の 自由度で ある の か ？

2．▽ T は一
般に系内で

一
定 ではな い ．▽T とは何をさすの で あろ うか ？ ど の点の 勾配

　 で あろ うか ？ ある い は 平均で あろ うか ？

3．一般に は温度には境界で は ずれ が ある
3．こ の ずれは内部の ▽T で は取 り除かれて

　 い るが ， ずれは △D には関与しな い の であ ろうか ？

4．サ ーモ ス タ ヅ トの 種類を代えた らど の よ うな影響が △D に現れ る の だ ろ うか ？ある

　 い は現れ な い の だ ろ うか ？

以 下で △D と輸送 ，示量性 と の 関係を具体的に求めて こ れ らの 疑問に答える．

　△D は Kaplan −Yorke の 次式に よ り求め られ ，こ の 次元は振る舞い が 物理的に 「ま と

も」 な通常の 非平衡系で は他の 方法 に よ り求め られる次元と
一
致する こ とが知 られて い る

【8】，

　　　　　　　　△ 1）− 1）− K −1−≧叢章詳，　　　髫λj ≧ o ＞

要≦≒λ
ゴ　　　　　　　　　　　　（3）

3
こ の ず れの 物理 も理 解で き る 同．
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こ こ で ｛λjl）・i ≧ λ2 ≧ ＿ λD ｝は系 の Lyapunov指数で ある．おお ざっ ぱに は LyapunQv

指数 とは運動方程式の 接空間で の 固有値の 時間平均で ある．平衡 の 近傍で は次の 近似が有

効で ある．

　　　　　　　　　　　　　△ D − 一黜
・

＋ ・ 幗
・

・ 　 　 （・・

Lyapunov 指数 の和は位相空間全体の 収縮率で あ り，
こ れ は エ ン トロ ピー

の 生成率に他な

らな い ．こ こ で Vm は系内部 の 体積，　 A は断面積 をさす （図 1 （左 ）参照）．

　　　　　　書場一一S − ・ ・（
1 　 1

理 瑚）
一帰 （1療）… 」

4
・ （・・

α は境界で の 温度の ずれ の 影響であ る．上式 を用 い る と △D の 平衡近傍で の振 る舞い が

得 られ る．
　　　　　　　　　　　　　　　　△ D 　　　　J2

　　　　　　　　　　　　　　　　可
＝

。 λ跳 丁・ 　 　 　 　 　 （6）

λ％
q
。x

は平衡状態で の 最大 Lyapunov 指数で ある．こ の 導出され た式は （2）で指摘した問

題 を解決 して い る ．まず ミク ロ の △ D と マ ク ロ の 輸送現象を定量 的か つ 具体的に結び付

けて い る．κ
，
λ緜膩

が 示強性を示せ ぱ △D が示量性も持つ の も明らか で あある．省略 した

が，（6）式で境界で の 温度の ずれを考慮するこ とも可能 である．また ， （3）式を使 う と △D

を求め る の に 0 （D2 ）個 の 運動方程式 を解かねばな らな い の に対 し， （4）式で は 0 （D ）個

で十分であ り， 大き い 系は平衡近傍にな りが ちな の で △D を求め る の に （4）式 は非常に

有用な方法であ る．逆に小さ い 系で あれば Lyapunov指数を全 て求め る事 も可能で ある．

　φ
4 理論を例に と り，上で理論的に導 出された式が どの よ うに 成 り立 っ て い るか調 べ る．

まず （5）式 の エ ン トロ ピ ー生成 と Σゴ
λゴ

の 関係は 図 2 （左）に示す ように平衡近傍の みな

らず 〜J2 の ように振る舞わない よ うな領域で も完璧に成 り立 っ て い る．△ D の 示量性を

示す （6＞式 も検証で き る （図 2 （右）参照）．また ， （6）式 は理論的に は平衡近傍で 導か れ た

が ，実際 の 系では平衡か ら遠 い 領域まで成 り立 つ こ と を指摘 して お く．さ らに
一

点指摘す

べ きは △ D がサ ーモ ス タ ッ トの種類に依存する とい う こ とで あ る．こ の 依存性 はサ ーモ

ス タ ヅ トの 自由度が多 くな る とよ りカオ ス 性が強 くな り， λ緜猟
が大き くなるためで ある ，

とおおざっ ぱに理解で きる．λ器膩
は ユ ニ バ ーサル な物理量で はな い の で あ る．

0．1

壽 　。．。t
囚

O．OOI

0．0001
 

」

　

一

ぺ

§

100000

10000

1000

10010

100v

，一
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図 2： （左）Σ λゴ （ロ ，○）と AJ （1／呼
一1／囎）（＋ ，× ）の 一」 に 対する振 る舞 い を 2 つ の

異な る温度 の 場合に つ い て 示 した ．実線は   式 の 〜 」
2
型 の 振る舞い ．（右）い くつ か の

サ
ー

モ ス タ ッ トの 種類に関 して の △1） の 示量性．実線 は （6）式 の 右辺 で あ り，点線は境

界で の温度 の ずれ を考慮した場合の 理謝 直
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4　第一
原理より扱 う量子非平衡系

　以上 で見て きた よ うに古典格子系で は数値解析も利用す るこ とに よ り， 有限温度非平衡

系 の あ らゆる物理量 を第一
原理 よ り求め る こ とが で きる．こ の 状況を量子系に 拡張 で き

な い で あ ろ うか ， とい うの は 自然な発想で ある．しか し，次の よ うなあか らさまな困難が

伴 う．

1 古典 力学 の 運動方程式に量子力学では Schr6d三nger 方程式が対応する．1 自由度 （q，p）

　の振る舞 い は古典的には 2 個の運動方程式を解けば得 られるが，量子 力学で Hilbert

空間で解 くと無限個 の 微分方程式に対応する．興味 の ある （例えば低エ ネル ギーの ）

　レベ ル M 個に限定 した として も ， N 自由度に 対応 して は M ／V
個の 方程式 を解か

ね ぱならない ．一
番簡単な 112 ス ピ ン N 個で も，量子力学的に は 2N 個 の 方程式

　を解 く必要が あ る．扱 う自由度が 古典力学 に比 べ て とて つ もな く多い の であ る．

ll古典力学 とは異 な り有効なサ
ー

モ ス タ ッ トが知 られ て い な い ．古典力学で用 い た

　No語一HQover 型サ ーモ ス タ ッ トを量子 力学系で ど の よ うに適用 し て 良い の か 明 らか

　で はな い ．さらに，適用 して も有効で あるか は定か ではな い ．

1

　 　 0，8

　 　 0．6

〈 　 O．4
ミ
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図 3： 同 じ温度の 磁場中 1／2
一ス ピ ン 2 個 の 系．（左）2 つ の ス ピ ン の 期待値値 の 時間依存性

（T ＝4 の 場合）．ス ピ ン の期待値値が収束する の が見える，（右）2 個の の ス ピ ン の 期待値

（÷ ，
x ）とそ の 温度依存性．理論的期待値 tanh （11T）（点線）との

一
致が良い こ とが わか る．

　量子非平衡系で は調和振動子の場合が解析的に解かれて い る以外，第一原理よ り物理量

を求め た例は ま だあま り存在 しな い ［9】．量子非平衡系の ダイナ ミ ッ ク ス を，まず仮定や

近似を しな い で我 々 は理解 したい の で，量子 力学の本質で ある問題 1 は回避 できな い と思

われる．よ っ て ス ピ ン系の よ うに 自由度の 少な い 系 を扱 うこ とにす る．その よ うな系で も

H の サ
ー

モ ス タ ッ トの 問題が残る。これに 関 して は ス ピ ン 1 つ の 場合には Nos6−Hoover

型サ ーモ ス タ ッ トを一般化 し た もの が 有効で あ る こ とが 示 され て い る の で ［10】， こ れ を拡

張する．こ こ で は詳細 は省 くが
， 量子状態を V

’

，（t），ii　Ek（qk十 iPk）／V
’lilk＞と書き直す と ，

Schr6dinger方程式は下式 の ように 古典力学 に類似した形式に書き換え られる．

ak　・一　£ 　H ・・Pl ，　 Pk − 一
Σ蜘 qi　 Hkt ≡ 〈kiHll＞

　 　 　 ε　　　　　　　　　　　　　 1
（7）

（qk ，pκ）が ClpN
−1

に属する こ とは注意する必要が あ るが ， 上式よ り古典力学的なサ ーモ

ス タ ヅ トが 自然に拡張 で きるこ とが期待され る．物理量 は古典力学同様に Schr6dinger方
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程式を解き期待値の 時間平均によ り得 られる．しか し，設定 した温度で局所平衡 が得られ

る か ， そ し て それを どの よ うに して確認するの か ， とい う点は実際に試 して みな けれ ばわ

からな い ．112一ス ピ ン 2 つ を同 じ温度 のサーモ ス タ ッ トと相互作用 させ た結果を図 3 に

示す．こ の よ うに シ ン プ ル な系で はサ ーモ ス タ ヅ トは有効である こ とが検証 される．

5　 最後 に

　非平衡系の振 る舞 い は統計力学の創始者達が悩んだ古 くか らある分野で ある ．解析的に

解ける系は興味深い が，非常に シ ン プル な系に 限 られて お り， 現実的な系とは程遠い ．近

年の 計算機の 飛躍的な進歩に より， 古典非平衡系の 振る舞い を第一原理 よ り調べ る こ とが

小規模 な計算機 で も現在は可能である．こ れ を用 い
， よ り現実的な系の 具体的な振る舞 い

を定量的に調べ
， 物理的理解を得る事が で きる．非平衡物理に は，量子系は言うまで もな

く，古典系で も基礎的な側面で さえわか っ て い な い 困難な問題が多い ．チャ レ ン ジ ン グで

楽しい 分野 で ある と 思 う．
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