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　研究会で は次の 論文の 内容を紹介し ました ：

cond −mat ／0210444 ，
　N ．　Mae 　and 　S．　Iidal　Energy　level　statistics 　ill　weakly 　disordered　systelns ：

from　quantum 　to　diffusive　regime

1　 は じめ に

　電磁波や弾性波，ある い は電子波などが不規則媒質中を伝播する際に受ける多重散乱の 結果と

して 生じる物理量の ゆらぎの統計的性質の研究は ， 理 論上 （古典軌道不 安定性の ある系の 量子 ・古

典対応、量子 カオ ス）の 観点か ら も ， 応用 上 （ナ ノス ケ
ー

ル の 電子 回 路の特性）の観点か らも興味

あ る課題 で す 。

　こ うした ラン ダム系の 統計的性質は ，不純物ポ テ ン シ ャ ル の 摂動展開に基づ くダイア グラム 展

開法．半古典近似 （物理量を古典軌道 （特に周期軌道）
’
の 重み付きの 和 として あらわす Gutzwlllcr

を緒 とす るアプ ロ
ー

チを こ こ で は半古典近似と呼ぶ こ とにす る 、 ），ラ ンダ ム行列モデル などの 手

法を用い て 研究され て き ました 。 それぞれの アプ ローチの 守備範囲に つ い て の 従来の 認識は以下

の 様になる と思い ます ：

ランダム行列モデル ；

　　エ ル ゴー
ド時 間 （波動 関数が 系全体に広が る時間）よ り長 い時 間ス ケ

ー
ル に着目し，系の 空

　　間依存性が 無視で き る場合に ，多く の 統計量が 正確に 計算で き る。こ れ らの統 計的性質は

　　（時間反転対称性，空間回転対称性など の 幾っ か の 基本的対称性によ っ て 分類され る）ランダ

　　ム 系の 集合が共通に持つ 普遍的性質と考えられて い る 。

不純物ダ イアグラム展開法：

　　短距離の 白色ガ ウ ス 型ラン ダムポテ ン シ ャ ル 中を運動する 1粒子グ リ
ー

ン 関数の積の統計平

　　均を摂動展開に よ り計算で きる。展開パ ラ メターは 1／g （g は系の 無次元化 され た コ ンダ ク

　　タン ス ），展開に 現れ る拡散モ ードの うち，空間依存性の ない 波数 q ＝ o の モ
ー

ドの み を残

　　した結果 （これ は g → OQ の極限に相 当する）が ランダ ム行列モデル の結果に対応する 。 エ

　　ネルギー準位相 関関数に 現れ る振動な どランダム行列モ デル の 結果に 含 まれ る 非摂動的効

　　果は再現で きない 。系の 不規則さが古典軌道の 不安定性に 起因す る場合に つ い て は系統的な

　　計算方法は知られ て い な い 。
1E −mail ： iida◎math ．ryukoku ．ac ，jp
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半古典近似 ：

　　エ ネルギー
準位相関関数は古典周期軌道の 2重 和と して 表され る。対角和の み をとる近似に

　　よ りダイアグラム展開法の q ； 0 モ ードの みの 結果を再現す る 。 q ≠ oの 拡散モ
ー

ドに対応

　　する もの が何で あるかはよくわか っ て いない 。種々 の 系，特にビ リヤード系へ の 適用が 多く

　　行われて い る。対象とする現象にどのよ うな古典軌道群の干渉効果が寄与して い るかがわか

　　 りやすい 。

まとめ る と，ランダム行列 モデル は制限され た状況 下ではあるが正確な計算がで き る 。 ダイアグ

ラム展開法や半古典近似は摂動展 開の範囲に限 るが 適用 範囲が広い
， と い う こ とに な る で し ょ う。

　しか し ， 数年前 ， 超行列法 （グ リ
ー

ン関数の積の ランダムポテ ンシ ャ ル 平均を超行列の 場で書か

れ た生成関数か ら計算す る方法 ［i］）の 枠内で ， Andreev ，　 Altshuler達 【2］（以下 AA と略記 ）は 2

エ ネルギー
準位相関関数 R （s）二△

2
〈ρ（E ）ρ（E ＋ ω ）〉（ρ は エ ネルギー

準位密度 ， △ は 平均の準位

間隔 ， s ≡
ω ／△ は △ を単位 として 測 っ た準位間隔）を計算し ， 1／g2 まで の 摂動展開の枠内にお

い て も，通常の 展開点の 周 りの 摂動展開 （ダイアグラム展開法の 結果を与える）に加え て 新しい展

開点の まわ りの 展開を加え る こ とに よ り
“
非摂動的

”
振舞いが再現で きる こ と を示 しました 。 更

に ，超行列法よ りも適用範囲が広 い レプ リカ法 ［3｝や Keldysh グ リーン 関数法 ［4｝で も AA の結

果が再現され ，こ の 新 しい 展開点の 持 つ 意味が興味を引い て い ます 。

　しかし，AA の 結果は摂動展開を用い て い る為，　g 》 1 とともに s 》 1 が要求され る た め ，

g → OQ の 極限で も s が小 さ い領域にお ける ランダム行列 モ デル の 結果を （例外的な ユ ニ タ リ
ー

ク

ラスの場合を除 いて）再現し ません 。

　研究会で は ，ユ ニ タ リ
ー

クラ ス の 場合 に こ の 制限 を取 り除き， s の 全ての 領域 i5］で成 り立 つ

R （s）の 弱局在効果 （1！g2 ま で の 展開を こ こ で は弱局 在効果と呼ぷ こ とにする）の 計算手jl頂を報

告し ました。実は，ユ ニ タ リ
ー

クラス の 場合は AA の 結果が 正し い 弱局在の 表式を与え る こ とは

Duistermaat−Hecklnan によ る 定理か ら陰に保証され て い るよ うで す 。［6】こ こ で我 々 が 目的とす

る の は，それ を （他の 場合に も若干の 修正 で 使える よ うな ）具体的な 計算で 示す こ とです。

2　モ デル と計算手順

　ラ ンダム ポテ ン シ ャ ル 中を運動する 1粒子の 2エ ネル ギ
ー

準位相関関数 R （s）は超行列 σ モデ

ル で は 以 下の 積分 で 表 さ れ ます ：

　　　　　　　　　　R （・）一 ±、V 、
R ・1・・’ … ［／・・ ・… A ・？・r）］

2

， 　 　 ・1）

　　　　　　　　　　s （  誘 1・・ … ［2（・ （2（・））
2

＋ …
＋A ・（・）］・　 　 （・）

こ こ で ，V は 系の 体積，　 D は拡散係数，場の 量 Q（r）は ユ ニ タ リ
ー

ク ラス の 場合 は 4 × 4 の 超

行列とな ります 。 全て の 場所 r で Q（r ）が
一

様に動 くモ
ー

ド （こ れ を波数 q ＝・O モ
ー

ドと呼ぶ），

Q（r）＝ Q，の み を残した場合，R （s）は

　　　　　　　　R （s）　一　　豈恥　fiOQ　dλB　二　d）LFei
−S ’

〔λ u
−AI−）　−　　

cos

靉2

 

　　
1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）
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とな ります 。λB と λF は Q を表す変数の 1部です 。 上式の 積分領域の 1つ の 端点， （λB ，
λF ）・（1， 1）

は ， ◎＝ A ＝diag（1，
1

，

− 1
，

− 1）に対応し，こ れが通常の摂動展開点とな ります ：Q（r）＝・　A＋ δe（r）

とおき，δQ に つ い て 摂動展開を行 っ た結果がダイアグ ラム展開法と同じ結果を与え ます。AA の

新し い 展開点 Q ＝ 　diag（− 1
，
1

，
1

，

− 1）は積分領域の も う 1つ の端点，（λB ，
λF ）＝（1，

− 1）に対応し

て い ます 。

　さて ，AA の 結果が s 》 1 の 領域で しか成 り立たない の は，　 q ＝ o モ ード に つ い て は s → o

で 復元 力が 働かず摂動展開の妥当性が 保証され な い か らです 。 ［7］この 困難は摂動的扱 い を q ≠o

モ
ー

ドに限 り，q ＝ 0 モ
ー

ドは 正確に 積分す る こ とに よ り回避でき ます。実は，こ の 方向の 研究

は Kravtsov
，
　Mirlin（以下 KM と略記）［8］によ り既に行われ て い ます 。　KM は行列 Q（r ）を以下の

様に分解し ；

　　　　　　　　　　　　　　　　Q（・）＝ 　T 。

− iQ
（・）T。 　 ， 　 　 　 　 　 　 　 （4）

To が q ＝ 0 モ ー
ドを ，

　 Q（r）が 他 の q ≠0 モ
ー

ド を表すとし ました 。　q ≠0 モ ードに つ い て の 適

当な次数まで の 摂動計算の 結果，R （s）は q ＝o モ
ー

ドを表す少数の 変数の 定積分に な り ，
これは

摂動に頼 らずに評価可能で す 。 しかし ，KM は ω が 小 さ い と仮定して エ ネル ギー
項 （式 （2）の第 2

項）の 指数関数を展開して い るの で ，彼 らの 結果は s 《 g の 場合に しか妥 当で はあ りませ ん。エ

ネルギー項を指数関数の 肩に 乗せ たままで の 計算が 困難に なる理 由は，摂動展開に現れ る q ≠o

モ ードの伝播関数が q ＝0 モ
ードの変数に 依存する為です ：

　　　　　　　・・嚇 ・一 婆（2i・1・ 一…
＋

λ
・

圭
λ

り
一1

， ・…
’
・一・

，
・ 　 …

摂動計算によ りq ≠o モ
ー

ドを消去した後に得られ る積分は ， 従っ て ， 被積分関数として H （q ；λg，
λ
gr）

の 無限和や 無限積

　　　　　　　　　　　
・ 嚇 ）一

鳥
n （

讐畿 響 　 　 …

を含ん で お り，自明で は あ りません。

　とこ ろが ，以下に 示すよ うに ，少な くと もユ ニ タ リー
ク ラス の 場合，積分の 順序を 逆に し て ，

最初に q ＝ o モ ードを積分して しまう こ とがで きます。得 られた結果 （これは積分領域の 端 点，

（λB 　 ＝1，λF ＝土 1），で 評価 されて い る）に対して の q ≠o モ ードの 摂動展開は問題な く行え ると

い うわ けです。

3　q ＝ o モ ー ドの 積分

　い くらか の 変形の 結果，R （8）へ の q ＝0 モ
ー

ドの 寄与は 以下の 形にな ります ：

　　　R ・（・）− 1・・f・WJ （晦 p ［
一轟 1・・… （喇

21
・（・・w ）・ ・（1193），

こ こ で

　　　　　　　　　　・（s ，　w ）　一　f，
° °

dλ・ 五爾 （λ・ ，
λF ）・（λ・ ・λ・ ），

（7）

（8）
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　　　　　　　　　　　　　f（・B ，・・）一

（、。
≡、。 ）

・
eiTS

＋
（“B −”F ）

，　　　　 （・）

　　　　　　　　 9（λB ，
λ。）一 　e

’「 s＋ （λ・ 五一λ・ β）
［λ。 （1＋ A）一λ。 （1 ＋ B ）］

2
，　 　 （10）

で あ り，AB は q ≠o モ
ードの変数で表され て います 。 λB ，λF に つ い て の 積分は （λB

一λF ）
−2 ＝

ぼ
）

加
一t〔λβ

『λF ）dtを用 い る と，指数関数の 積分とな ります。積分後の 表式に は一般に

　　　　　　　　　　　　　　　　E ・ （a ）− f、
° °

1詳砒 　　　　　　 （11）

の 形の積分が残 りますが ， こ れ は q ≠ o モ
ー

ド の 変数を含ん で い ない の で 問題を生 じません 。

　この よ うな 手順で 計算を行うと，端点 （λB ，λF ）＝（1，− 1）から現れ る q ≠ o モ ードの 1／92 ま

で の 摂動展開 は結局 0 次の みが残 り

　　　　　　　　　　　が （・）一欝 ・（・ ，
1

，

− 1）・ ・（1／・
・

）・　 　 （12）

とい う結果が 得られ ，これ は確か に AA の 得た結果と
一

致して い ます。

4　 まとめと希望

　以上 の 力ずく の 計算 に よ り，ユ ニ タ リ
ー

ク ラ ス の 場合 に AA の 結果が 再現され ました 。 こ の 計

算の 過程か らは全く 自明で は あ りま せ んが ， Duistermaat−Heckman の 定理が （多分）保証する通

り，（λB ，
λF ）＝（1，

− 1）の 周 りの 摂動展 開 に現れ る伝播 関数はす べ て 相殺 しました 。

　AA の結果が 8 → 0 の 正 し い 振舞い を与えな い 他の 場合 （直交，シ ン ブレ クテ ィッ クある い はカ

イ ラル等）の 対 称性クラ ス に対する同様な 計算が 当然次の 課題とな ります 。 例えば 直交クラス の 場

合 ， やは り q ＝o モ ードで 残る 積分の端点が AA の 新しい 展開点に対応してお り見込 みが あるか

もしれ ません 。 こ の 場合は，q ・＝ o モ ードの 変数の 積分を正確に 行 う こ とは もはや期待で きな い

で し ょ う。 しか し，こ こ で得 られたユ ニ タ リ
ー

の場合の結果は式 （8）に対 する部分積分 ：

・睡 ［［F （λB ，
λF ）・（… λ・ ・鯛 こ；：1、 一［ズ・λ・ ・（・・ ，… 毳・・姻 ］1：：11

−
［ム姻 闘 誌・酬 」：：二r・ ∠

°°

・砿 ・刷 励 醗 髫窟
）
（13・

によ っ て も計算で きます 。 こ こ で ，

　　　　　　　　　　・… ，… 一一駕礁 ・帥
一b・

（。 ≒、 　 　 ・14・

は f（λB ，
λF ）の 不定積分で す 。 部分積分の 結果，残 っ て い る積分は 1／g の よ り高次 となる為 λB ，

λF に つ い て の 積分が表面項によ り評価で き，考えて い る 1／g の 範囲 で 同じ結果が得られ ます。同

様な仕組みが 他の 対称性クラ ス に っ い て も働い て い る こ とを期待 して い ます。

　こ の 報告で は ，ラ ンダ ム ポテ ン シ ャ ル 中の 1粒子 の 2エ ネルギー
準位 相関関数の 計算法と い う

非常に限定された話題に っ い て 述べ ました。しかし，もし ， 通 常の 展 開点の まわ りの 摂 動展 開の

各項にダイア グラ ムや古典軌道群を対応付ける こ とがで きた の と同様な こ とが 新 し い 展 開点の ま

わ りの 摂動展開に もで きれ ば ， ラン ダム 系 の みな らず，よ り
一

般の 摂動が使え な い系を取 り扱 う

新たな知見が得 られるか もしれな い ，など と希望して い ます。
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