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宇宙論における量子 カオス

　宇 宙 論的ス ケー
ル に お ける 重力ポテ ン シ ャル の 摂動的揺 らぎの モ

ー
ド関数は 、

Helmholtz型方程式に従い 、 自由粒子 の エ ネルギ
ー
定常状態の 波動 関数 として 解釈

す る こ とが 可能で あ る。空間が コ ンパ ク トで負の 定曲率 を持つ 系 に対 して 半 径 の

大 きい 球面上で は 、低エ ネル ギー
固有状態の モ

ー
ド関数の 値は 、 よい 近似で ラ ン

ダムガ ウス 的に揺 らぐこ とが 判明 した。将来 の 宇宙背景輻射の 温度揺 らぎの 観測

によ っ て 、 この 疑似 ラ ンダム 的な揺 らぎの 兆候 を捕捉する こ とが可 能にな るか も

しれ ない 。

国立天 文台　 井 上 太郎
1

1　 宇宙の トポロ ジー

1．1　 一
様等方モ デル

　現在標準的な宇宙モ デルは空間的に一
様等方で 定曲率で あり、 hiedmann −Robertson一

鴨 lker（FRW ）モ デル と呼ばれ る。宇宙の 大きさ を表 すス ケール 因子を α としよ う。

宇 宙の 空 間的な膨張は一
般相対性理論か ら、物 質密度 ρ と空間 曲率 K を用 い て 次

の 様に記 述 され る 。

H ・
・＋・K ！・

・ 一・・ G ・／・＋ A／・，
・ ・ 藩 （1）

こ こで 、G は重 力定数、　 tは時間、　 A は宇宙項で ある 。 無次元化さ れた膨張速度 H

はハ ッ ブル パ ラ メ
ー

タ
ーと呼ばれる 。 FRW モ デル は、ハ ッ ブルの 法則 、宇宙背景

輻射及 び軽元 素合 成の 3つ の観測事実を首尾 よ く説明する 。 H 、　K 、 ρ、　A の 値 を

観測的に 決定する 試み が長年にわた り成され て い る 。

　近年の 遠方の Ia型超新星の 光度 、 銀河団 の 個 数密度や 宇宙背景輻射の 温度揺 ら

ぎの 観測 ［1，
2］は、平坦 で 且 つ 宇宙項が存在する モ デル を示唆 してい る。 しか し、

宇宙項 の 物 質密度は時間に よ らず
一

定で ある の で 、 宇宙初期 に はその 量に 対す る

微調整が必 要とされる 。 従 っ て 、理論的には必 ず しも自然な もの とはい え ない 。 若

し 、 宇宙項 が存在 しな い とすれ ば、空間の 曲率 はやや負の 方 にずれた値 を取 るこ

とに なる 。

lE −mail ： tinoue◎th．nao ．ac ．jp
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1．2　宇 宙は 有限か無限 か ？

　宇宙論の 教科書を繙 くと、曲率 が正 の 場合は有限 、 ゼロ 又 は負の 場合は無限で

ある とい う記述が成 されて い る場合が多い 。だが 、これ は正 しくな い 。 実は 曲率

がゼ ロ 又 は負 の 場合で あ っ て も空 間を閉じさせ る こ とは可能で ある 。 例えば 、 平

坦 な無限の 空間中に立 方体 の 箱を考え 向か い 合う境界面 を 同
一

視してみ る 。 する

と観測者を出発 した光は い つ か は再び観測 者の 元 に帰 っ て くる こ とに な る 。 こ の

光の 空間上の 経路は 閉 じたループを成 し、連続変形によ っ て 1 点に っ ぶす こ とは

出来ない 。
つ ま り、非自明な トポ ロ ジーを持つ こ とにな る 。 空 問は

一
様で 平坦 で

ある に も拘 わ らず、そ の 体積は有 限で ある 。天 体 の 分布 は 、見 か け上 、 無限の 空

間中で ある周期境界条件を課 した 場合 と同等で ある 。

　空間の 「形」 で ある トポ ロ ジーを指定 しな い 限 り、曲率だ けで は、空 間が有限

か無限か は決ま らな い 。曲率が負で あ っ て も、空間は閉 じて い る場合もある の で 、

負曲率 （双曲型）の モ デル を 「オ ープン 」 宇宙モ デル と呼ぶ こ とは 適切で は ない

［3】・

1．3　閉双曲宇宙モ デル

　今後，閉 じた有限の 体積 をもつ 負の 定曲率空 間 を空 間成 分 に もつ 宇宙モ デル を

閉双 曲宇宙モ デル と呼ぶ こ とにする 。 周期境界条件を設定する ため の セル は ある

種の 多面体で 表され る 。 曲率半径で 規格化する と、そ の 体 積には下限 が存在する

こ とが知 られて い る 。 つ ま り、曲率半径の ス ケールが 入 る の で 、 平坦 なモ デル と

異な り、現在の 地平長 〜 曲率半径で あれば、セ ル の 大き さが現在の 地平長 ぐらい

で ある こ とを 自然 に説明する こ とが可能 になる か もしれ な い 。 量子宇宙論 による

と、体積 の 小 さい 宇宙が生成する確率が高い とい う議論 もある 14］。
　閉双 曲空 間 における 自由粒子の測地線流 は強い カオス 性 を示 す こ とが数学的に

証明され て い る 。
こ の 性質に ヒ ン トを得 て 、初期宇宙にお い て 、非

一
様非等方な

計量の 揺 らぎの カオ ス 的混 合が起 こ り、ほ ぼ 一
様等方な宇宙が 生 まれた とい うシ

ナ リオも提案 された 圄 が、曲率半径程度の ス ケ
ール にお ける揺 らぎの 性質 がカオ

ス 的混合を示すか どうか は 、必 ずし も自明で はな く、定 量的 な議論 も全 く成 され

て い な い 。 そ れ ど こ ろか 、摂動的な性質さ え も全 く明 らか に されて はい な い 。

　通常、摂動的 な計量 （重力ポテ ン シ ャ ル ）の 揺 らぎは背景空間 の ラプラ シア ン

の 2 乗可 積分 な 固有関数 （モ
ー

ド関数）で 展 開され る 。 なぜな ら 、 摂動 レ ベ ル で

は 、 揺 らぎの 時間発展は 、 モ
ー

ド関数の 独立な重ね合わせ で 表現 され るか らで あ

る 。閉双曲空間上 の モ ー ド関 数の 性質 はい か な る もの で あ ろ うか ？

2　宇宙マ イ ク ロ 波背景輻射

　1964 年 に Penziasと Wilsonに よ っ て 偶然 発見された宇宙マ イ クロ 波背景輻射は

今 日の ビ ッ グバ ン宇 宙論 を裏 付 ける決定的な観測的証拠 と考え られて い る 。それ
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は 、 我々 の 宇宙の 大きさが現在の お よそ千分の
一

で 、温度が約三千度の 時、プ ラズ
マ 状態で あ っ た電子 と陽子 が再 結合 して 中性水素にな り、それ まで 電子 と相互 作

用 して い た光子が 「脱出」 して 、 我々 の 基に届いた 、 ビッ グバ ンの 残 り火で ある 。

　1989年に打ち上 げられた COBE （宇宙背景輻射探査衛星）に搭載された FIRAS
（遠赤外絶対 分光光度計）か ら得 たデー

タか ら、輻射の振動 数に関する エ ネルギ
ー

分布は 160GHz （波長 1．88mm ）で 最 大値を とる絶対温度 2．73度の 黒体輻射の分布

と 60GHz か ら 600GHz の 範囲におい て 約 3千分の 1 以下 しかずれ て い な い こ とが

判 明 した。 この 事実 は、初期宇宙にお い て、非常 に高い 精度で 熱平衡状態が 保た

れてい た こ とを物語 っ て い る 。 又 、COBE の DMR （示差マ イクロ 波放射計〉は、

宇宙背景輻射の 天 空上 の空間的な温度揺 らぎは 、 大角度 スケール （10度以上）で 絶

対温 度に して 10 万分 の 2 な い し 3 度程度で ある こ とを明 らか に した 。 我々 の 宇宙

は非常 に良い 精度で等方的で ある 。

　こ の 相対的に は 10 万分の 1程 度 とい う僅か なずれ は、宇宙の 晴れ 上が り時に お

ける 、重 力ポテ ンシャ ル の 空間的な揺 らぎを表 して い る 。 こ の 揺 らぎの 統計的性

質を基 に して、宇宙 に含 まれて い る 物質 の総質量や 種類、膨張 率 、揺 らぎの 初期

条件 とい っ た情報 を得 る こ とが 出来る 。 理 論的な予 言が 出来れ ば，宇宙の トポロ

ジ
ー

に対 して も制限 をつ ける こ とが可能 にな る 。 そ の た め には、 トポロ ジ
ー

が揺

らぎ に及 ぼす影響 を詳細に調 べ る必要がある 。

3　H −G ビ リア
ー

ド系における古典論と量子論

　前述の 通 り、閉双 曲空間 にお ける 自由粒子 の 古典系は、厳密なカオス を示す理想

的な系で ある。さ らに 、量子古典対応が 厳密に求まる とい う優 れた特徴 を備えて お

り、 古 くか ら多くの研究が成されて きた ［6，
7

，
　8

，
91 （Hadamard −Gutzwiller　mode1 ）

しか し、多くの数値計算の 結果、カオス 的な系 に特 徴的な性質が量子系に鮮明 に

は現れな か っ た 。 そ の 理 由と して 、系の 持 っ て い る 「隠れた対称性」 が考え られ

る 。

2
それ は空間 M の 持つ 対称性で は な く、有限個 の M で 敷き詰め られ る よ う

な、よ り大きな空間の 対称性で ある。こ の 対称性 を表す群 くcommensurator ） は、

離散等長群が数論的な場合は PSL （2，0 ）上に 「稠密 」 に存在す る こ とが Margulis
によ っ て 明 らか に された 。 従 っ て 、数論的な系 で は固有 値や 固有関数の統計は ラ

ンダム行列理 論 の 予言 に従わ な い こ とが予測 され る 。 で は、非数論的な場合 は ど

うで あろ うか ？ こ の 場合 は、，PSL （2 ，
C ）上 に 「離散的」 に存在するの で 、カ オス 的

な系に特徴的な性質が よ り鮮明に現れる 可能性が あ る 。

3．1　周 期 軌道と対称性

　こ の 「隠れた 対称性」 の 効果 を調べ る た め、Aurichと Steinerは 、非数論的な 3

次元 orbifold に対 して 、周期軌道ス ペ ク トルの 縮退度を数値的に 調 べ た ［］。こ こ で 、

2正 確 に は、空間 の有限被覆空間の 対称性 と して 定義される。

一 157 一

N 工工
一Eleotronlo 　Llbrary 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussel 　 Kenkyu

研究会報告

2

5
　

　

　

　

　

1

1（
ご
日
Q60q

O ．5

1 2 3 　 41 5 6 7

図 1： 局所的に平均化された （△♂＝　O．2）素周期軌道の 縮退度 の 平均と分散 （1 一
σ）

の プロ ッ ト。 星は数論的 （体積 0．94）、 ダイヤモ ン ドは非数論的 （体積　1．4） な 閉

双曲 3一多様体に 対する プロ ッ トを表す 。 実線 は最小 二 乗法によ る fitting　curve （前

者は aexp （1）！1、後者は exp （bt）／（cl）の 形 を仮定 。 α
，
　b

，
　c はパ ラメ

ー
タ
ー

）。 デ
ー

タ

は3．O く 1く 7．〔〕を使用 。

縮退度 m （1）とは、同 じ長さ ‘を もつ 素周期軌道の 数で ある 。 数論的な系で は、‘は

2cosh（1）一 （代数的整数） を満た す。

一
方 、 長さ 1以下の 素周期軌道の 数 N （i）は、

漸近的に N （1）＝ exp （21）／1と書か れる 。 従 っ て 、数論的な系で は 1の 近傍で 平均化

され た縮 退度 は、〈m （1）〉○（ exp （1）！1と近似 され る 。

一
方、非数論的な系で 、 この

よ うな縮退度 の 指数関数的発散が起 こ るか どうか は 自明 ではない 。 と ころ が 、非

数論的な 3次元 orbifeld の 場合は 、 同様な指数関数的発散が み られた 。3次元多様

体の 場合は どうで あ ろ うか ？

　図 1に示すよ うに、筆者によ る数値計算の 結果 、非数論的な 3一多様体の場合 も、

縮退度 に指 数関 数的発散 が ある こ とが 判明 した ［11］。 しか し 、 その 発散は 、数論

的な場合 に比 べ やや 弱い （〜 exp （0、61））。 この 結果 は 、 非数論的な系で あ っ て も 、

cOmmensurator が PSL （2 ，
C ）上 にかな り密 に分布 して い る こ とを示 唆 して い る 。

も しそ うだ とす る と、閉双曲 空間を非対称化 して も，古典的 にカオス 的な 系に対

する 予言 を期待す るの は無理 とい う こ とに なる 。

3．2　 モ ー ド関数の疑似ラ ンダム性

　今度は量子論を考えよ う。閉双 曲空間に対応 した周期境界条件 を課 した Helmholtz

型方程式

　　　　　　　　　　　　　（▽
2
柄

2
）蝋 x ）− 0 　 　 　 　 　 　 　 （2）

を考 える。こ の 方程式 を解 析的 に求 める こ とは 困難で あるが 、 普遍被覆空間上 （無

限の 単連結双曲空間）の Green 関数は解析的 に求め られ るの で 、境界要 素法を用

い れ ば、数値計算 によ っ て 解く こ とは可 能で ある。モ ー ド関数 蝋 x ）の 定量的な振
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る 舞い をみ る た め、モ ー ド関数を規格直交化 した後、普遍被覆空間上 の 2 乗固有

関数 X
レi（x）Yl． （θ， φ）で 展開して み よ う。 擬球面座標 （R

，
　x ，

θ
，φ）で は、展開係数

ξ。tm を用い て 以下の よ うに記述 され る 。

Uv ＝ Σ⊃ξvtm 　Xvl（x）ylm（θ， φ〉
　 　 どπし

（3）

こ こで u ＝ VPt
−
1で あ り、双 曲空間上 で定義 される 波数で ある 。 また 、　Ytmは

（複素）球面 調和関数で ある 。 モ
ー

ド関数の 空間的な揺 らぎの情報は展開係数 ξ。‘耽

に全 て 含まれ る 。 も し、 こ の 展開係数が 「ラ ンダム 1 で あれ ば、モ
ー

ド関数の揺

らぎも 「ラ ン ダム 1 で ある こ と にな る 。系が古典的にカオス 的で あれ ば、エ ネル

ギ
ー

準位の 高い 極限で は 、 揺 らぎはガウス 分布 に従 うラ ンダム 場と して 振る舞 う

こ とが期待さ れる 。 数値計算の結果 、 驚 くべ き こ とに、エ ネルギ
ー

準位の 低い場 合

で あ っ て も 、 良い 近似で 展開係数はガウス 分布に従うラ ン ダム 数とみ な して よい

こ とが
’

明らかに なっ た ［12，
13i。よ り正確には、ある向き を持 っ た観測点 に対 し，

1（t＋ 1）＋ m ＋ 1 の 順 に並べ た展 開係 数は平均がゼ ロ 、 分散が u
−2 の ガウス 分布に

従う。 無論、 「隠れ た対称性」 の 固定点 にお い て は 、展開係数の 間に強い 相関が生

じて しまうの で 、全 て の 固有モ
ー

ドを完全なガ ウス 的ラン ダム場 と してみな して

よい わ けで はない 。 又 、 ごが 小 さい場合は 、ラン ダム性が 弱くな る傾向が ある こ と

も判明 した 。 厳密 に は 、 1＞ ＞ 1の極 限につ い て の み成立する性質か も しれ な い。

　こ の モー ド関数の 疑似 ラ ンダム性の 起源は一
体何で あろ うか ？十分小 さい 角度

ス ケール 1 ＞ ＞ 1 の 寄与 を考えよ う。 この 場合半径の 非常 に大 き い球面 S 上 で の 揺

らぎを考える こと と同等で ある 。 S をセ ル （Dirichlet基本領域）内に引き戻す こ と

を考えよ う 。 する と S は ergodic にラ ンダム にセ ル内を埋め尽 くすであ ろう 。 従 っ

て 、S 上 の 揺 らぎは特別な方向を持たない 。 こ の こ とか ら 、 揺 らぎは S 上で はガ

ウス 的な ラ ン ダム場とみなせ るだ ろ う。1が小 さ くなれ ば、対 応する球面の 半径も

小 さ くな る の で 、ラ ンダム性は弱 くな る で あ ろ う。 しか し 、 厳密な数学 的証 明 は

未だ 成さ れてい な い 。

4　結論

　紙面の 都合で 述 べ られ なか っ た が 、 モ
ー

ド関数の 疑似 ラン ダム 性か ら、閉双 曲

宇宙にお ける 宇宙背景輻射の 温度揺 らぎの統 計的性質 を予言す る こ とが 可能 にな

る 。 も し 、大角度 の温 度揺 らぎに等方的な skewncss ゼ ロ kurtosis正 の 非ガウス 性

が あ り、さ らに ス ケール依存性が観測されれ ば、宇宙の 空 間成分が 閉双 曲空間の

トポロ ジーを持つ 強い 示唆 にな る もの と思 わ れる ［14】。

　COBE の データは 10度以下の 角度ス ケー
ル に対して は 、 ノイズ の大 き さが シ グ

ナルよ りも強 くな り 、 天球 上で 、どの 部分が冷た くどの 部分が熱い の か を決定する

こ とは出来ない 。 直接 に周期構 造 を探 っ た りに よ る方法や 非 ガ ウス性 に よ る 、宇

宙の 「有限性」 の 探索の た め に は、ノイズの 小 さ い精密な揺 らぎの 測 定 を天球上

の広 い範囲 に わた っ て 行 う必 要がある 。
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研究会報告

　米航空宇宙局 （NASA ）が 2001年 6 月 に打ち上 げた MAP が 2003 年 1 月にデー

タを公表す る予 定で あ り、我々 は宇宙論的ス ケ
ー

ル に 関す る新 しい 情報 を得 る こ

とが 出来 るだろ う。 我々 の 「標準的」 宇宙モ デルは どこ まで 正 しい の で あ ろうか ？

請う ご期待 。
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