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場の 理論 と量子 カオス の 接点
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　場 の 理論の 立場か らカオ ス 現象を議論 した研究は これ までい くつ か ある もの の 、 大 き な

流れ には な っ て い ない 。 しか し、非線形 問題 の 中の 「非可 積分系」 を 「完全 可積分系」 に

対比 させ て 見た 時 、 それ らを 区別 して い るもの は何か 、 と言 う疑問は場の 理 論 とい え ども

興味あるテ
ー

マ で ある 、

　古典力学にお ける 「完全可積分系」 は Arnold の トー ラ ス 上 の 運動 と して 明確に 記述 さ

れ る。そ して その 軌道 が安定 に存在 し続け るか 、それ と もカ オ ス に崩壊するか は KAM の

定理 に よ っ て判定で きる 。
KAM の 定理 は 「完全可積分系」 と 「非可積分系」 の 境 界 を規

定 して い る 。 量子 系に つ い て も 、 同時対角 化可能な演算子が 自由度の数 だ け在れば、系の

状態を完全 に決 定す る こ とが出来る。 しか し量子論的な KAM の 定理 は あ るの だ ろ うか ？

それ を Gallavotti等の 仕事を参照 しなが ら考察 して 見たい 。

1 可積分系と非可積分 系の 接点　 KAM の 定理

　完全可 積 分 な d 自由度 の 力 学系の 運 動 は 、作用変数 」 ＝ （Jl，
」2ド

・・
，
　Jd）、角 変数 θ ＝

（θ1 ，
θ2 ，

…
，
θd）を適 当に 選 べ ば J ＝ ω ＝ cOnst ．

，
θ＝ ω t＋ const ，とな り、与 え られた 初

期値 ご とに半径 〜甌 ，
k ＝ ＝ 1

，
2

，

…
，
d の トー

ラス 弾 上に
一

つ の 軌道を描く。

　 もし こ の 系に 摂動 が加 わ り Hamiltolliallが

　　　　　　H （
　 　 　 　 1
θ

，
」）ユ

互
J ・」＋ EV （θ，
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　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 q

とな っ た と しよ う。 和 は q ∈ zd で ある。母 関数

　　　　　　　　　　F （」
’

，
θ） ・− J ’ ・θ＋ i・　2 　Cq （J

’

）etq
・θ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 q

に よる 正 準変換 を考 える と、新 しい 変数 （θ
’

，
J

「

）で 書い た ハ ミル トニ ア ン は

Hf（J〜θ
广

） ＝ H6 （J
’

）＋ ・ Σ ｛（Vq（1 ）一
（」

’ ・q）σq（1 ）｝ε
乞q θ

＋ 0 （〜）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　q

とな り、 母 関数 の 係数 を

qω

＝

qJ
；

（1）
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と選 べ ぱ摂動 に よる ∈ の 項 が消去 され る。 この よ うな 正準変換 を続 ける こ とが 出来れ ば

トー ラス は 多少変形 されな が ら存在 し続け る 。
しか し

　　　　　　　　　　　　　　　　　1ω ・ql く cVq

となる q にお い て軌道間に非線形共鳴 が生 じるた め一
般に トー ラス は崩壊す る 。 こ れが

Poincar6の 主張 である。

　しか し 、共 鳴が生 じる ω の 測度 はゼ ロ ！　 実際、 「あ る定数 K 及び α ≧ 2 に 対 して 、

Diophantine条件

　　　　　　　　　　　　　　1… 1・ 詳， ・ ≠・・ 　 　 　 （・）

が満た され る限 り、 トーラス は崩壊か ら救われ る」 とい うの が KAM の 定理 の 内容で ある 。

2　 量子 場の 理論 と量子 カオ ス の 接点

　KAM の 定理 を証 明す るに は、如何 に 効率的 に 摂動 展 開を収 束 させ るか が 重要 で あ る 。

Eliasson［1】は異なる次数 の 摂動項 を うま く組み 合わせ て和 を取 る こ とに よ り絶対収 束す

る級数 を 見出 した 。 続い て Gallavotti　［2】は そ の 級数 の 列は場の 理 論 にお け る くり こみ 群

の 計算に等 しい こ とを示 した。 こ こ で は その 手法を主に文献 ［3］に 沿 っ て 、ただ し後の 議

論に繋が り易い 形 に 直 して 紹介 しよ う。

2．1　 卜一
ラ ス 上 の 場の 古典論

　Hamilto1ユian（1）か ら導か れ る運動方程式

　　　　　　　　　霧一 J ・ ・

∂U

絡
J ）

， 監 一μ島
」）

，

は、非摂動 トー ラス Td 上 の 点 を x ＝ ω t　＋　eonst ，∈ Td で表 し

　　　　　　　　　　 e （x ）：一θ（x ）
− x

，　X （x ）：− J 一
ω

一
ζ，

　　　　　　　　　　　　　　（・・ 一
・f。，

　dx
∂，9（yigJ）

）
に よ り、 トー ラ ス 上 の za　ep（x ）；＝ （  （x ）， x （x ））を定義す る と、ベ ク トル 場の 方 程 式

　　　　　　　聯 ）一 ・

∂

鏘
）

，
・♂ 一（

　 0 　 ω
・∂＝

一
ω

・∂x 　 1 ）
となる 。 特 に liln

，＿o （ρ（x ）＝ O
， ∫Td （gρ（x ）dx ＝ 0 と な る よ うに場 q を定義 した 。

（3）
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2．2　場 の 量子 化

　こ の 系 を量子化す る為 に 、場の 方程 式 （3）を導く作用と特性関数を導入する 。

　　s ・一 一
《d・・GgGδ19 一弗 ，ψ（x ）））

z （・） ・− 1蜘 ・xp ［嫌 ・猛、
蜘 （吻 ＠）］

　　　　一

脚 瓠 ・… ←，轟）1鯛 ・xル ・・（一翕鰰 … ）］

　　　　
一 ・xp 瓠 ・… ←，茘）即 劔 蜘 ・・η

　　　　一
・・p 叫 xp ［昜  ，碗 ）

ただ し
”
は各場 の Fourier変換 を表 し、　 vertex 　operator お よび propaga　torは それ ぞれ

　　　Vx ・一

叢 惹 幅 ）・（・一 ・・… m ）（… ）
”m

、ii（q、）
黎

萌 （q． ）

隔 行） ・一

写祠 （
一
（ω ・q广

2i
（ω ・q

− i（w
・q）

n ユ
　　 o

）

う細

で ある。臨 （0），
m ・ ＝ O

，
1

，

… は無限個の
’
結合定数

’
を与 え る 。 これ らか ら特に 1点関数は

くφ（・）〉 ・一
・1・）驪篇

一詭 ）
《 刈 晦 碗 岡 島（・ ・q）・i（q）

fi−。

を 計算 して 求 め られ る。

　Feynman 則を

　　　　　　　一 1輌 ）・ 継 一 見聯 （qe ・ ql・ … ＋ ・・ ）（・ボ （・）

の よ うに定め る と、例 えば propagatorに 対する摂動 5 次の Feynman 図形の 1 つ は 次の

よ うに なる 。

　　　　　　　　　　　　　　　　δo

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　％

・
玲

＼　　　 ノ

＼ 一．ノ
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2．3　 くりこ み 群 （resummation ）

　ρ ＜ 1 を勝手に一
つ 決 め、1ω ・ql を領域 ρ

k＋ 1
≦ 1ω ・ql ≦ pk，　k ＝ O

，
1

，
2

，

…
，
n − 1 に 分

け て 、 各領域毎に propagatorを

　　　　　　　Ck＋11 − a・
− k・， ｛

Gk （ω
・
α

瑜 ≠0
，

）t、li≦1鴇齢，

　　　　　　　　　　　Gk＋ 1　　　　　　　 Kk

一
ρ
k＋ 1

に よ り、また vertex 　operator 　if  X を

斥
ρ

1ω ・ql

・
¢ウx

・xp 匝 碗 ）／2包］一 評 x
・・ p ［砺 ，（iil・ ＋ 碗 ）／2i］

一 評
‘”x

・xp ［鰤 ， 碗 ）／2・］一 … 一 評
  x

・xp ［苑（fi， （Kk ＋ Gk＋1）行）／24

一 評
〔k＋ Dx

・xp ［h（fi，・ak＋ 1i7）／・i］一 … − e
¢ウ（η’x

・・p ［獅 碗 ）／・i］

に よ り帰納的に 定義する 。

　こ の 操作の 各段階で 、propagator の うち の 或る値よ り大 きなエ ネル ギー
の 寄与 は

　　　　　　　　評
硫 ＋ユ）x ・一 ・・p 舞ハ （fi， Kkfi）・ 一 蹶 評

  x

と云 う規則で 結合定数に く りこ まれ て新 しい 結合定数に置き換わ る ：鰭）（0）→ Vhk＋1）（0），

m ・・O
，
1

，

…
，
o 。 ．従 っ て新 しい く りこみ 定数 に は摂動の 異な る次数の 寄与 が含まれ る。

⇒

耐
＋ ’）　 ＼　 　 　 　 ！

、’、　　　　　　　　　　　 ／
／

　同様 に 場 もくりこみ を受 け るが 、 大 きな n に つ い て Gn か らの 寄与 は ゼ ロ になる こ と

を示す こ とが 出来 る ［2，
3］。 従 っ て 充分大きな n に つ い て

　　　　　　　　（ψ（q）＞n ・一 論）
評

＠ ｝・

慧R・（… ）fi（q）
fi．。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n − 1

　　　　　　　　　　　　 − − i・ Σ k，（ω
・q）Vl

（n ）
（o）　 　 　 　 　 （5）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k≡O

が成 り立 っ 。
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3　古典極限 と量子 効果

Planck 定va　h に注 目す る と 、 与え られ た Feynman 図形 に対 して 、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 E
各 vert ・x ・perat・・ は因子

万
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 h
　各 propagator は因子　　　　　　　　　　　　　　　 a ＝＝ 1

，
2

　　　　　　　　　　　1ω ・qla
’

ず つ 寄与 す る。従 っ て loop が ある と、そ の 数だ け h の 次数 は 上 が る。

1．古典極限 ：　 古典極 限 h → O に おい て （5）へ の 寄与 は tree 図形だ けに なる 。

一 一

　 「KAM の 定理 に対 する Eliassonの 絶対収束級数 は （5）の tree極 限 に等 しい 」

　 こ とを Gallavottiは示 した
。

　 　　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 h2，WKB 近 似 ： 各古典 tree 図形 に 対 して one −loop図形が加 わ り 、 因子　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 増 え
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 Icv　・　qla
　る。 Feynman 図形 と して は例えば

∴ 一
一 A A − 一．e − − e

が寄与 す る 。 各 loopの 寄与を計算す る と

q 。
Ω 一 1

（

hc −

　　 v4（qo2πi）
4 ）・（・ ），

偽
ヱ ⊃￥

一

（鵄細
（。 k。）

、
Σ（・ ）

　 た だ し

　　　　　　　　　　　　　　　
・（・ ）一

易（・ ≒，）2
・

　 で あ る。

3．量子論 ；　multi −loopが寄与す る 。 不確 定性関係 △1ω ・ql△ t ≧ h／2 が一
般 に成 り立 っ

　の で
、
Diophantine条件 （2）が満 た され ない の は 大 きな t に限 られ る。 下図 で E ＝ 0

　の 面 で は全 ての iω ・ql で 完全 可積分、　e ＝ c 。 よ り下の面 で は Diophantine条件が満

　た され る ときに 可積 分 とな る 。 ⊂。 は解析接続可能 な摂動パ ラ メーター
の 値 を表す 。

一 165 一

N 工工
一Eleotronlo 　Llbrary 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussel 　 Kenkyu

研究会報告

6

t

6c 　一胛“r−一．凵一一　　　　幽一目凵胛．戸
，【’一

充

鳶十1 κ

0
　　　　　舮一
　 　 〆”．
〆

　　　．‘闇一r「一凵一輔ρ一
　ん

〃

1ω 　
・
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4．超弦理論 との接 点

　摂動ポテ ン シ ャ ル V は θ ＝ ◎ ＋ x と 」 との 関数で あっ た 。
こ の こ とか ら β を定数

　ベ ク トル と して 変換 x → x ＋ β，
0 → ◎ 一β の 下 で場の 方程式 （3）は不 変で ある 。

　 この 対称性 に よ り成 り立 っ Ward −Takaliashi恒等式を用い て 、
　 Poincar6の 共鳴に相

　殺が起 こ る こ とを示す こ とが出来 る ［3］。

　 これ を コ ンパ ク ト化 した 時空 に お け る超弦理論 の ボ ソ ン場座標 と比べ て み よ う。

期 … … ・麗 （・ m ・
一・mT

・ ・ − m ・
・m

り，

こ こ で τ は弦の 固有時間を意味す る 。

x ＝ Xo ＋ ω T
，　　0 ＠）二 X （τ）

− x

と置 けば x は不変 トー ラス の 座標 、 0 （x ）はそ の 摂動 に よ る変形 で あ る 。 摂動の 大

きさ c は弦の 張力 1／（2πcY）に 関係 してい る こ とに なる。

弦理論 を、可積分な点粒子の 不変 トーラス 上の 運 動に対 して α
t

を摂動パ ラメ
ー ター

と して 解析的 に変形 した もの と考え よ う。即 ち、変形 ポテ ン シ ャル V は X の解析

関数とす る 。 す る と これまで の 議論 か ら弦の 運動は 可積 分性 を保ち、KAM ト
ー

ラス

上の 運動 と見なせ る 。
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