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1，複素力学系と半古典論

．多項式写 像 Zn
＋ 1 ＝硝＋ c に代表さ れ る 複素力学系は，ジ ュ リア 集合 ・マ ン デル ブロ

ー
集合 の

名前で 知 られ る 美しい フ ラ ク タル 図形を生み 出す．フ ラク タル 図形そ の も の は，さ ま ざ ま な物

理現象に普遍的に現れ ，物理学者に と っ て い まや何の違和感も感 じな い が，複素力学系そ の も

の は，フラクタルを体感する ための抽象的な例題で こそ あれ，物理現象の記述手段と して意識

される こ とは あま りな い．複素領域 の 力学は純粋に数学 的な対象 として は意味は あっ て も，「観

測可能なも の 」 の み を 対 象と す る物理 と は接点を 見 出 し に く い ，と い う こ とがそ の 理 由の ひ と

つ として 挙げられ る か もしれ な い
＊ ．

　　
一
方 ， 複素力学系の 研究自身も ， 物理現 象を解析 ・解釈する こ と を 目的と して 発展 して き

たわけで はない ため，仮に ，ある特定の 物理現象の 中に複素力学系と関連しそ うなものが見 つ

か っ た と して も，複素力学系の 中にそれ を理解する ため の 手法な り結果が容易され て い る必然

性は全 くな い ．

　　こ こ で は ，主に こ の 1G年あま りの 問に進展した多次元複素力学系の 基礎理論をもとに，複

素力学系が，「カオス的 トンネル効果」 に 象徴 される 非可積分系の 量子現象を記述す る （恐 ら く）

必要に してか つ 十分な ，そ して もっ とも自然な古典対 応物にな っ て い る と考え られ る 証拠を い

くつ かの厳密な結果 と共 に紹介 した い．特 に，複素力学系の 中に ある い くつ か の 未解決問題が ，

カオ ス 系の 純量子効果 を定性的に分類する こ とに直結 して い る こ と を強調す る ．

2．近 可積分系の 古典量子化

カオ ス 系の 純 量子効果が問題にな っ て くる の は，系が近 可積分 にある ときで ある ．近可積分系

の 問題を考 える前 に．完全 可積分系 と双曲系と い う 2 っ の 理 想極限を振 り返 っ て お く．

　 完全可積分系の 固有状態は トーラ ス 上に 局在する ．すなわち ，完 全可積分 系の固有状態は

半古典極限で ，

　 　 　 　 　 　 1
　　　　　　　 δ（」一∬（q，P））WI （q，P）＝
　　　　　（2π ）

n （1）

とな る ．こ こ で ，W （q ，p）は ウ ィ グナー関数 で あ る．一
方 ， ト

ー
ラス が位相空間上に 全く存在

しな い
， 理 想カ オ ス 系 の 固有 関数は ， 半古典極限 で 古典 リ ュ

ービル 測度に漸近 す る ，す な わ ち．

　　　　　　　δ（E − H （9，P））WPE（q ，P）＝
　　　　　 ∫d（ldpδ（正フ

ーH （q ，P ））
（2）

となる こ とが予 想され （Berry−Vorosの 予 想），い つ くか の 理想力学系に 対 し て は 厳密な 証明 が

与え られ て い る ．いずれ の 場合 も，古典位相空間 の 中の 不変構造が 固有状態の 対応物 で ある こ

と は 共 通する ．カ オ ス 系の 場合，位相空間に は ，周期 軌道をは じめ と して 無数の 不変構造が 存

　
＋
複素古典 力学 に は ，　 骰 に ，連続 時間を も っ 複素古典 力学 と，離散 時 間 を もつ 複 素写 像 と が 考え ら れ る が，こ

こ で，複 素 力学 系 とい っ た場合 は，後者 の もの を指す こ とに する．
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在 し，ス カーの存在な ど依然と して 明確な説 明の 与 え られ て い な い も の もあ る が ， 上記 予想は

概ね正 しい と信 じられ て い る ，

　 それに対 して ，準周期的運動とカオ ス 的運動 とが混在して い る 近可積分系 で の 固有状態は多

くの点で まだよくわかっ て い ない ．その ような 中で，最も素朴な考え方は，位相空間上，ト
ー

ラ

ス 領域 とカオ ス 領域 とはそれぞれ独立 に 量子化 され て い る ，と考え る も の で あ ろ う．実際，こ

の描像は，近可積分系の 固有関数には ， ト
ー

ラス 領域 を量子化 して い る ものか ， さ もな けれは，

カオ ス 領域 に広 が っ た も の か ，いずれかが現れ ，両者が渾然一体 と混 じ っ た よ うな もの は存在

しな い
， と い う数値計算の 観察事実に支え られ て い る ．近可積分系で の レベ ル統計を議論する

際 Berry−Robnik公式 と呼ばれ る完全可積分系とカ オ ス 系を つ な ぐ，
t
一種の 内挿する公式が知

られ て い る が ，こ れは， トー
ラス 領域 とカオス領域に対する量 子状態を全く独立に璽ね合わせ

る こ とを前提に導出され る もの である ［1］，近可積分系の レベ ル統計 の 数値計算結果も，こ の 内

挿公式が，か なりの 精度で，純粋に量子 力学的に計算 され たも の を再 現する こ とか ら， トーラ

ス領域 とカオ ス領域 とがそ れぞれ別々 に量子化され る ，と い う描像を少な くとも第 0近似的に

は支持する ［2】．

　　しか しなが ら，こ の 考え方に は，近可積分系に関する問題の 中で，最も大事な （と同時に難

し い）点が全 く考慮され て い な い 点で不満が残る ．と い うの は，近可積分系の位相空 間上 に存

在する トー
ラ ス 領域とカオス領域とは ，

一般に ，互 い に複雑な入 れ子構造を作 っ てお り，系の

パ ラ メータ を動 かす こ と な ど に よ っ て そ れ ぞ れ の構造 を独立に コ ン トロ
ール する こ と は で きな

い，そ れぞれ が互 い に絡み 合 っ て 混在 して い る こ と こそ 近可積分系の 位相空 間の本質で あ る か

らで あ る ．

　 量子 論では不確定 性関係が あ る ため，固有関数は，位相空間上 ，無限に細か い構造 を作る こ

と が で きな い ，そ の た め ，トーラ ス 領域 と カオ ス 領域 と は さ らに 混 じ り合 い 境界が 曖昧に な る

こ とが 予想される．例えば，「ト
ー

ラ ス を量子化 して い る 」 と見 られ る 固有関数は，ト
ー

ラ ス 上

にその ほ とん どの 確率密度を局在 させ て い る もの の ，そ の裾がカオス 領域に 入 っ たとこ ろでは

必ずカ オ ス 領域の 影響を受ける ，一
方，「カオ ス の み を量子化 して い る 」 はずの 固有関数も，カ

オス領域全体に 広が る こ とが でき るばか りで な く，そ の 裾が ト
ー

ラス にかか っ た辺 りで は ト
ー

ラス 領域 に しみ込む こ とが で きるはずで ある．つ ま り， 近 可積分 系で は ，

一
見 ， ト

ー
ラス とカ

オス の い ずれ か に局在 して い るか の よ うに見え る 固有関数も，実際に はそ の ひ とつ の 状態の 中

に ， トーラ ス ・カ オ ス 両 方の 性質 を 具備 し て い る こ と に な る ． こ の 事実 こ そ が
， 近 可 積分 系の

波動 関数の 特 徴付け る もの で あ っ て ，こ の 点を無視 し，そ れぞ れ の エ ル ゴ ー ド成 分を独 立に処

理 して し ま うと ， 近 可積分 系 固有の 面 白さは半減 して しま う．

　 量子論は，古典的に遷移不可能な不変集合の 間どう し であ っ て も波動効果 を使 う こ と に よ

り遷移が可能にな る，仮に，古典 的に遷移不可能な波動効果す べ て を引 っ く る め て ，「トン ネル

効果」 と呼ぶ こ とにす る と （特に，位相空間の 不変構造間の トンネル効果の場合，動的 トンネ

ル効果 ，と呼 ばれ る こ とが多い ），近可積分系の 量子論の 最も大きな問題は， ト
ー

ラ ス とカオ

ス と い う，質的 にま っ た く異 なる不変集合が トンネル効果 を伝 っ て い かに結台 するか ？ と い う

こ と にな る だ ろ う．

3，複 素力学 系の 収束定理 と不変測度

系が 双 曲的 な場合 ，固有 関数 は，（2）で 与 え ら れ る よ う に ，半古典極限 で 古典的 リ ュ
ー

ビル 測

度に 漸近する ．エ ネル ギー
固有値 の半古典公 式で あ る，Gutzwillerの 跡公式 も，古典 リ ュ

ービ

ル測度 に （正確 にはそ の サ ポー トに）稠密に存在して い る不安定周期軌道を量子化条件と して
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用 いる．

　 そ れ に 対 して ，系が近可積分にある 2 次元保測写 像 （混合位相空間をもつ ）で は，KAM
ト
ー

ラ ス によ りカオス領域は分 断 され ， 双曲系の よ うな位 相空問全面をカバ
ー

す る エ ル ゴ ー ド

的な測度 の 存在 は ， 当然な が ら期待で きない し実際存在も し な い ．

　 と こ ろが，力学系を複素領域に拡張する と，驚く べ き こ とに，実領域 に制限 した混合位相

空間で は有 り得な い ，位相空間全体 を覆うエ ル ゴー
ド的な測度が 存在す る．以下 で は ，

こ の 事

実を主張する Bedford−Smillieの 定理を紹介する ．こ の よ うな測度の 存在が厳密に 証明ぎれ る

の は，今の と こ ろ多項式 の 自己 同型写像 ， あ る い は，それ に 非常に近 い 系に限 られ る が ，数値

計算の 観測結果か らは，よ り広い 系に 対 して も同様の こ とが期待できそ うな状況 に ある ．厳密

な結果が得 られて い る の は ，例えば，以下の エ ノ ン写像 1

　　　　　　　　　　　・・ 痂 ・（1）一 （醜
一by

　）　　　 …

で ある ．こ こ では，半古典論を通 した ， 量子 ・古典の 対 応 に興味が ある の で ， 面積保存 の 場合 ，

すなわ ち，lbl； 1 の 場合のみを想定 して い る が，以下の 結果は，　ibl≠1 を含めて広 く成 り立つ ．

　 まず，Bed丘）rd −Smillieが得た ， 複素領域 内の 力学系の 不変測度に関する最も基本的な主張

は以下 の 「収束定理」 で ある ［7】．

定理 1 （Bedfbrd −Smillie）M を 」
± 内の 局所 1 次元部分多様体，ある い は，ある 複素 1次元

代数的集合とする とき，あ る正 数 c が存在 して ，

　　　　　　　　　　　　　　。塩 歩1∫・ nM

］一・ ・dd・c ±

　 　 　 （・）

た だ し ，

　　　　　　　　　　　　σ
士
回 ・

。櫨 歩1・9
・ ll∫・

（・・，y）H 　 　 　 （・）

は，滞留点集合

K ±
ヨ C2 ＼U

±
ただ し ，

　U ±
≡ ｛（x ， Y）I　II∫士

（x ，Y）→ ＋oo （n → ＋oo ）｝ （6）

に対す るグ リ
ー

ン関数で ，ddCu ≡ 2乞Σ殖
∂u ／∂x

フ
∂姦 d3ブ〈 d2k．で定義され る複素ラプ ラ シ ア ン

で ある・また ・ ［M 亅は ・ M の 積分カ レ ン トで あり，［M ］（φ）＝　ff　iplMで 与え られ る ・

エ ノン写像は ，非線形性を表すパ ラメータ c の 変化に 応 じて，双 曲系か ら混合位相空間へ と移

り変わるが ， 上記 ， 収束定理 は ，
エ ノ ン写像の パ ラメータが い かなる ときに も成立する，すな

わち，適当な多様体 （数学的に は上記 の 仮定を満たす） を初期条件 して 写 像 の 反復を繰 り返す

と ， どんな多様体で も，必ず，ddCC 土

（x ，y）の 台 へ 収束する ，そ してそ の 事実は，　 KAM ト
ー

ラス とカオス 領域 とが実面 に共存する近可積分系 にお い て も成立する．実面 に制限 された 力学

系では，明か に上記と類似は成立 しな い ．実近可積分系で は ，カオス領域が KAM トーラ ス に

よっ て分断されてお り，カオス領域内にある任意の 初期値 集合が た っ た ユっ の 不 変集合 に収束

す る こ とは 明らか に有 り得な い ，こ の こ と か ら，Bedf｛）rd −Smillieの 収束定理 が ，複素力学系 固

有の 著 し い性質 を主 張 して い る こ とがわ か る ．

　 こ こ で
，

J ≡ 」＋ ∩ 」
一

に よ っ て 定義 さ れ る ジ ュ リア集 合 （た だ し，　 J ±
≡ ∂K ±

） は ， 力

学系か ら定 義され る グ リ
ー

ン 関数とと C ±

（x ，y）以下の よ うな関係で結ばれ て い る ．すな わち，

グ リ
ー

ン 関数 C 土
（x ， Y）か ら （1、1＞一カ レ ン ト

　　　　　　　　　　　　　　　・
士

（x ，・）・ 去儒
土
（・

，・）　　　　　 （・）
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を定義する と ， supp μ
± ＝」

土
とな り ［71， さ らに ， μ ≡ μ

＋
〈 μ

一
に よ っ て 与 え られ る μ は f一

不変な確率測度になる ［71．ま た，
一

般に 尹 ≡ Sllpp μ ⊂ 」 とな る ［7｝（fが 双曲的な場合は，
J ’ ＝」）が言え る ．さ ら に

，

定理 2（Bedford −Smillie） μ は混合的，かつ ，双曲的測度で ある．

実 の 力学系の 場合 と同様，混合性か らμ の エ ル ゴー
ド性が従 う．こ こ で ，双曲的測度 とは，不

変な確 率測度 μ に対する fの特性指数 λ1，
λ2 が，λ1 ＞ 0 ＞ λ2 なる関係を満足する もの を言 う，

　 以 上 の状況は，電磁気学とのアナ ロ ジ
ー

をつ か っ て 説明する と理解 しや すいか も しれない ．

まず力学系の iterationか ら決ま る グリーン関数 G ±
（x ，

　y）を考え ， そ の グリ
ーン関数をポテ ン

シ ャ．ル とみ な した と き の 電荷分布 μ
士
（x ，y）が （7）に よ っ て決まる，っ ま り （7）は，電磁 気学の

ボア ッ ソン方程式に当た る もの である．通 常の 電磁気で は，電荷分布 Pt（X ，IY）を giVCIIと して ，

ポテ ン シ ャ ル を未知関数と して ボアソ ン方程式を考えるが ， 今の場合は ， ポテ ン シ ャ ルが先に

力学系によ っ て与え られ，それから電荷分布 μ（x ，y）が誘起され る ，と考え るわ けであ る．そ

して ，その 誘起 された電 荷分布 μ（x ， y）の サポー
トが ジ ュ リァ集合にな っ て い る ，と い う の が

Bedford−S皿 illieの 主張で ある．さらに，そ の 誘起された分布に対する平均を取る と，そ の 上 の

軌道は双曲的にな っ て い る わ けである ．

　 こ の ように ， 複素エ ノ ン写像の J’
＝

　suppLt 上では， 系が近 可積分 にあ っ て もエ ル ゴード

性が成 り立 っ て い る 。当然の こ となが ら，J ＊

は，写像 ∫に 対 し てた だひ と つ 定 ま る もの で あ

る か ら，ラ フ に言えば，複素領域に は 1 つ のカ オス領域 しか存在 しな い こ とを こ の 定理 は主張

して い る こ とになる．

4，近可積分系の滞留点集合

以上の Bedford−Sniillieの 結果は ，散逸系 を含むす べ て の エ ノ ン 写像に 適用 され る ．次に保測 エ

ノ ン 写像の場合 ， 上 の 事実に加えて ，保測写像固有の事情が近可 積分系の 量子 ・古典対応を知

る上 で 重 要になっ て くる こ とを示す．

　 こ こ では，保測エ ノン写像の滞留点集合 K ±
の 体積 （4 次元体積）に注目す る．lblをエ ノ ン

写像のヤコ ビアン ， m （・）を 4次元体積とする と，系が保測でな い 場合，　lbl＜ 1 で は，　m （K
−
）＝O

で ・ m （K ＋
）≡ 0 また は oo ，　さ らに ，　 l　bト＞ 1 で は，　 m （K

＋
）＝ 0 で ，　 m （K

−
）；0 また は OQ

となる が，lbl＝ 1の とき，　 m （K ）＝ m （K
＋
）＝m （K

−
）＜ ＋   ま で はわか っ て い る が ，そ の 体

積が有限 か 0 か は わ か っ て い な い ．充填ジ ュ リア集合 K が 4 次元 体積 をも つ とき には，充填

ジ ュ リア集合 K は内点を もち，そ の 定義よ り， 」≠K で ある．

　
一

方，K が 4 次元体積を もたな い ときには ，再び定義よ り ， ．J ＝K とな る ．実面の KAM

曲線上 の 軌道は，前方，およ び後方時間発展 双方に対 して 有界なの で ，当然 K の 要 素で あ る

が，K が 4 次元体 積を もたな い とき に は ，　 KAM 曲線がジ ュ リァ 集合 」 の 要素で ある こ とに

なる．ジ ュ リア集合は，複素空間上で の カオ ス 的に振る 舞 う成分である こ とが 予想され る の で

（正確 に は定理 2 よ り，」 で はな く 」
＊

をサポー
トに もつ μ が双曲的で ある 二 とがそ れ に 対 応す

る），その 中に KAM 曲線が含まれる こ とは実力学系の世界か らはい ささか奇妙に聞 こえる が，

論理 的にはそ うな っ て いなけれ ばな らな い ．」
‘

上 の確率測度 μ が エ ル ゴ ー ド的で あ る，とい

う 定理 2 と併せ て考 える と ， 仮に 」
＊ ＝」 ＝K で あれ ば，実面 の KAM 曲線上 の 任意の 近傍

に，」上 をエ ル ゴ ー
ド的に経巡る 軌道 （当然 複素軌道） が 存在する こ と に な る ．実面 上 で は，

KAM トーラ ス が作る 円環領域 の 間に挟まれて外に 出る こ との で きな い 軌 道 も，初期条件に わ

一 191一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

研究会報告

ずか で も虚部をもたすこ と に よ っ て （ただ し，ジュ リア集合の 中に入るよ うに して ） J 上 どこ

に で も到達 させ る こ とが で き る こ とにな る ．

　 類似の こ とは ，標準写 像を使 っ た複素ホモ ク リニ ッ ク軌道 に 対 して の 数値的な考察 によ っ

て も 予 想 され て い る ［8］：

予想 3（Lazutkin −Sim6 ）　標準写像における複素安定 ・不安定多様体の閉包は全実面 を含む．

量子 ・古典の 対応に 関 して ，滞留点集合 K の 体積が問題 にな る 理 由は以下であ る ．例えば ， 勝

手な量子 状態 Ψo（の を初期状態に と り時間発展を行う ことを考 える ．ただ し，初期量子状態

Ψo （q）は
， 半古典極限で位相空間上の ある 滑 らか多様体 に漸近する ，と い う意味で ，古典極限

が存在する場合を考える ，具体的には，運動量 p ある い は t 座標 g を指定 した状態な どがそ の

典型例で あるが ，位相空間上 の 滑 らかな曲線 に漸近す る よ うな状態で あ れ ばどん な もの で も構

わない ．い ずれ も，古典対応物は位相空間上 の 1次元曲線にな っ て い る場合 を考え る．

　 こ の よ うな実位相空間上に の っ た 1 次元曲線が ， もし ， KAM 曲線に 囲まれ て い る とする と，

この 1次元曲線は，実の ダイナ ミクス の 中で は ， KAM 曲線の 外に 出る こ とは で きな い．と こ

ろ が，初期状態に対応する 1次元曲線 を複素に解析接続 した もの を考 え る と事情は変わ っ て く

る．複素に広 げた古典対応物 は，複素 1次元 曲線 （実 2 次元 曲面）に な るが，仮に，こ の複素

1次元 曲線 を包むよ うな障害物 一実位相空間の KAM 曲線の よ うな一一が複素位相空間に存在

しなけれ ば，こ の 1次元曲線は （実位相空問で は外に出る ことがで きなくとも）複素位相空間を

使 っ て い つ かは外に出る こ とができる はずで ある （必ず任意の 場所に到達で きるか どうかは別

に して ）．

　 と ころが，もし，滞留点集合 K が C2 の 中で体積 をもっ て い た とする と，適 当に取 っ た

初期状態の 古典対応物である複素 1次元曲線の 中で ，その 滞留点集合か ら出て い けな い も の が

「た くさん 」 出て き て しま う．「た くさん」 と い う意味は ， 初期量子 状態 Ψo（q）の 古典極限であ

る 複素 1次元曲線 ， すな わ ち
， 実 2 次元面 の 中で 面積を もっ た領域 が ，滞留点集合と交わ りを

もっ て しま う，と い う こ と で あ る．4 次元 空間 の 中に こ のよ うな 内点をもっ た不変集合 が存 在

した とす る と ， 半古典論 を用 い て トンネル 効果を記述 し よ う と した 際 半古典 プ ロ パ ゲータに

寄与する 軌道を仮に複素領域ま で拡張 した と して も，決 して 外 に出て い かな い初期状態の集合

が存在する こ とにな る。

5．複素 KAM 曲線と 自然 境界

量子化され る べ き古典対応物を探す ため に
，

さ ら に 話 し を絞 っ て ，初期状態 の 古典対応物で あ

る 1次元曲線 と して KAM 曲線 を取 っ た場合 を考え る ．量子系の 固有関数は ， 時間発展に対 し

て 不変な状態で あ る ，した が っ て ，そ の 古典対応物 も時間発展 に対する 不変構造 で ある と考え

るの は 自然で あ る，冒頭に触れた，近 可積分 系で の 固有関数が，半古典極限で い か なる古典不

変構造 に 漸近す べ き か ？ と い う問い に対 して ，各 KAM 曲線 （お よびカオス領域）が独立に量子

化 され る ， とす る最もナイ
ーブな立場は ，KAM 曲線 を表す 1次元曲線が時間発展 し な い，す

なわ ち不変に保たれる ，と い う事実に依拠 して いる，もち ろん，こ の仮定は，KAM 曲線の 定

義そ の も の か ら，実位相空間上で は常に正 しい．

　 と こ ろが，KAM 曲線 を複素領域に解析接続する と話 しは違 っ て くる．と い う の は，もと

も と KAM 曲線は，周波数 ω を固定す る こと に
， そ の 周波 数を も っ 円周 上 の 等速 回 転 に共役 に

な る よ うな 曲線の こ とで ある が ，一般 に，そ の 共役関係を与え る 関数 （Lilldstedt級数と呼ば

れ る こ と が ある）は，複素角変数上 で ， 自然境界を も っ て し ま うか ら で あ る ［9 ，
10］．自然境界
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の 存在に 関して は厳密な証 明 は与え られ て い な い が ， 多くの 数値計算によ る状況証拠がある の

で ，こ の こ とを前提に話 しを先に進め こ とにする と ， こ の事実は，仮に ， 量子 系の 初期状態に

対応する 1 次元曲線を KAM 曲線に取る こ とが出来たと して もt
， そ れ を複素領域 に拡張 した

途端に不 変 1次元曲線で はな くなっ て しまう こ とを意味す る‡．こ の よ うに，た とえ，実面上 の

KAM 曲線の よ うな 力学系の不変集合上 に乗 る ように，「巧 く亅 初期条件を選ぶ ことが 出来た と

して も ， 複素領域に もぐる と必ず どこか でその不変集合か らはみ出して しま う．別の 言い 方を

すれば，い かな る複素 1次元曲線も t 系が 非可積分であれ ば ， 複素面全体で 1 つ の 不変集合で

は あ り得ず，必ず何 らかの異なる不変集合 との 交わ りをもっ て しまう，とい うことで ある．も

し，交わ りをも っ た点の 中に J ＊

上 の 軌道が存在した とする と，先に述 べ た定理よ り，」
＊

の エ

ル ゴ ー ド性か ら ， そ の 軌道は，」
＊

上 の 任意の 点に い くらで も接近す る ことが で きる．つ ま り，
1次元曲線 を古典極限と して も っ よ うな 量子状態は，J ’

上 の 軌道を 伝 っ て 実 KAM 曲線の 外

に 出る ことが で き る ，我々 が，カオス的 トンネル効果を記述する際に発見 した 「ラ ピュ
ータ鎖」

と呼んだ初期値面上 の 特徴的な構造 も
， 実 は そ の よ うな軌道に対応 し て い る ［3，

4
，
5］．

6．ジュ リア集合を介 したカオス領域 と トーラス 領域 との結合

「2 次元保測力学系の 充填 ジ ュ リア 集合 K は 4 次元体積をもたな い こ と」 （線形化 の 不可能性 ，

KAM トーラス の 自然境界の存在，直接の数値計算な どはそ の こ とを強く支持する ［？P が正 し

けれ ば，KAM 曲線も 」 に属する こ と に なり ， さ らに ，
　rJ＊ ＝」」 が 成立 して い れ ば ，

　 J ＊

上 の

エ ル ゴー ド的な軌道が有界な領域に留まるすべ て点 をつ ない で い る ことか ら，異なる KAM 曲

線 も，」
’

の 軌道を介 して繋が っ て い る （正確 には，あ る KAM 曲線の任意の 近傍の 点が別の

KAM 曲線 の 任意 近傍 に推移する こ と が で き る）こ と に なる．当然 そ の よ うな軌道 は ， ト
ー

ラ

ス的な運動 とカオ ス 的な運動 の 両面を 1 つ の 軌道 の なか に 同時に兼ね揃え て い る はずで あ ろ う、

　　こ の よ うに考え て く る と，複素力学系の 中か ら出て きた測度 μ， そ して そ の 台にな っ て い

る J ‡

は，近可積分系の 固有関数が古典極限と して 漸近す る不変集合の最 も自然な候補となる ，

冒頭に提起 した よ うに，近可積分系の 固有関数は ，
「トンネル効果」 を媒介として位相空間のす

べ て の 領域 と結合 して いる．カ レ ン トの 収束定理，お よび ，複素平衡測度 μ の存在は，多次元

複素力学系理 論の 中の い わば基本定理 で あ り， 当然の こ となが ら，「トン ネル効果」 と い っ た物

理現象を想定 して導か れた主張ではない ．にも関わ らず，こうい っ た純量子効果の もつ べ き自

然な性質を 兼ね揃えて い る こ とは，偶然に しては出来すぎに も見える程である．

　 以上 の 議論 には，上 に 挙げた よ うな ，まだ厳密な証明の な い ，い くつ か の 作業仮説が含ま

れ る上に，ス トー
ク ス 現象な ど，複素半古典論固有の 問題な ども絡んで くる こ と か ら 同 ， 未だ

多 くの 点で 推論の域 を出な い．しか し，複素領域 に力学系を拡張する こ とは，トン ネル現象を

は じめ と して ，混合位相空間をも つ 近可積分系の 量子 効果 の 理解に対する 系統的な指針を与え

る こ とは確かなよ うに思 われ る．

以上は，池田研介氏 （立命館大学），石井豊氏 （九州大学）との共同研究に基づ くもので ある．

　† そ もそ も古典 極 限が KAM 曲線 に 漸近す る よ うな 量子状 態 が果 た して 取 れ る か どう か は 定 か で は な い が，こ こ

で は思 考実 験的 に そ の よ うな状況 を想定す る

　
‡ もち ろ ん，Lindstedt級数 は有 限 の収束半径を も っ て い る の で，実面 に近 い と こ ろ で は複素 KAM 曲線が存 在

する が
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