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1　 は じめ に

　応用 の 観点か らの 分岐解析 を紹介す る．こ こで い う分岐理論 と は，局 所分岐理 論い わ ゆ

る弱非線形解析を意味す る ．すなわち 自明解 （もし くは解析可 能な解）の 臨界安定点 の 近

傍で 非自明解 を構成する．そ の た めに は特異点まわ りの 標準系理論によ る分岐の 分類論に

とどま らず ， 個々の モ デル に応じた 非線形性か ら実際に標準 系の 各係数を決定す る必要が

あ る． こ うして 分岐した直後の 非自明解は 自明解か らの ずれ も当然小 さ く小 振幅解で あ

る．しか しな が ら最 も退化した多重分岐点まわ りの 局所分岐の 結果 は多 くの 知見 を与えて

くれ る．

　分岐解析の 方法論に着 目した 場合 ， 対象は 熱対流や C 。uette −Taylor問題な どの 流体 問

題 に限 らな い ．生物の パ ター
ン 形成や化学反応系の 空間パ ター ン形成 な どに も分岐理論を

適用して 理解で きる現 象は数多 く見 られ る．こ うしたパ ター
ン 形 成の 問題で は， 2 つ の 相

の 境界が は っ き りす るよ うな ，解として は大振幅の レイヤー解 を問題にす るこ とも多い ，

これ に対 して は分岐理論で はな く，特異摂動法に よる解析が行われ る．そ こ で は特定の パ

ラメーターの 極限 的な状 況 にお い て は ， 系の状態が 2 つ の 極端に 異な る 速さで 動 くダ イナ

ミクスに分解 され る こ とを用 い る．

　この よ うなパ ターン 形成の 問題で も ， 局所分岐理論の 適用は極 めて 有用で ある ．すな わ

ちまず ， 自明解の 分岐点を決定し非 自明解を構成する ．次に パ ラ メ
ー

タ
ー

を動か しな が ら

非 自明解の枝 を追跡する ．こ の よ うに して 大域的な分岐図を描く こ とが ， 計算機援用証明

などに よ り進み つ つ ある．（例え ば計算機援用位 相的方法で ，〔4］［14］参照．）特異摂動法で

構成した解も ， 自明解に繋が っ て い る
1
な らば， こ の 大域分岐図 の どち らか の 端に あ るは

ずで あ る ．すべ て の 非 自明解が 自明解か らの 分 岐の 繰 り返 しで 得 られ るか ど うか は もちろ

ん 問題に 依存 する．分岐図上で 自明解と非連結な解 を見つ ける こ とは別の 問題で あるが ，

一
般的な 方法はな い ．

　さ て，定数定常解が分岐す るときある特定の 波数付近 の 周期モ
ー

ドの 不安定化に よる こ

とが 多い ．これ は波数関係式で概ね 理解す るこ とがで きる．しか しなが ら，不安定化す る

波数が連続的に あるの で 厳密な 扱い は
一
般に難し い ．そ こ で ， 例えば有限区 間に周期境界

条件 を課 し波数を離散化し方程式をフ
ー

リエ 級数で書き 直す と便利で ある．周期境 界条件

は ，計算機一ヒで シ ミ ュ レー
シ ョ ン する 場合は別 として ， 実現可能性の 低い 境界条件で あろ

　
“
大阪大学大学院基礎工 学研究科

　
1
こ れ は 保証 の 限 りで は な い ．た と え ば 2 つ の 特異摂動解が途中で saddle −node 分岐的 に 消滅して い る

よ うな 場合は それ 自身独立 し た分 岐プラ ン チ で あ る ．
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うが，多 くの 実験で 周期構造が広い 領域で 見 られ る こ とか ら，周期構造 自身を調べ る とい

う立場で 考え る こ とにす る．

　波数離散化によ り偏微分方程式は 実際に は加算無限個 の フ
ー リエ 係数に 関す る常微分

方程式系に な り
，

さ らに臨界点の 近 くで は有 限個の 主 要な モ
ー ドに対 応す るフ

ー
リエ 係数

の みの 常微分方程式系に還元す るこ とが で き る．そ こ で は偏微分方程式の解の 時間発展が

有限次 元 の 常微分方程式系に橋渡しされ 力学系の 分岐理論と結びつ き ， 異な る基本周 期

モ
ー

ドの 非線形相互作用が 明 らかに され る ．こ うした解析をまず 比較 的簡単な偏微分方程

式 （非対 称 Swift−Hohenberg 方程式 〉や 活 性 ・抑制 型反 応拡散系に お ける Turing不 安定

性の 結果生 じるパ ターンを題 材に紹介す る．相互作用の 結果 ， 単純な周期波の みで な くい

くつ か の 周期波の 重ね 合わせ の 複合モ ー ド波が現れ る こ と，特に Kuramoto −Sivashinsky

方程式で は変調波 の よ うな 非自明な 複合モ
ー

ド波が 積極的に選択 され る こ とを紹介する。

また 波数選択性 （Eckhaus 不安定性），
2 次 元で の 6 角形パ ター ン とロ ール パ タ

ー
ン の

安定性の 問題 なども議論す る，

2　反応拡散系の Turing 不 安定性

　問題提起 として Turing不安定性か ら始めよ う．　 Turing不安定性は 反応拡散系に おける

パ タ
ー

ン 形成の 基本的な メカ ニ ズム として よ く知 られ る．本稿で は 線形 安定性解析 に とど

まらず，そ の 結果どの よ うな パ タ
ー

ンが 得 られ るか を解析す る、まず Turing不安定性が

何か を復 習 し よ う．常微分方程式 系 ：

｛
　u 　＝ 　f（u ，

v ）

　v 　＝ 　9（u ，u ）
（2．1）

が ，漸近安定な 平衡点を持つ 状況を考 えよ う．例 えば

｛
　f（u ，

v ）＝ u − u3 − v

　9（u ，
v）　　＝ 　　3u − 2v

（2．2）

とすれ ば原点が 唯一
の 平衡点でか つ 漸近安定で あ る．こ の とき次の 反応拡散方程式系 ：

｛
　Ut ＝ 　1）u △ u ＋ ∫＠，

v ），

　Vt ＝ D
り
△ v 十 9（u ，の， 　x ∈ Ω

（2．3）

は Neumann 境界条件 ：

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂v　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂u

　　　　　　　　　　　　　　砺
＝

贏
＝ °tX ∈ ∂Ω

の下 で は 自明な定常解 u ＝ v ； O を持つ ． こ こで ，Ω は R また は R2 の 境界の な め らか

な有界領 域 とす る．u ＝ v ＝0 は （2．1）の 解とし て は 漸近安定で あ る に もか か わ らず ， 拡

散係数の 取 り方に よ っ て は こ の 自明な 定常解が （2．3）の解 として 不安定化す る こ とが ある．

それ を Turing不 安定性 とい う．
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　実際 ， u ＝ v ＝ O の まわ りで の 線形 化固有値 問題を波数 k の フ
ー リエ モ ー ド毎 に行 う

と次 を得 る ．

　　　　　　　　　　　　｛
　　　　　　　　　　　　　λA 　＝ 　− k2DuA ＋ fuA＋ f。 B
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．4）
　　　　　　　　　　　　　λB ＝ − k2D

。
B ＋ 9誕 ＋ 9。

B

こ こ で ， fi、 などは fi、 ＝ 嘉（0，
0）な どとする．したが っ て 行列

簸 一 e⊃ゲ％ 一紘 ）
が 実部正 の 固有値を持つ か 否かが 問題 とな る ．u ； v ＝・　O は （2．1）の解 として は漸近安定

で ある と い う仮定か ら traceMo ；＝ 　fu＋ 9v＜ 0 かつ det　Mo ＝ んgv − f。
　9u ＞ 0 で ある． し

たが っ て Mh が 実部正 の 固有値を持つ の は det　Mk ＜ 0 とな る こ と と同値で あ り，そ の と

き実数の 正 固有値 をもつ 。さて

det　M κ
＝ ん9．

− fvgu− （五）
． ん 十 D

賜 9ぴ）k2十 DuD
，，k4

で ある の で ，
D

。
　fu＋ D

。 gv ＞ 0 かつ （D 。fu＋ D
。 9v）

2 − 4（んgv
− f。 g。 ）D ，、

Dv ＞ 0 であれ ば

よ い ．その ため には D 。 に対 して Dv を十分大き く取れ ばよ く， 不安定化が 起 こ る瞬間で

は k　FU 　k
。
　＝＝（

睡
　 DuDv ）

114
の 波 数の フ

ー リエ モ
ー ドが 不安定化す る．

　 以上 は線形 安定性の 議論で あ り，も ち ろん この こ とか らす ぐに臨界波数付近 の 周 期パ

タ ーンが 分 岐す る こ とが結 論 で き るわ けで は な い ．非線 形 項 まで 込 めた解析 は後 の 6 節

に 譲るが ，（2．3）を数値計算す る と周期定常解が 現れ る こ とが 確か め られ る ．ま た空間 2

次元で数値 計算す る と ，まずは局所的な ロ
ール パ タ

ー
ン を張 り合わせ たパ タ

ー
ンが現れ ，

徐 々 に 統制され 空間的に一
様な ロ ールパ ター

ンに近 づ く様子が 観察 され る ．こ こで もし非

線形項が （2．2）の よ うな奇 関数で な く

儲：零：昌 〆
− v

（2．5）

の よ うに 2 次の 項を持つ 物で ある場合は，ロ
ー

ルパ タ
ー

ン よ りむ し ろ 6 角形的 に並ん だ

ドッ ト状の パ ター
ンが顕著 に現れ る．こ うし た 2 次元 の パ ターン の 競合は 8 節で 議論す る、

3　Swift−Hohenberg 方程式の周期解と Eckhaus 不安定性

　しば らく反応拡散系か ら離れ て ， 分岐の 計算に と っ て 単純で ，かつ 構造的には Turing不

安定性と 同じで あ る よ うな モデル を考察しよ う．Swift−Hohenberg 方程式は 熱対流の ロ
ー

ル パ タ
ー

ン 形成な どを理解す るための 最 も単純な方程式 と して 知 られ る ．

（SH ） 寄一 ｛・ （
　　　∂

2

1十
　　 ∂x

・‘2）
2

｝一 が

Raileigh−Benard 対流の Bousinesq近似モ デル （［2】［5］［6］）か らの SWift−Hohenberg 方程式

の 導出は ［5］などに あるが，おお ざ っ ぱ に 言 うと 定数定常解 の 線形化固有値 問題の 臨界 固
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有ベ ク トル を求め ， それが方程式の 波数関係式 （後述）に現れ るよ うに した 現象論的 モデ

ルで あ る．な お ， Boug．　inesq近似モ デル に おける波数と臨界 レー リー
数の 関係や 臨界固有

ベ ク トル を求める手続きは ［2］を参照され た い ．また ， （SH ）の Raileigh−Benard 対流の モ

デル として の 正 当性に関する議論は ［15］に ある．

　こ こ では ［3］に従っ て，（SH）の 周期定常解 を形式的に 求めさ らにそ の 線形化安定性を計算

して み よう．その ため （SH ）の線形部分に u 　＝ 　eAt
＋ ik＝

を代入 し波 数 関係式 λ ＝ u − （1
− k2）

2

を得る ．こ れは ，
v ＞ 0 の とき knv　1 付近で 不安定化が 起 こ る こ とを意味す る．そ こで

v ＝ ε
2

として ス ケ ール され た変数 T ＝ ε
2t

，
X ＝ ・ 　ex を用 い

， 振幅方程式に 帰着さ せ る と

便利で ある ．すな わ ち u ＝ ε｛A （T ，
X ）eTX ＋ A （T ，

　X ）e
一
叫 を （SH ）に 代入し e3im などの 高

波数成分を無視する と ， Ginzburg−Lalldau方程式 ；

　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　 ∂
2A

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂A
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 十 A − 31A12A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．1）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　一 ＝ 4
　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　 ∂丿（2　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂T

が 得 られ る．

　さて （3．1）は厳密解 と して 次の 定常解 を持つ ，

　　　　　　　　　A ・（X ・・
，φ，

・）−

1 −

34

ω
2e

・一
・粕 ・

・1・ 1　 　 （… ）

こ こで φは任意で ある．従 っ て 形式 的には （SH ）が 次の 形 の 定常解を もつ こ とが わか る．

　　　　　ψ ・・ 調 一 ・

1 −

34

ω
2

♂・… 噌 ＋ c ・… ＋ ・（・
・

）i
　 1ω

2
＜ 1　 （・・3）

こ こで c．c 、は 直前の 項の 複素共 役 を表す． とこ ろで ，
　 Ue の 波数 は k ＝ 1 ＋ εω で あ る か

ら，1b／2i ＜ 去は y ＞ 4（1
− k）

2
に 相 当 し両辺に （1＋ k）

2
　 tS　22 をか けれ ば ，　 UFuO で 漸近

的に y ＞ （1
− k2）

2
で ， すな わ ち波数関係式が 正 とな る とき非 自明な 定常解が存在する こ

とに な る ．

　さて （SH ）を （3．3）の まわ りで 線形化 し形式的に 不安定性 を調べ てみ よう．（SH ）の 線形

化方程式 ：

　　　　　　　　　　　　　Vt ＝ ＝
一
（1 十 ∂

2
）
2v

十 ε
2v − 3u若v

に （α ，
b）を未 知 として 摂動

・ ＝ ε
σ 亡

（α ε
狙 ＋ε瞬 朸 e

−
’（エ＋抑

）

を代入し ， 波数 κ を適当に とれ ば ， 摂動が不 安定 （σ ＞ 0 ）とで き るよ うな ω に対する

条件 を求め る 。こ こ で ，ab＝ ω ＋ κ ，di＝ ω
一

κ で あ り （α ，
　b）＝ （0，

0）で な い 非自明な 摂

動 を見つ け る．少々 煩雑だが ，

（
’ ＋ （’ti9）  1’ （1

一 4ω
2

∵ （1
−

（、鵡謔
2

1，（1
− 、w2 ））（1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一 ・ （1）
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とな るの で ， 大きい 方の 固有値を σ 1（κ）とす る と
，

穿 一 一（1 − … ）一… ＋ （1 − 4w2）
2
十 64ω

2
κ
2

が 得られ ， 4ω
2

＞ 1／3 の とき不安定に な る こ とがわかる． こ れ は Eckhaus 不安定性 と 呼

ばれ
，

上 の こ と と あわせ る と ， 3（1
＿ k2）

2
＞ y ＞ （1

− k2）
2
で は周 期定常解は不安定 とい

うこ とに な る．

　実 は 同様の 形式 的計 算は複素 Swift−Hohenberg 方程式 ：

　　　　　　　　　　　　芻＋ （1＋謙）
・

｝・
− 1・1・・ 　 　 （・．・）

で もで き，近似解で な く厳密解があ る こ とか らむ し ろ こ の 方が見 通しが よ い ．こ こか らも

同様の Eckhaus 不安定性が 得 られ ， （3．4）と （SH ＞の 問の 関係や厳密な Eckhaus不 安定性

の説明は ［16］に詳しい ．

　この 節で は ，（SH）に焦点をあて て ， 形 式的 にで は あ るが 周期構造の 出現 とそ の 線形化

安定性を調 べ た ．次節以 降で は周期パ タ
ー

ン とそ の 分岐を初等 的な 方法で はあ るが厳密に

解析す る試み を紹介する ．解の 挙動の 全体を 低次元 の 力学 系 に帰着 させ る の で 線形 化安定

性だけでな く解 の ダイナ ミクス を よ り詳し く調べ る こ ともで き る．

4　波数離散化 と周期解の モ ー ド臨界点

　次の 非対称 Swift−Hohenberg 方程式に 着 目してそ の 周期パ ター
ン あ るい は異な るモ ー ド

の 周期パ タ ー
ン の 相互作用 を調べ 局所分岐解析の 実際 を見てみ よ う．

（mSH ） 劉 ・ 《・＋ 鋤
2

｝u − P（
∂u

∂x ）
2

一  

u （t，勾 ∈ R が 未知関数で ，〃
，p ，

　g ∈ R は 定数 定tw　q ＞ 0 で p ＝ 0 の とき 前節で すで に

述べ た （SH）とな るが，　 p は ue − u の 対 称性を崩す パ ラ メータ ー
で あ る ．熱対流の 問題

で ， 上面もガ ラス 板で 覆わ れ 上面底面 と も同じ境界条件の と きが p　
＝ ＝ 0 に ， 上面が 自由

境 界の ときが p ≠ 0 に 対応する と考え られ る．また特に （mSH ）で g ＝ 0 か っ p ≠ O の

と きを Kuramot （FSivashinsky 方程式 と呼ぶ こ とにす る ，通常 u ； 1 か つ q ＝ 0 の とき に

Kuramoto −Sivashinsky方程式 と 呼ばれ る が
，

こ こ で は 〃 を Kuramoto −Sivashinsky方 程

式の安定性 の コ ン トロ
ー

ル パ ラ メータ ーと考え る こ とにす る ．

　まず u （ち」 ）≡ 0 が解なの で ， そ の まわ りの 線形化安定性を次の 分散関係式か ら調べ て

み よ う．それ には方程式の 線形部分に u ＝ e
λt＋ikm

を代入 し波数 k の 微小振幅の 摂動が増

大 す る の か 減少す る の か を Reλ の 正 負を も とに 見れ ばよ い ．

A ＝ A（1／，k）＝ u − （1 − k2）
2
． （4．1）

したが っ て C ＝｛（u ，
　k）lu＝ （1

−一　k2）
2
｝が IP 立安定 曲線 を与え る．特 に u 〈 0 の とき には

すべ て の 波数域にわた っ て 摂動は減衰する こ とが わ か る．（それ だけで な く実は v ＜ 0 の
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とき u ・・O は大域的に 漸近安定で ある こ と もわか る．）一
方 ，

y ＞ 0 の とき k ＝ 1 を中心

としたある波数域の 摂動波が増大す る． こ の こ とは Swift−Hohenberg 方程式 にお ける不

安定化が Turing不安定化 と同じ構造で ある こ と を意味す る．周期パ ターンが 現 れ る直感

的な 説明は 前節で 述べ たが ，厳密に は分岐理 論が 必要に な る 場面で ある．

　さて 系の サイズに 比べ て 得 られ るパ タ
ー

ン サ イ ズが小 さい ときはむ しろ無限区 間の 問

題 として 理想化した 方が 自然で ある．しかしなが らこ こでは無限区間の 困難さ を避け るた

め ， 有限 区間 x ∈ ［O，
L］に周 期境界条件を課して 考 え ， しか る後に区 間サ イズ L を大き く

して 無限区間で の 何 らか の 情報を 引き 出す こ とに す る．数値計算で も無限区間で 解く こ と

はで きな い の で 区間サ イズを大き くして 周期境界条件を課 して 解 くこ とが 多い ．したが っ

て こ こ には計算機と い う実験道具か ら得 られ る現 象を説明したい とい う動機も ある ．

　周期境界条件とはすなわ ち u （t，
x ＋ L）EU （t，

x ）で ある ．これ に よ り，許容され る波数を

離散化で き る ：ic∈ （2π／L）Z すな わ ち k ＝ （2π ／L）
’
n
’
t

，
m ∈ Z．解析す る上で の 大きな メ リッ

トが こ こ に ある．波数 （2π IL）m の 周期波 を m モ
ー ドの 波と呼ぶ こ とにする ．言 い 換え

れ ばモ ード数 m は 区間長 L が 周期波の 基本周期の 1刺 倍で あ る こ とを表すtko ＝ 2π／L

とお き ， 各モ ー ド m に対 して Reλ　 ・ O とな る集合を ＠，煽 空間の 中で

　　　　　　　　　　 C ，n
＝ ｛（u ，k。）ly　＝　U

． （ke）　＝ ＝ （1
一

π 乙
2
緒）

2
｝

とお く．これ は ， v だ けで な く区間サ イズ L もパ ラ メ
ー

タ （可変で き る）と捉えて （実

際に は便宜 上 ko　・＝ 　2π ／L を用い る 〉， そ の パ ラ メ
ー

タ空間の 中で Cm が m モ ー
ドの 波に

対す る安定性の 臨界集合で あ る とい う こ とで あ る．さて n ≠nl として 2 つ の 曲線 （7nと

Cnlの 交点で の パ ラ メ
ー

タ値は ko≠ 0 の と き

　　　　　　　　　　　　　　一 〆 ・一 儲 ；：）
2

　 　 （・・）

　　　　　　　　　　　　　　碚一（k：
・nr
）
2

・一論 、 　 　 　 （… ）

で あ るの で ， 3本の 異な る Cmi
，
Cm

、 ，砺 、
が （u ，

　ko）＝ （1， 0）以 外で 同時に交わ る こ とはな

い．したが っ て 区 間サイ ズ L （もし くは ko）を 固定す ることに次 の 1．　II．の い ずれか が

起 こ る ただ し こ こ で v ・ （k・）一

驪 崘 （k・）と定め る・

　 L　（単純臨界点 ）あ る n ≧ 1が あ っ て ，次が成 り立 つ ．u
、 （ko）＝ 蝋 煽 で ml ≠ n で

　　 あれ ば y ． （煽 く Vm （kD）． （この よ うな u
。 （ko）＝ v

”

（ko）とお ぐ ）

II． （多重臨界点）ある n ≧ 1が あっ て ， 次が 成 り立 つ ．　 U ． （ko）＝ Un （ko）＝ Un
＋ 1（ho）で

　 lml≠ n
，
　n ＋ 1で あれ ば u

。（ko）〈 〃m （ko）．（この よ うな ＠（ko），k。）； （un
・n ＋ 1

， 嬬
・η ＋ ／

）

　 とお く．）

　前節で の 議論の 示唆す ると こ ろで は ，u が vn （ko）を少 しで も上 まわ れば 1．で は m モ
ー

ドの 周 期解が 出現 す る とい う こ とにな る ，また II．の よ うに （un
・n ＋1

，
　k8・n ＋ 1

）の 近 くで は

m
，
m ＋ 1 モ

ー
ドの 周 期解が 出現するはずで あるが ，

こ れ らは共存す るの だ ろ うか ？安定性

はど うな のか ？例 えば Eckhaus不安定性な ど とど う関連す るの だ ろ うか ？あるい は m
，
　m ＋ 1

モ
ー

ドの 周期解だ けで な くそ の 複合型解が 出現 した りしな い か ？ こ うい っ た こ とを次節以

降で 詳し く調べ て み よ う．
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5　 フ
ー

リエ モ
ー

ドの方程式 と中心多様体 へ の縮約

簡単な分 岐の 実例で ウ ォ
ー

ミ ン グ ア ッ プを始めよ う．状態変tw　．T （t）∈ R が 微分方程式

念＝！＠；μ） （5．1）

に従 うとす る．こ こで は記号
『
は もっ ぱ ら時間に 関する微分を表す こ とにす る，すな わ ち

dr　＝　dx／dt で ある ．また μ を分岐パ ラ メ
ー

タ
ー

とす る．さて ，状態変数が ある種の 対 称

性を持つ 場合を考え よ う，も っ と も簡単なもの は反 転に 関する不変性

ノ（
− x ；μ）＝ 一

／（x ；μ） （5．2）

が あ る場合で あろ う．す る と，まず f（0；μ）＝ 0 で ，x ＝ ・ O は μ の 如何 に よ らず平衡 点で

あ る こ とが わか る ．この 平衡点 0 の 安 定性は df／dx　l（。；p）＝（o；μ）
の 正 負で 決 まるが ，　 pa　・ ・　O

がそ の 正 負の 臨界点 （特異点 ）で あ る と し よ う．し たが っ て df／dx　1（鋼 ；（o；o）
＝＝ 0 で あ

る ．さ らに必要な ら μ と x を適 当に変数変換する こ とによ り，f（x ；μ）の テ
ー ラー展 開は

f　（Xl　PS）＝ pax　±　x3 ＋ … とな る．よ っ て （x ，μ）＝ （O，
O）の 近 傍で の 平衡点 と安定性は x3

の 項 の 正 負に応 じて 普遍 的 に決 定で き る．μ毋
一♂ の 場 合が 超臨界

2
（ス ー

パ
ー

ク リテ ィ

カル ）熊手型 （Pitchfork）分岐，μ岱 ＋ x3 の 場合が亜 臨界 （サブ ク リテ ィカル ）熊手 型分

岐で ある．局所的に で はあ っ て も高次 の 項の摂動 を 無視で きるの は こ こ で 得 られ た もの が

構造 安定 で あ るか らで あ る．

　次に PS．＝（μ1， μ2）∈ R2 を分岐パ ラ メ
ー

タ
ー

とす る 2次元の 力学系

を考えよ う．こ こ では対称性

｛
　i ＝ f（x ，

？」；μ）

　y＝ 9（Xly ；μ）

f（− x
， y；μ）＝ 一

ノ（x ， y；μ）， ∫◎，

− y；μ）＝／（x ， y；μ），

9（x ，　？Jl　pa〉＝ 9＠，y；μ），　　9（x ，− y；μ）＝ − 9（x ，
2Y；μ）

（5．3）

を仮定し よ う．上 と同様 ＠，y）＝ （0，0）はつ ねに 平衡点で あ るが ， 退 化した特 異点の まわ

りの 分岐を調 べ よ う，退化 とは 2つ の 特異点が 同時に存在 して い る 状況で ，適当な変数変

換に よ り， （53 ）は以下 と 同値で ある．

｛
‘i： ＝ x （μ、 ＋ aii ＝

2
＋ a 、2ノ＋ 0 （4）），

　汐；

！ノ（μ2 十 α2／＝
2
十 α22シ

2
十 〇（4））

（5．4）

こ こ で 0 （4）は x
， y に関して 4次以上 の 高次項を表す．（5．4）の 分岐点 （μ ，

　g；
，
ty）＝ （0 ，

0
，
0）

の 周 りの ダ イナ ミクス を分類 しよ う．非線形項の 係数 ｛aij ｝によ っ て 異な るが ，こ こで は

　
2
超臨界／亜臨界とい う言葉に関して はニ ュ ア ン ス の 異な る 使われ方があ る．非自明解の ブ ランチが パ ラ

メーターの 増大す る 方向に 出 る と き に 超臨界と い う定義 もあ り 得る が，こ こ で は，分岐点の定性的 な性質

を重視して ，非 自明解が安定解 と して 分 1岐す る 場合を超臨界，逆に 不 安定解 と して分岐す る 場合 を 亜 臨界

と呼ぶ こ とにす る．
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すべ て の α 、ゴ 〈 0 の 場合を見て みよ う，この とき （5．4）の ア イソ クラ イン （ヌ ル クライン

と呼ばれ る こ ともあ るが
， ∫＠， llJ），g（x ，

　Y）それぞれ の 零点集合の こ と ）を考慮に入れ る と

相図が描 け る．一見似 て い るが （a）alla22 一α 12α21 ＜ 0
， （b）αlla22

一 α12α21 ＞ 0 の 場合に

異な る相図が得 られ る．対 称性が あるの で 相空間の なか の 第 1象限の み 着 目すれ ば 十分で

ある ．元の 平衡点 （0 ，0）か ら単純分岐で 得 られ た ＠． ，
0）， （0，y． ）以外の 平衡 点を （げ ，ヅ）

としよ う．（a）の 場合には （x ， ，
0）， （0 ，IY、）が 安定で あ る の に対して

， （b）の 場合に は （ゴ ， の
が 安定， （x 。，O），（e，y、）は不 安定 とな る．α 11α22

− a12a21 ＝ O の 場合には構造安定性が 失

われ る状況が ある の で 3次の 項までの 解析で は不 十分で ある．

（a）

 
（b）

＿

図 1： （5．4）の 分 岐ダイ アグ ラム ．パ ラ メータ 空間が 6 つ に 分け られ て それ ぞれ の 領域で

（5．4）の 相図を示す．相図中で 黒丸は 安定，白丸は不安定平衡点を表す．また太矢 印の よ

うにパ ラ メ
ー

タを動か すと 超臨界熊手型分岐が見 られ る．

　上の 2 つ の 例は 対称性下で の 単純 な分 岐現象で あ るが ，実は普 遍的で 同様な対称性を持

つ も っ と複雑な 系の解の 様子 を調べ るの に有効で ある．本稿の 主題で ある周期パ ター
ン の

モ
ー

ド相互 作用も実は これ らに 帰着され る．すなわ ち ， 定 数定常解の 不安 定化が起 こ ると

き 2 通 りの 場 合が あ る こ とを前節最後に 述べ た ．結論か ら先に 言 うと ，1．
，
II．の 場合がそ

れぞれ 上の 1次 元お よび 2 次元 の 力学系に 帰着され る こ と にな る ．1，で は単純に n モ ー
ド

の みが不安定化す るの に対 して II．で は n
，
　n ＋ 1 モ

ー
ドの 不安定性が 同時に起 こ る と い う

こ とで あ る ．もち ろ ん勝手 に 与え た 区間サ イズによ っ て後者が起 こ る可能性は ほ とん どな

い が ， 非線形 現象の 解析で は II．の よ うな 退化 した 点の 近傍の 構造が，実際に解析で き る

の は近傍だ けで ある に もかか わ らず，よ り広範囲 の 構造 を規定する こ とが しば しばあ る ．

しか も こ こ で 扱 う問題 の 場合には こ うした 退化した 点が 区間サ イズを大 き くす る こ とに

よ り先端の 分岐点に 集積して い る．
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　今 まで 「モ ー ド」 と い う言葉を漠然と使 っ て きた が ，
こ こ で は フ

ー
リエ 展 開した各 フ

ー

リエ 係数 の こ とで あ る．従 っ て モ
ー ドのダ イナ ミクス を記述す るには フ

ー リエ 係数の 微分

方程式 を求めな ければな らな い ．実際未知関数 雄 ，x ）は x に関する周期 関数 と して い る

の で u を フ
ー

リエ 展開し よう．すなわち周期境界条件下で 許容され る波数すべ て にわ た っ

て 分解して ，

　　　　　　　　　　　　　 u （ち・）＝ Σ ・・
． （t）e

’Mk °m
．　 　 　 　 　 （5．5）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m ∈Z

関数 u （t，
x ）は実数値 として い るので ，　m ，

− m の フ
ー

リエ 係数は互 いに 複素共役 ：α 一m
＝

砺

である，これ に よ っ て u に 関す る方程式 （mSH ）をフ
ー リエ 係数に関する方程式に直すと，

dm 　＝ 　Am α m ＋ 螺 Σ m ・物 ％ α
  、

− q 　 Σ 　 α m 、
α m ，

α m ， ，
　 m ∈ Z

， （5・6）
　 　 　 　 　 　 　 　 Ml 十 m2 ＝m 　　　　　　　　　　　　　　　　　Ml 十M2 十M3 ＝m

とな る。 こ こで ， λ，n
＝ ＝　A（u ，

　MfoO ）．また α一m
＝ 砺 よ り （5．6）は実質 m ≧ 0 で 考えれ ば

十分で あ る．

　さて 1．の 状況 下で は n モ ードの 固有値 （λn ，
A− n ）の みが 臨界で それ 以 外は実部が負

で ある．上の 方程式系 （5．6）を こ の 2 つ の 部分 （臨界モ ー ドとそれ 以外）に分ける こ と を

念頭 に 以下の よ うに 書き表 して み よ う．

｛
　 O ＝∫（v ，

w ）＝ Aov 十 f2　（v ，
w ）

　馳 ＝ 9＠，
w ）＝ A ＿w ＋ 92（v ，

ω ）
（5．7）

こ こで ，v ＝ an で w はそ れ 以外の すべ て の m ≧ 0 モ
ー

ドの フ
ー リエ 係数 とす る ．ま

た f2（v ，
ω ）， g2（v ，

ω ）は 各フ
ー リエ 係数に 関し て 2 次 以上 の 項で ， 線形 部分は 各対角成分

が 対応す る λm の 対角行列 Ao
，
A一で 表せ る ．詳し くは こ の 節の 後 ろ に述 べ るが ， 中心

多様体理 論 （国 参照 ）の 教え る と こ ろで は ，上 の 方程式系 （5．7）は 臨界モ
ー

ドの み に 限

定した方程式系に 帰着で き る ．すなわ ち 臨界モ
ー

ドの 数 と同じ次元 （複素 2 次元で あ る

が複素共役対称性か ら複素 1 次元 ）を 持つ 原点 を通 る方程式 系 （5．7）の 不変多様体 C が

あ り，原点で は v 平面 に接す る．さ らに原点 近 傍の す べ て の 軌道は 時間 とと もに指数的

に e に吸 引され る こ とがわか るの で C 上 のダイナ ミ クス を調 べ る こ とが 本質で あ る ．原

点近傍で 不変多様体 C を ω ＝ h（v）の グ ラフ と して あらわ せ ぱ ，C 上 のダイナ ミ クス は

O ＝ ∫＠，
h（v））とな る． さて v　

・＝ 　orn は n モー ドの フ
ー リエ 係数で あ っ たか らも との 関数

は u（ち勾 ＝ α誰 ）eink
・「

＋ α n （t）e
− ink・＝

で 近似され る こ とにな る，と こ ろ が ，　 u （t，
　x ）の 方程

式は 平行移動に 関して 不 変で あ るか ら ， u （t，
x ＋ θ）も勝手な θ に関して解 に な る．した

が っ て v の ダ イナ ミ クス を記述す る 方程式は写像 v 　e 　veink °e に 関して 不変で ある べ きで

あろ う．これ は ∫（v ）　一　f（v ，
h（v））が eink

° θア（v）＝ ∫＠e
漱 ゜θ

）をみ たす こ とで ある ．こ の 対

称性が何を もた らすか も う少し見て み よ う．極 座標表示 によ り ” ＝ Te ゆ と表す と

。⇒ e
ゆ

枕 げφφ＝ 1（reio ）＝ ＝　ei
φfN（r），

したが っ て i’＝ Re六丁）， cl・　＝ ＝ Im六γ）／r と同等で あ り， 特に r だけ の独立した方程 式が 得

られ た こ とにな る． こ こ で ， 改めて （重複す る記号 だが ） f（r）＝＝ 　Ref （r）とお けば ，も

う
一

度対称性を θ ＝ π で 用 い る こ とに よ り ／の 対称性 f（− r；λ）＝− f（r ；λ）が 得 られ る．
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よっ て （5．1）（5．2）で 議論した よ うに分岐点近傍の ダイ ナ ミク ス は e ＝ Ar 土 r3 で 与え られ

るこ とにな る．しか し なが ら以 上 の対勅牲 の 議論だ けで は結局 3次の 係数は （正負の み な

らず 0 でな い こ と も）決定で きな い ． これ で は分岐が ど ち ら側に 出る のか ， すなわ ち熊

手型分岐が超臨界的に起き るの か ある い は 亜 臨界 的に起きるの かがわか らない ．こ の 係数

をい か に計算するかは次節で 解説す る．

　こ こで 中心 多様体 へ の リダ ク シ ョ ン （縮約）を簡単に まと めよ う．（詳細は ［1］［8］［17］を

参照 された し ．）有限次元で あれ 無限次元で あれ Banach 空間 X 上で 次の 方程式を考え る．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 dx

　　　　　　　　　　　　　　　　万
一 細 炯 　 　 　 　 　 　（5・8）

こ こ で A は X 上 の 線形作用素で微分可能な半ge　eAt を生 成す る とし，さ らに ！：X → X

は 2次以上の 十分なめ らか な作用素とする ．すな わ ち 11f（x）II≦ κ 11洲2
と する．半群の

性質 を用 い ると定数変化法をは じめと して 有限次元で の 考え方を 自然 に拡張で き る．さて

A は n 。 （有限）個の 実部 0 の 固有値を もちそれ 以外の A の ス ペ クトル は左 半平 面にある

と仮定する．よ り正確に は X が 2 つ の A 不変な部分空間に分解され ：

x ＝ XCeX   A （x
’

）⊂ 丿（
t

（i ＝ c
，
5）

次の 条件が満た さ れる と する ．

i）dimxc ＝ n 、 〈 Oc

ii）スペ ク トル の 条件．δ＞ o と して

Re（σ（AC））＝ o

Re （σ （AS））〈 一δ

iii）AS は t ＞ 0 で 微分可能な xs 上 の 半群 etAe を 生成し 次が成 り立 つ ．

11・‘” s1

［。（X
・ HX

・
）＜ Oe

一δt

　iv）　　II∫i（xc ，　xs ）Ilxi　≦　　KlIx1　灸

ただ し Ai（i　 ・ c
，
　s）は A の X ’

へ の 制限で ，こ れ を用 い て （5．8）は次の 形 で表せ る ．

　　　　　　　　　　　　　｛蕚：1：二：∴：二1　　 （・9 ）

　（5．8）で もし非 線形項が な けれ ば （xc ，♂ ）∈ XCoxs の mS 成分は 指数的に減衰する ．さ

らに xc は （5．8）で 不変な の で こ の 力学系の ダ イナ ミ クス は xc ヒの ダ イナ ミ クスで 支配

され る．もし非線形 項が あ っ て も これ と 同様の事が成 り立つ ：すな わち原点近傍で は XC

に接 し，XC と微分同相な 不変多様体 Σ
C が あ っ て 全 体の ダイ ナ ミ クス は Σ

C
上 の 流れ に

帰着す る． これ は隷属原理 と も言わ れ る．
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定理 5．1 上の 仮定の 下で

　 i？（5．8ノに 中心多様体 Σ
c が 存 在す る ．Σ

c は局 所的には 丿（
c か らの グ ラフ ：E］c ＝

　　 ｛（xc ，ψ＠つ）；xC ∈ U ⊂ XC ｝で 表せ て ψ： U → XS は 連続微分可 能で

　　　　　　　　　　　　　　　　ψ（0）＝ 0
，
D ψ（0）＝ 0

　　 を満たす．

iij（5．8？を Σ
C 上 に 制限した縮約力 学系は常 微分方 程式 ：

伽
c

「薦
一＝ ノICxc＋ ノ

c

◎
c

・ ψ＠
c

））

で 与え られ る．

副 十分小 さな初期値を もつ （5．8丿の解 x （t）に 対して 上 の 縮約方程式 の 解 xc （t）が存在

　　して あ る 7 ＞ 0 を用い て 次 を満 たす．

　　　　　　　　　　 x （の ＝ （xC （t）＋ 0 （e
−
o「t
），ψ（xc （t）＋ 0 （e

−c「t
））

　さ て ，有限次 元で あれ ば 上の 中心 多様体定理 の 仮定は 固 有値 に 関す る 確認を行えば い

いだけで単純で ある ．一
方 ， 無 限次元 力学系で は半群 を生成す るか 否かなど細かい 確認が

ケ
ー

ス バ イケー
ス で 必要に な るが

， （mSH ）な ど の 散逸 系方 程式 は境界条件 に応じて 適 当

に 関数空間を定めて やれ ば ， その 線形 作用素部分が セ ク トリアル 作用素 （［13］参照）と呼

ばれ るもの にな り ， 解析半群が 生成 され るの で ， 上記の 設定に持ち込む こ とがで きる．な

お，今考えて い る周期境界条件の 設定で は 関数空間

　　　　x − ←・ 恥 ・ ・）一 嬬 一

混瞬 （・＋ m
・

）
4

… ｝
を用い れ ばよ い ．

　さ らに 1．の 単純臨界点の 場合に は （c）f，、，
α 一n ）に対応す る固有空間 を xc 　 ＝ 　C2 とすれ ば

よい ．結果 とし て ， ダイ ナ ミク ス 全体 を複素 2 次元の 不変多様体 上 に 帰着する こ とが で

きる ．もち ろん α 一n
＝可 な の で ， 実 際 にはそ の 中の 複素 1次元の セ クシ ョ ン を考察すれ

ば十分で あ る．II．の 多重臨界点 の 場合に は （α n ，
α n ＋1 ，

α 一n ，
α 一（n ＋ 1））に対応す る固有空 間

xc ＝ C4 を用い て ， 複素 4 次元の 不変多様体上 に 帰着し
， 最終的に対称性で 複素 2 次元

のダ イナ ミ クス に縮約で き る こ と に な る ．

　上の 中心多様体縮約は実 は対 称性 を保 存 した まま行 うこ とがで き る．すなわ ち 中心多様

体の 構成は ， 方程式 （5．8）が 滑 らか な 群作用 7 ∈ G に関 して 不変で ある場 合 ， 中心 多様

体 （した が っ て 関数 ψ も 〉も or∈ G に関して 不変で ある よ うにで き る．先に も述べ た よ

うに方程 式 （5．6）は 空間座標に依存しな い偏微分方程式か ら得 られ た もの な の で ， 自然に

次の よ うな 対称性を もつ
， すなわち方程 式が 次で 不変で あ る．

　　　　　　　　　　・
〉
・

、（｛α
肌 ｝m 、z）一 ｛・

’imθ
・・． ｝m 。z ，

θ ∈ ［O，2π）　 　 　 （5．10）

こ れ は未知 関数 ZL（t、　x ）を n （t，コc ＋ θ／ko）に 平行移動す る こ とに対応す る．したが っ て 方

程式 （5．6）に 関す る 中心多様体も 7g に 関して 不 変で ある．

一 402 一

N 工工
一Eleotronlo 　Llbrary 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussel 　 Kenkyu

「Summer 　School 数理物理 2003　一流体力学
・
乱流の数理

一
」

6　周期解の単純分岐

　はじめか ら中心多様体の
一

般論を用 い て 低次元の ダ イナ ミクスに帰着する と ， 分岐方程

式の解析の た めには 中心多様体の 詳しい 情報が必 要とな る．そ こ で ，少 し見方を変えよう．

先ず元 の方程式系に適 当な座標変換を施し，後 々 分岐解析をす るの に都合い い形に直す こ

とを考える．その 際の 指針 とな るのは 平行移動か ら来 る対称性 （5．10）で あるが ， 実は ， 座

標変換によ り 2次の 項が 消去で きれ ば ，中心多様体上の ダイナ ミ クス を 求め るの に 都合が

よ い ．実際 ， （mSH ）で p　＝ ＝ 　O
， q ＝ 1 の 場合 （すなわち （SH ））は ，フ

ー リエ 係数の 方 程式

（5．6）を眺 め る とそ もそ も熊手型分岐の 方程式 と類似して い る こ とに気 づ くで あろ う．

　（SH）ではすで に 2 次の 項がな い の で ， ど うなるか 見て み よ う．（5．6）を次の よ うに書き

改める．

　　af？n 　＝ 　Amevrr
｝

一
　 Σ 　 α m 、

α m 、
α m 、　

一
　 Σ 　 α

。 、、
α m 、

α m 、 ， ＠ ∈ s）
　 　 　 　 　 　 　 　 川1十 M2 十 M3 ＝M 　　　　　　　　　　　　　　　　　　m 　1十 m2 十” r3＝m

　 　 　 　 　 　 　 　 M1 、M2 ，M3 ∈S 　　　　　　　　　　　　　MI ≠Sorm2 ¢Sorm3 ¢5

　　αjnt一 λm ’α m ’
一

　 Σ 　 α m 、
α m 、

α m3 　 　 　 　 　 　 　 （m
’

≠s）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 陶 ＋ vr12＋ Vl3 ＝肌

厂

こ こで ，S ＝ ｛n ，

− n ｝は 臨界モ ードに 対応する番号の 集含とする．　u ・rs　vn （iCo）で は Reλ
．

　f　S

O（m ∈ S）かつ Reλ
．
’く

一
κ く 0（m

’

　¢ S）な の で ，
こ の 段階で 改めて 中心多様体 の縮 約を

行 う．こ うして 得 られ た 中心 多様体 を el とす る．1α n 　1＝ 0 （δ）で あるか ぎ り w 　＝ 　h（v）＝

0 （δ
2
）で あ るの で ，縮約したダ イナ ミ ク ス は

　　　　　　　　　　砺 ＝ λ
。
α

。
　
一
　Σ 　 α

殉
α m 、

α
晩

＋ o （δ
4
）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m1 ＋ 肌 2 ＋ 肌 3＝n

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 mltm27m3 ∈5

で ある．さ て Ml
，
m2

，
M3 ∈ S で M1 ＋ m2 ＋ m3 ＝ n をみ たす組は n ≠ 0 の ときに は

（m エ，
m2

，
M3 ）＝ （n ，

n
，

− n ）， （n ，

− n
，
n ）， ←n

，
n

，
n ）の 3 とお りで ある こ と に 注意すれ ば ， 上

の 式 は さ らに

　　　　　　　　　　　　　d
。

； λ
。

・・n
− 3α

。1α 。

2
＋ o （δ

4
）　 　 　 　 　 （6．1）

とな る こ とがわか る．極座標表示 α n
＝ r（t）e

ゆ ω に よ り ， 方 程式 を分解すれば

　　　　　　　　　　　　ナ ＝ λ
η
r − 37・3 十 〇（δ

4
），　　φ＝ 0 （δ

4
）．

一
見 これで 解決した よ うに見え るが，上の 式の 非摂動系は構造安定で はな い こ とに注意し

よ う．すな わ ち半径 俘 師 の 円周 上 の 点 はす べ て 平蝕 で あ る こ うした退化性は

もち ろん周期境界条件を課 し て平行移動を許した こ とか ら来て い るの で ，

一
旦 それ を 固定

す る仮定をす ればよ い ．た とえば u （t，
m ）の m に 関する 偶関数性は保存され るが ，これ は

部分空問 E ＝ ｛｛α 皿 ｝∈ Ω ： α
。n ∈ Rfor 　m ∈ Z｝が （5．6）の 流れで 不 変で あ る こ と を 意味

する ．だか ら an ＝ r（t）∈ R に制限して 考えれ ば 十分で そ の 方程式は 単に

　　　　　　　　　　　　　　　广＝ λ
．
r − 3r3十 〇（δ

4
）

とな る．こ うして ， λ． ＞ 0 （u ＞ vn （ko））で 超臨界的に非 自明な 平衡 点が 現れ る こ とが

わか る．（6．1）の 平衡点がひ とつ わかれ ば ， その 周 りの ダ イナ ミク ス も込めて 平行移動か
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ら来る群作用 （5，10＞で 生成で き る．C1は実 2 次元 な の で ，
こ うして 生成した ダイ ナ ミ ク

スで カバ ー されて しま う．従 っ て elの ダイナ ミク スは，

f ＝ λ． r − 3r3
， 　φ＝ 0

と同値で あ る こ とが わか る．か くして （SH ）の 安定な 周期定常解

礁 炉 浮繍 圃 ・ 爵 ・幅 ・≦ ・≦ ・加

が 得られた ．こ こ で c ．c ，は直前の 項の 複素共役を意味し
， 安定とは 軌道安定性 （平行移動

の 自由度が 残 る ）を意味す る．こ の解は α n の 周期性か ら真に L ／n 一周期 の 周期解で あ る

こ とを注意し よう．こ こで ， （33 ）の 形 式的近似解を思 い 出して みよ う．そ こ で は ， u ＝ ε
2

， κ＝ 1＋ εω で あ っ たか ら ，

λ
几
＝ レ ー（1 − k2）

2
＝ レ

ー（1 − k）
2
（1十 k）

2
　rv ε

2 − 4ε
2
ω
2

＝ ε
2
（1 − 4ω

2
）

で ，
2 つ の 結果が

一
致 して い る こ とが わか る．

　以上 （SH ）で は難な く縮約ダイナ ミク ス に 帰着する こ とがで き たが ，（mSH ）で はど うで

あ ろ うか ．指針 とすべ き こ と は 2 次の項 を 消去す るよ うに ，うまい 変数変換 ｛α n ｝→ ｛廐 ｝
を構成する こ とで ある ．ただし ， α n と βπ の 1次 部 分は 一

致 させな けれ ば 中心 多様体上

の 座標として 失格で あ る ．さ らに また （5．10）に 関す る SO （2）不変性を保 持する こ とに注

意 して ，

　　　　　　　　　　fim（t）一 α
配 （t）＋ Σ Sm

、，m2 ，tn 　dvm
、
α m 、 　 　 　 （6．2）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 M1 十M2 ＝m

の 変換を行う． これ に より 2 次の 項が消去で き るよ うに未定係数 Sm
、，Tn 、，rn を決定す る と

い う方針で 計算すれ ば よ い ．3次まで の 項を まとめ る と

臨 一λm βm
＝ Σ ｛（褊 ＋ 砺

一λの5
簡 物 綿 ＋ pklmirn2 ｝α m 、

α
肌 、

　 　 　 　 　 　 　 η ↓ 1十 M2 ＝m

十 Σ 　 m ・m ・S，n 、7m
．m 、，m α m 、

α m 、
α ，n3

M
］十 M2 ≒トM3 ＝m

一q Σ 　 ・・m 、
α m 、

α m3

ml 十 隅 2十 M3 ＝肌

とな る の で ，各 mb π L2 ∈ Z に 対 して λm1 ＋ λTn、

− Am
、＋m 、 ≠ 0 とな れ ばよ い ，こ れ を

non −resonance 条件と い う．こ の とき

　　　　　　　 P砥m 、T・・t2

SMI，M ．2，M ＝ 一

　　　　　　λm 、
十 λm2

一λ
肌

（6．3）

とすれば 2 次が 消去 され る ．実際に は 巾心多様体上 の 方程式で 2 次の 項が消えれ ば十分

な の で non −resonance 条 件は ’
rr
’
t ＝ M1 ＋

’
rn2 ∈ S で 成立すれ ばよい ． こ こ で ，

　 m ∈ S と

λm
＝ 0 は 同値な の で m ，＝ m1 ＋ M2 ∈ S で λmi ＋ ）、m2

＝ λ
，。 i＋ m 、

と なる に は 次の 2 通 り

しか な い ，
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i）　m ／　¢　3　カ1つ 　@m2 　≠　

　ii ） M ／ ∈Sカ1 つγπ 2 ∈

i） のとき に はresonance で 残 る2 次 の項は高次 項（4 次以 上）に なる の で無視し て よ い

ii）の場 合が 2 次の 項を消 去す るに 当 た って 真に 困るresonance であ

． 　さて ，S ＝

｛n ，− n ｝の と きはmb 　nt2 ，　rn1 ＋ m2 ∈ 5 と なるこ とはない・し た がってn

− resonance である．（ 次 節で行う
複

合モード 解 析 で はS＝ 311

＝
｛n ， 　n

＋1
，

− n， 一 （n＋1
｝な ので，

1
− 2 モードのresonance が現れる．ま た後述 する空 闘 2 次元 の 設定で は

6

パ タ ー ンの resonance が現れ る ． ）以 上の こと よ り， 3 次の係 数を計算 す ると 次 の こと

わか る． 定 理6 ． 1q ＞0 で n≧ 1 と す
る

，　v＞un （ ko ）
で

κ＝y−yn （ko ）が 十 分小 さけれ

（ mSH ） の定 常解u （ z）でu （x＋k）　・ ＝　u （x ）の意味で空 間周期 的な解 が存 在 す る．

らに u の 空間 プロ フ ァ イルは
適当なθ∈［ O

2π）を用いて 　　 　 　　　 　　　 　　
冠＠）＝0（函）ei

（nk・x ＋θ）＋

Dc ．＋ O （κ） と表さ れ，平行移 動 を 除

て漸近 安 定 で ある． 　こ の ことより，v が1 ．の よ う な臨界 の超 え方 をすると2 次の項

あろ うとな かろ うと 3 次の 係数が負であ れば 非自明 解（周期定常解）が超臨界Pitchfo
的 に分岐すること がわ かる．Kuramot （＞Sivashinsky 方 程式

も同様の ことが示せる． 　最 後 にTuring 不安定化に よ る周期解の 分 岐 問題を考えよう．す

わ ち，
（2 ，3 ）

を 周
期

境
界 条件3 で 考えDu ， Dv を Turing 不安 定化

臨界点直後に取ったとする ． 　
　

　
　　　　　

　
　 　 u ＝Σ　ameimk

°
x

　 v ＝ Σ 　 6meimic ° x 　　　　　　　　　　　　 　 m∈

@ 　 　 　　 　　　 　 　 　　 m ∈Z と フ ーリ エ展

すると，次の方程
式 系

が 得ら れ る． 　 　 　
　

　
　（ α m 鷓）

一 蝋 蹴 ） 一 （…諞轡｛） 行列Mmk 。 はm∈ S で 臨 界

有値を1つ（λ。としよう）持つので，
　
　
　　

　 　
　

　
　

　 　
　 　

Tlx4 ・ k ・ T − ・一（

。00λs）で対角化すると，変
数変 換　　　

　 　 　 　 　 　 　　 　 　　（飾 β

）−T（跳） に よ

りm ＝n にお ける方程式は 　
　　
　

　

　
（α n βπ ） 一（淵 （驚） 一（ ぞ）・（°（ 創 ）） とな る． このうち 第／行の式が中心多様体上の方

式 で
確かに 超 臨

界的なPit ， ・ c ：hfork

岐 でロー ルパ タ ーンが安定 に 現れること がわか る ． 　 3Neu 皿ann

界
条件な

ら

s 　 mkeX で フ ー リ エ 展 開 す れば 同 じ ． 一405一 N 工
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7　 多重臨界点 まわ りの 解析と複合モ ー
ド

　 前節で 得 られた結果は rl．の 状況で パ ラメ
ー

ター u が 臨界値を越えて 不安定化が 起き

た直後 には n モ
ー ドの 周期解が 現れ る 」 とい うこ とで あ っ た ．た だ し周期解は分散関係

式の 虚数部が 0 な ら定常解で ， 0 で な けれ ば周期的プ ロ フ ァ イル を もつ 進行波で あ っ た t

もちろ ん 非線形効果が ど う働 くか に よ っ て こ の こ とは 自明で はな い が ， （4．1）の 線形解析

（分散関係式）か らあ る程度予想可能 な結論で あ る ． また こ の こ と は 2．1 節で述べ た近似

解 とも合致し て い た ．

　これ に対 して 1工．の 多重 臨界点の 場合は ど うで あろ うか．（V ， 甸 M 〆 針 1
，碓

π ＋1
）で は

4 つ の 臨界モ
ー

ド ｛α
m ｝m ∈5H ，

SII＝ ｛n ，
　n ＋ 1

，

− n
，

一
（n ＋ 1）｝があ る．前節と同様に可能な

ら標準系変換で 2次の 項を消去し た物 を用 い ，しか る 後に 中心多様体 に よ る縮約を行 う．

こ の 中心多様体 Cllは ｛α m （t）｝＝ 0 の 近傍で 局所不変な複素 2 次元多様体 （臨界モ
ー

ドは

見か け 4 つ だが 共役対称性か ら実質 2 つ ）で ，臨界モ
ー

ド ｛α m ｝m ∈s で 張 られ る超平面に

接して お り， さ らに近傍の 流れ を指数的に 吸引して い る．

　まず S ；　SII＝｛n ，
　n ＋ 1

，

− n
，

一
（n ＋ 1）｝に対 して non −resonance 条件を調べ よ う．　n ＝ 1

の とき θ ＝ 1
，
　2

，
　
− 1

，
　
− 2 で （ml ，

　M2 ）＝ （1 ，
1）， （2，

− 1）， ← 1
，
2）が resonance で あ る．した

が っ て n 　・ ＝ 1 の ときは 2次 の 項 を消去 す る こ とはで きな い 。実 際 ， 中心多様体上 の 方程

式は

　　　　　　　　　｛
ノ主＝ σ 1フIB一

ト〆1（λ1 十 α1且12十 blB12）十 〇（δ
4

B ＝ σ ，A2 ＋ B （A、 ＋ ・凶
2

＋ dlBl2）＋ 0 （δ
4
）

）

　　 （・・1）

と表され る t こ こで ，σ b σ2 ，
α

，
b

，
　c

，
　d ∈ R は p ， g か ら決ま る定数で あ る ， この よ うに 2 次

の 項があると以下の よ うな簡単な解析がで きず ， 解析が 難し い が ， そ の ダイナ ミ クス は豊

富な構造を もつ ，興味の ある読者は 17］を参照 して ほ しい 。一
方 n ＞ 1 の ときは容易にわ

か るよ うに resonance は な い ．さ らに ml
，
M2 ，m3 ∈ SIIで ’

rrbl＋ m2 ＋ m3 ＝ n をみ たす 組

み合わせ は n ＞ 1 の とき に は

n ＝ n ＋ n ＋ ←n ），　 n ＝n ＋ （n ＋ 1）＋ （
一
（n ＋ 1））

の 2 種類で あ る こ とに 着 目す る と次 の 結論が得 られ る ．

定 理 7．1n ≧ 2 とす る．あ る定数 α
，
b

，
c

，
　d ∈ C と δ

，
κ ＞ 0 が 存在 して ， （y ，

　kD）
一

（un
，n ＋ 1

， 耀
・η ＋ i

）i〈 κ の とき 中心多様体上 CIIの ダ イナ ミクス は
，
　 IAI，IBI＜ δで あるかぎ

り次の 方程式で 支配され る ：

｛
！4＝ A （λn ＋ a レ12一トろ1」B12）一ト0 （δ

4
）

B − B （λ。 ＋ 1 ＋ ・IA12＋ dlBl2）＋ 0 （δ
4
）

（7．2）

た だし （A ，
B ）； （βn ，　6n　，−i）で βπ

＝ α
η ＋ 0 （α

2
）で ある．

な お α
，
b

，
c

，
d は 以下の 通 りで あ る．

一406 一
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命題 7．2

α　
＝

　　αn 　 ；＝

4P2kgn4
　　　　

− 3q，

　λ2n

・ 一 い 一… 肋 ＋ ・）
・

儲・ 鴇音1）一・・

・ − Cn 　 　 （矧 動

d　＝ 　dn　．
4P2ん合＠＋ 1）

4

　　　　　　
− 3q．

　 λ2（n ＋1）

証明）CII上 の 方程式は

　　　β。 （t） ＝ λ
。 β。 （t）　＋　2pkl Σ M2M3Sm

、，＿ 、，。 βm 、βm 、βm 、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ml 十 m2 十 m3 ＝n

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ml ，Tn2iM3ESII

　　　　　　　　 一
Σ 偏 βm 、 β穐

＋ 0 （i4），
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ml 十 m ・2 十 m3 ＝n

　 　 　 　 　 　 　 　 　 rnltM21M3 ∈8H

　　　βn ＋ 1（t）　＝ 　　λn ＋1βη ＋ 1（t）十 2P裾　　　　Σ⊃　　　m2m3Sm1 ，n ＋1− m ， ，
n ＋1β皿 1β肌 2β肌 3

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 肌 1十 m2 十 rπ 3＝n 十 l

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m
ユ，m2 ，m3ESII

　　　　　　　　 一　　　　Σ⊃　　　　β，，、1 βπ 、、βm ，
＋ 0 （δ

4
）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 m1 十 m2 十 m3 ＝n 十 1

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ml
，
M2

，
M3 ∈511

で あた え られ る ので ，（6．3）と Ml
，
M2

，
M3 の 組み合わせ を勘案 しさ らに 3次の 合成積か ら

の寄 与 に関して は ｛n ，
n ，

− n ｝の順列は 3 と お りで ｛n ，
n ＋ 1

，

一（n ＋ 1）｝の 順 列が 6 とお り

で ある こ と に 注意すれ ばよ い ．（証明終）

　簡単の た め （SH）の 多重臨界点か ら考察 しよ う。す な わ ち p ＝ O，q　 ＝ 1 で ある．中心多

様体上の ダイナ ミ クス は 定理 2，4 ， 命題 25 よ り

　　　　　　　　　　d
η
＝ α n （λn

− 31α ，ゐ12− 61α n ＋ 112）十 〇（δ
4
），

　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （7．3）
　　　　　　　　　　α蒲 一 α

。 ＋ 1（λ。 ＋i　
一一

　61α
。 12− 31α

。 ＋ 、12）＋ 0 （δ
4
）

で与え られ る．まず （7．3）の 平衡 点を探そ う．前節と同様 ， はじめに偶関数に制限し 7
’

＝ orn

と s ＝ α
n ＋ ユがい ずれ も実数 とす る．（7．3）か ら r

，
5 の ダイナ ミクス を求め る と，

　　　　　　　　　　　　　 r ＝ r（λ霧
H − 3r2 − 6s2）十 〇（δ

4
），

　　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　　　5 ＝ s（λ11｛∫1 − 6r2− 352）
一ト0 （δ

4
）．

これ は 4 節で 登場した 2次元の 力学系 （5，4）で あ る 。図 2 は 多重臨界点 （un
・m

， 碓
m

）まわ

りの 分岐図で ある ．

　最も多 くて 9 つ の 平衡点 ：（0 ，
0）， （±roiO ）， （0， ±50 ）1 （± rl

，
±S！）が あるが ，

こ の 中で （± rl
，
±Sl ）

を複合モ ー ド点 と呼ぼ う．複合モ
ー

ド点は 0 ＜ 守 く 煽 ＋ 1 ＜ 2λ。 で存在し ，サ ドル 状の 不

安定平衡点で あ る ．また これ は （SH）の 複合モ ー ド定常解 ：

　　　　　　　　　u （・）＝ 士2・、 c・・nk ，x・±・2si　c・・（n ＋ 1）h。x ＋ 0 （δ
4
）　 　 　 （7，4）
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◎
図 2二 （SH ）にお ける n

，
m フ

ー
リエ モ ードの 多重臨界点まわ りの ダイ ナミクス を （u ，　ko）一

パ ラ メ
ータ空間で 示す．相図中で p ＝ λn ， q ＝ An＋ 1 で ，黒丸は 安定 ， 白丸 は不安定平

衡点を示す．

に対応す る．偶関数に 制限 した場合 ， 安定な n 一モ ー
ドと n ＋ 1一モ ー ド周期定常解 の あい

だの セ パ ラ トリッ クス は こ の 複合モ
ー

ド点の 安定多様体か らな る．再び平行移動か ら来 る

群作用 を もちいて ， 他の 定 常解

　　u （x ）＝ 2ri　cos 　nko （x 十 θ）± 2sl　cos （n 十 1）ko（x 十 θ）十 〇（δ
4
），　　　0 ≦ θ ＜ ヱン　　　（7．5）

を作 る こ とがで き る． こ こで も う
一

度，（7．3）の 力学 系 そ の もの を考え よ う．上で 得られ

た複合モ
ー

ド点 （お よびそ の 群作用 軌道）は （7．3）の 不 変 ト
ー

ラス

　　　　　　　　　　 T ＝ ｛（α 。 ，
α

。 ＋、）：亅α 。 「＝ r1 ，1α副 一 S 、｝

の 上に あ る．便宜上 T 上 の 点を

　　　　　　　　　　 （rle
ゆ
，　SleiCb ）∈ Te （φ， ψ）∈ R2 ／（2π Z ）

2

で 表す こ と にする． （7．5）か ら T 上 の 1 つ または 2 つ の 閉曲線 ：

　　　　　 ｛（φ， ψ）∈ R2 ／（2π Z）
2

：（n ＋ 1）φ＝ πψ，
or　（n ＋ 1）φ＝ n （iP＋ π）｝　　　 （7．6）

は平 衡点か らな る こ とが わか る．し か しなが ら T 上 の 残 りの 領域に関して はど うな っ て

い るの か は不明で あ る ．

　（mSH ）の
一

般の 場合は p，
　q，

　n に よ っ て 異な る．例え ば Kuramoto −Sivashinskyの 場合 ：

p ＝ 1
， q ＝ 0 を考えよ う．この とき命題 2．5より n に よ らずに α

，
　c

，
d 〈 0で あ り，

n ＝ 2
，
3

，
4

の とき b ＞ 0 で n ≧ 5 の とき b ＜ 0 で あ る ことが わか る ，さ らに n 〈 5 の とき α d − bc ＞ 0

一・108一
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で n ＞ 5の とき ad − bc 〈 0 で あ る．したが っ て振幅方程式の特性は n によ っ て 異な る （図

3）．（KS ）で 特に顕著な と こ ろは n ≦ 5 で安定な複合モ
ー

ド点が 現れ る こ とで ある． これ

は ell上 に安定な不変 ト
ー

ラスが ある こ とを意味する．したが っ て Kuramoto −Sivashinsky

方程 式で はパ ラ メ
ー

タ
ー

u と シ ス テム サ イズ L を適 当に とれ ば 複合モ
ー ド波が 安定に観

測され るはずで あ る．

　（SH ）で は上で みたよ うに安定な複合モ
ー

ドは 得 られ なか っ た．しか しなが ら こ うして

分岐点の 周 りの ダ イナ ミ クス が 得 られ た こ と は 意味深 い 、い ままで n
，
n ＋ 1 の 隣接す る

モ
ー ド相互作用 の み 考え て きたが ，互 い に 異な る任意の n

，
m モ ー ドの 多重分 岐点で解析

す る こ と ももちろん可能で あ り同様の 結果が得 られ る ．そ の 際振 幅方程式は

｛
　f ＝ r （λn

− 3r2− 652）

　3 ＝ s（λm
− 6r2 − 3s2）

　で ある．も う
一
度 （v ，

ilo）パ ラ メータ 空間で 分岐図 を見て み よ う．　 n
，　rn の 多重分岐点

か らの び る 2本 の境 界線 Sn，
　Sm があ り，　 Sm よ り右側で は m モ ー ドが n モ

ー
ドに対 し

て不錠 化して い る とみ る こ とがで き る．Sm は VXI76− pm で 記述され るの で ・ m

モ
ー ドが安定で あるた めの 必要条件は

2｛・
一（1 − m2 褶）

2
｝＞ u −

（1
一

π
2
鳶苫）

2
．

今 m モ
ードの 周 期解の 安定性 をみて い るの で ， 実際の 波数 k ＝ mko で あ る．従 っ て 波

数 k の 波が 安定 で ある た め の 必 要条件と して

2｛y − （1 − k2）
2
｝＞ v −

（1
−
（
一

）
2
た
2
）
2．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m

こ れがすべ て の n
，
m ∈ Z で 成 立す る条件を 求める と ，

v ＞ 2（1
− k2）

2

が 得 られ る ．周期解 は u ＞ （1 − k2）
2

をみ たす波数 k で 存在す るが ， 波数が 2（1一硝
2

＞

v ＞ （1 − k2）
2

の 範囲に ある波数の 周期解は不安定で ある こ とが わか る ．不安定で あ るとい

うだ けで な く近接す るモ ードで よ り安定な波数の 周期解 に移 っ て い く過程が，区間を限定

すれ ば ， 上のダイナミ クスで 理解され る、（図 2の Sm の 右側領域．）
一

方 ， 2．1節で 見た よ う

に ， 実際には 不安定波数域 （Eckhaus 不安定性）は もっ と広 く 3（1
− k2）

2
＞ u ＞ （1

− k2）
2

で あ る．したが っ て Eckhaus 不安定性の
一

部の ダイナ ミ クスが 上で 説明され た とい え る．

8　 ロ
ー ル パ タ ー ン と 6角パ タ

ー
ンの 競合

　（mSH ）や Turing系 （2．3）を 2 次元領域で 考えよ う．2次元の 非対称 Swift−Hohenberg 方

程式は △ ＝ 鋸十 〇1として ，

Ut 　
＝ ｛y − （1 ＋ △）

2
｝u

− pl▽ u12 　一　u3 （8．1）
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（a）
（b）

北
o

L

（c）

図 3： n
，
n ＋ 1 モ ードの 多重臨界点 まわ りの （KS ）の分 岐ダ イア グ ラム を （u ，

　ko）一パ ラ メー

タ空 間で 示す．相図は 2 つ の フ
ー

リエ モ
ー

ドの 振幅の ダイナ ミクス で ， 黒 丸 は安定，白丸

は不 安定 平衡点 を示 す．また p ＝ λn ， q ＝ λn −1．1 で ，（a）n ≦ 4，（b）n ＝ 5
， （c）n ≧ 6 の

3 つ に分類 され る，
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で ，ほ とん ど今まで の 議論が 平衡 して 成立 す る．Turing 系に つ い て も同様で あ る．先ず

は u ＝♂
オ＋i（kx＋ ty）を代入 して 分散関係式が 次で 与え られ る ：

λ ＝ λ（v ，
　k

，
t）＝ u − （1 − k2− t2）

2
．

（8．1）を 長方形領域 ［0 ，
Ll］× ［0，

　L2］に 周期境界条件付きで考え よ う．こ の と き許容さ れ る

波数は （k ，
t）＝ （mko ，

nlo ），
ko ； 2π／L1 ，

　te冨 2π／L2 ， （m ，
　n ）∈ Z2 で あ る，次の こ とを 問題

に しよ う．f着 目するモ ー ド （rn ，　n ）を 固定して ，　 u と領域サ イズ （iCo，lo）をコ ン トロ
ー

ル し

て 非 自明な 複合モ
ー ドが あ るか ？」

　（m ，
n ）モ

ー
ドの 安定性に 関して の 臨界集合 を

3
叩

茸 ｛（噛 ，
‘。）1・ ＝ ・（k繭 ）竺 （1

− m2 緒一 n211 ＞
2
｝

とお く．と ころで u （ko，
lo）は m

，
　n に よ らずに

σ m ，n
＝ ｛（kD，

　lo）1皿 2
裾＋ 児

2
亳＝ 1｝

上 のすべ て の 点で 最小値 u ＝：o を と る ．互 い に 異な る Cm ，n ど うしで い くつ もの 交点が あ

るが ，
こ の うち C2，0 ，

　Cl，1 の 交 点 （k。 ，
　to）＝ （1／2，

〜Vli／2）に 着目し よ う．

　 この パ ラ メ
ー

タの 近傍に 6 角パ タ
ー

ン が含 まれて い る．フ
ー

リエ 展開は こ の 場合以下の

よ うにな る ：

　　　　　　　　　　　u （t，
・・）一 　Σ 　α 調 ・

軸 ・η‘°）
’
（x・y）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m ＝ （min ）∈Z2

まず p ＝ 0 で 対称の と き λ
． ，

　＝ 　 A（u ，
mko

，
nto ）とお けば

　

 叫
　

職
α

−％
　

　

圃

Σ
湘

　

　

繭

　

　

m

　

mα
　

mλ＝
°
mα

さて （u ，
ko

，
lo）re （0 ，

1／2，
　V5／2）で は 5 ＝ ｛（土 2

，
0）， （± 1

，
，」1）， （土 1

， 干 1）｝ （複合同順）の 6
モ ードが 臨界で ， 組み 合わせ 計 算よ り

｛
A1 ＝ Al（λ（2，0）

− 31A，12− 61A22 − 61A312）
A2 ＝ A2（λ（／，D

− 61／4上12− 31A2 ［
2 − 61A312）

且・
＝ 且・（λ（・厂

・）
− 6國

2 − 6固
2 − 3園

2
）

が得 られる．こ こで ，A1 ＝ α
（2，0），ん

＝ α （．1，−1），A3　 ・ af
（−1，1）で ある．これ は，（7．2）（ひ

い て は 図 2）の拡張で あ り ， v ＞ 0 の と き不安定で は あ るが ， 複合モ
ー

ド解 ：

・ 伽 囲 ＝ ♂与 e
佃 侮 ）12

＋ e
’（x

一
商 ）12

＋ ・．・，

が存在する こ とがわか る．これ は 6角形状 の パ ターンで あ る．複合モ ー ド解は振幅方程式の

中で saddle 点なので ，初期値の 取 り方によ っ て は長時間観測され る．しか し結局は 図 2 に

見 られ るよ うに単
一

モ
ー

ド解 （ロールパ タ ー
ン ）に収束する ．この こ とは Raileigh−Benard

対流 ， SH 方程式や 対称な Turing 系の 数値計算結果 とも合致する ．
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　次に p ≠0 の 非対称の ときを考えよ う． こ こ で は ， 6角パ ター
ン の resonance が現れ

る．すな わ ち （m1 ，
m2 ）＝ （（1，

1）， （1，

− 1））， （（− 2
，
0）， （1，

1））， （（
− 2

，
0）， （1，

− 1））の 3 つ がそれ

で ある．し たが っ て こ の 場合の 中心多様体上 の 縮約方程式は

　　　　　　　｛li≡≡懸蹴；曙 1浮断聯
で 与え られ る ．こ こ で ，

Al ∈ R
，
　A2 ＝ A3 ＝ 0 で （8．2）の 定常解を 求める と ，

∂tA1
＝λ．4ユ

ー3Ai ＋ 0 （IAI4）

（8．2）

と Pitchfork的に ロ ールパ タ
ー

ンが 分岐し て い る こ とが わか る．一方 Al ＝ A2　＝・、A3 ∈ R

に （8．2）を制限す る と ，

∂tA1 　＝ AA ，
− pA そ一 15A？十 〇（1／1114）

の 定常解で 6 角パ タ
ー

ンが得 られ る ．（8．2）で の 安定 性解析を加 味す る こ とに よ りロ
ー

ル

パ タ
ー

ン は線形 不安定で あるが ， 6角 パ ターンの 分岐ブラ ンチが サ ドル ・ノ
ー

ド的に 安定

性 を 回復す る こ とが わか る．したが っ て Turing 系を含め非対称な （2 次の 項の ある ）方

程 式で は 臨界点近 くで 常に安定な 6 角パ ター ンが得 られる こ とがわか る．

　本稿で は局 所分岐解析によ り ， 周 期的な境界条件 を与えそ の 中には ま り込む周期パ タ ー

ン （定常解）を議論したが ，

一
般に大きな 領域で ， 何故 ， ある特定の 周期パ ター

ンが広 範

囲で 見 られ るの か とい う疑問に は全 く答えて い な い ．最近 ［11」で は ， 例えば安定な 6 角

パ タ
ー

ン の 領域が如何に ロ ールパ タ ー
ン の 領域を 浸食 して い くか と い う問題を ある種 の

中心多様体縮約によ るダイナミクスで ，特殊な場合で は あ るが ， 説明して い る．実は こ う

した 研究 は ，（mSH ）の 2 次元の 設定だけで な く Ginzburg−Landau 方程式や Taylor渦の

浸食問題な ど一連の 流れ の 上 にあ り，（［11］の リフ ァ レ ン ス参照）パ ターン形成 の 観点か ら

は今 まで 説明した よ うな 弱非線形解 析か ら
一

歩進んだ 物で こ れ か らの 解析の 1 つ の 指針

を与え る もの と言 え る．
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