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1　 は じめ に

　非平衡非線形現象の 典型 として の 「成長する荒れた界面」 を対象とする研究は，ス ケーリン グ則 と

普遍性の概念を基礎に して 多彩な現象を統
一

的に理解する こ とを 目的に して い る E ［1，
2

，
3

，
4

，
5

，
6］

　 「成長 する 荒 れた界面］ は 基盤か らの 高 さ h（r ，t）の ゆ らぎ，す な わ ち 標準偏 差 w （L ，t）≡ く

｛h（r ，
t）一 〈 h（r ，

t）〉｝
2

＞
1／2 によ っ て 評価 され る ．こ こで ，　 h（r ，

t）は
一

辺 L の d 次元の 基盤

上で の位置 r ，時刻 t にお ける界面の 高さを表わして い る．r ∈ ［0，
L］

d
で ある ，ス ケー リン グ則は

Family と Vicsek によ っ て 提案され た もの で ， ［7｝次 の よ う に表わ され る ：

　　　　　　　　　　　　　　　　ψ ，t）一孟
β
Ψ伽

1／つ．　 　 　 　 　 　 　 （1）

ス ケ
ー

リング関数 Ψ（m ）は x 《 1に 対 して Ψ（x ）tV 　x
α ，　 x 》 1 に対 して Ψ（x ）〜

一
定 と い う性質

を有する．粗さ指数 α は動的指数 z と関係式 α ＝ βz で結 ばれて い る．

　 「成長す る荒れた 界面」 の 問題に対する連続モデル と して Kardar，　 Parisi，　 Zhang （KPZ ）の 3

人組は簡潔な非線形ラ ン ジ ュ バ ン型方程式 を提案 した ： ［8］

　　　　　　　　　　　
∂

響 一 ・▽
・h（・，

t）・ 書（・h（・
，
t））

2
＋ ・岡 ・　 　 （・）

右辺 の 第 1項は表面張力に よ っ て 界面が滑 らか に され る効果を表わ し て い る ，第 2項 は界面が局

所的 に界面 自身 と垂直な方向 に成長す る性質か ら生 じて い るが，対称性の 議論か ら非線形性 を表

わす最も簡単な表現で ある．確率変数 ｛η（r ，
t）｝が通常の よ うに白色ガウス 雑音で ある と仮定する

と，その 相関は次の よ うに与 え られ る ：

〈 η（r ，
t）η（・

’

，の 〉 − 20 δ
d
（卜 ・

’

）δ（t − t
’

）． （3）

一般性を失わ ず平均 を く η（r ，
t）〉 ＝ 0 とする．前述 した ω （L ，

t）に お ける 平均 〈
…

〉 は確率変数

｛η（r ，
t）｝に関 して行なわれる ，

　KPZ 方程 式はそ れ ま で 計算機 シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ンが先行 して い た研究状況の 中で 理論的な観点 か

らの アプ ロ
ー

チ を可能 に した点で 重要な役割 を果 た した．まず等価で あ る こ とが知 られて い る ノ

イズが含 まれた Burgers 方程式 にお ける対称性か らスケーリン グ関係式

α 十 z ； 2 （4）
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が導かれる ． ［9］KPZ 自身は 1 ル
ープ近似の下で 「動的繰 り込み群の 方法」 を適用 して d ＝1 の 場

合に α ＝ 1／2 と fi　＝ 113 を導い た． ［8］この結果 はイ
ーデ ンモ デル ［10］や弾道凝集モ デル ［7，

11］，

さ らに様々 な変形モ デル ［11，
12亅によ る 計算機 シ ミ ュ レ

ー
シ ョ ン の 結果と非常に良 く

一致 した．さ

らに幸い な こ とに，換言す れ ば近似計算に もか かわ らず不思 議な こと に，この結論は厳密な方法

で得 られた結果 とも一致 したの で ある ． ［13］

　こ の よ うに KPZ 方程式 は 「成長する荒 れ た界面」 の 問題一
般に対す る巨視的な モ デル として 広

く受け入 れ られたの である．加えて興味深い こ とに，こ の 方程式が単純な構造を有 して いる故 に，

他の 分野 でみ られ る 多くの 問題 と深 く関係して い る の で ある ． ［14，
15

，
16］

　残 され た理 論 的な 興味は ，KPZ 方程式 の解が d ≧ 2 において どの ような振る舞 い をするか，で

ある、「制限された solid −on −solidj モ デル ［12｝を代表 とする ，1〈PZ 方程式 と同じ普遍性ク ラス に属

する と信 じ られ て いる様々 な モ デル ［12，
17

，
18】に対する計算機シ ミュ レ

ー
シ ョ ンによ っ て，d ＞ 2

次元 にお い て も 「荒れ た界面 （α ≠0）」 の 解が存在する こ とが示唆 され て い る．（文献 ［19］に よ る

と 「制限された solid −on −solid 」 モ デル の 連続化極限を とる と KPZ 方程式が 導か れ る．）直接的に

は KPZ 方程式を数値積分する こ とによ っ て d ； 2 または d ＝ 3 で も 「荒れた界面」解が存在す る

とされて い る． ［20，
21］KPZ が用い た 「動的繰 り込み群の 方法」 によ っ て Tang た ち は d 一λ平

面上 で 「滑 らかな 界面」 か ら 「荒れ た界面」 へ の
”

相転移
”

があ り，そ の 2 相 の 境界線は dc＝ 2

の 近傍で λ
20

（ d − d。 で ある と主張 した． ［22】ごく最近では 「非摂動的繰 り込み群の 方法」 によ っ

て 高次元で の 粗 さ指数の 次元依存性が 調べ られ て い る． ［23］

　以上 に述 べ た研究状況 にもかか わ らず，この 小 論で は連続モ デル として 正 当化された Kpz 方程

式は d ＞ 2 で は

　　　　　　　　　　　　　　　 α ＝β＝0 　か つ 　 x ・・2 　 　 　 　 　 　 　 　 （5）

を示す解しか 存在 しな い こ とを主張す る． ［24｝もちろん ， KPZ モ デル に は Tang た ちが主張する
”

相転移
”
も存在 しない ．閾値の 次元 d ＝d、

＝2 で は対数異常が 現れ る と考 え られ るが本小論で は

議論しない ．こ の 事実 （5）を導き，検証 し， さ らには KPZ 方程式 に関する 無矛盾な 筋書き を描く

ために この 小論を次の 5 段階で構成する．なお，FKPZ 問題」 の 言葉 は往 々 に して広い意味で用 い

られ る が，こ こ で は KPZ 方程式そ れ 自身に関す る問題 として 狭い 意味 に限る こ とにする ．

1．まず ，
KPZ 方程式 （2）式 を （3）式を満たす ノイズの 下で解い て 得 られる ω （L ，

　t）は
，　d ≧ 2 の

　 とき紫外発散する ことを指摘する．すなわち，（3）式を用 い た KPZ 方程式はそ の 数学的根拠
，

　 正 当性 を失 っ て い る の で あ る ，

2．そ こで微視的な単位 a を有限に保っ た KPZ 方程式 を考 え，α → 0 の 極限操作 を慎重に行な

　 い
， 連続化 され た KPZ 方程式の解の 振 る舞い を調べ る ．そ の 結果 ，

　 d ≧ 2 の 場合 ノイズの

　 相関を δ関数よ り発散性が 弱い相関に置 き換え る と ， α → 0 に おい て 有限の w （L ，t）が得 ら

　れる こ とが明らか にされる ．詳細は （21）式を参照，その 得 られ た w （L ，
t）は L に も t に も依

　 存 しない 定数で ある ．

3．前述 した結果 を確固 とした もの にす るため に KPZ 方程式の 数値積分 を d ＝ 1 と d ＝ ・ 3 の 場

　合 に実行する ．d ； 1次元で は得 られる ω （L ，t）の 値は ，期待 され る よ うに空間 の 離散化の

　単位 a に は独立で ある ．他方，d ＝ 3 に 対す る ω （L ，t）は離散化 の 単位 α が 減 少する に つ れ

　 て増大 して い く こ とが見 い 出され る ，しか し，上で述 べ た よ うに ， も し発散性の 弱い 相関を
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　 もっ ノイズを用い る と ， α に依存しな い w （L ，
t）が得 られる ．それ は，　 a → 0 とした連続版

　に おける結果 と
一致する もの と看做される．さ らに，w （L ，

t）は 時 間 t に 関 して ほぼ一定で

　 あり，理論的な予 測 β＝0 と
一

致する ．

4．KPZ 自身が採用 した 「動的繰り込 み 群の 方法」 を検証 し
， 彼 らの 計算 には 明 らかな誤りが

　存在す る こ とを指摘 する ． 2 ル
ープ近似によ る 計算の 結果

，

「動的繰 り込み群の 方法」 自体

　 の有効性が疑われ る こ とが明 らか にな る．

5．最後 に簡単な ま と め をす る ．われわれは ， 連続モ デル と し て 正 当化 された KPZ 方程式は

　 d ≧ 2で あれば 「滑 らかな界面」 解 しか有 しない と結論す る．

2　頭五
，
t）に お ける紫外発散

　KPZ 方程式 を空間的 にフ
ー リエ 変換する．　d 次元 の 波数ベ ク トル k ＝ 2π n ／L は d 次元 の 整 数

n ＝（nl ，
n2

，

…
， nd）を用い て 定義 される ：

　　　　　　　　　　　∂ん（k，
t）／∂t − 一

Σ Akq（蝋 q両 ＋ h（k ，　t）．

　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 q （≠o）

行列 A は対鰄 鯒 矗
）
δkq と非対鰄 分 贈 か らな る ．すなわち ，

　　　　　　　　　　　k − q に対 して ， 　 A 。。（‘）− 49 ）
≡ uk2

，

　　　　　　k ≠・ に対 して ・ 　 Akq （の一A賭
）

≡ （λ12）q ・（k − q）h（k − q ，
　t）

で あ る ．平 らな初期条件 h（r ，O）＝ h（k ， 0）＝一　O を設定する と ， （6）式の 形式的な解は

廟 一

餅
・t

’

・kq ・t・・t
’

・・（… t
’

）

（6）

（7）

（8）

（9）

と表わされる．こ こ で ，

　　　　　　　　　　　　　　・（・の 一 T ・ xp ［一ズ・tn・（t
〃

）｝　 　 　 （・・）

は グ リ
ー

ン関数行列，T は 時間順序演算子 で あ る．グ リー ン関数行 列 には GkO （t，
　t’

）＝ δkO と

Gkq（t，　t）　＝　6kqの 性質が あ る ．グリー
ン関数行列 G （t，

t’

）を次の よ うに分解する ；

G （t，
t

’

）＝Go （t，
　t

’

）
・U （亡，の． （11）

こ こ で ，

　　　　　0 ・kq （ちt’

）一・・P［
一

・k2（孟一め1δkq ，

・（・の 一・ ・xp ［
一
ズ・t〃

・ i・

幽 ・・ …
（・

〃

）… 幽 ｝

（12）

（13）

で ある．
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　h（k ，
t）を用 い て 界面の 幅 w （L ，

t）は

　　　　　　　　　 w2 （L，・t）・一 Σ 〈 iL（k ，碗 一k，t）〉 。
≡ Σ 0 岡 　 　 　 　（14）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k（≠0）　　　　　　　　　　　　　　　　　　k （≠0）

と表わ され る ．相 関関数 0 佛，
t）は大 きな L に対 して 大き さ k ＝ lklに だけ依存す る，〈 AB ＞ 。

は く AB ＞ c
＝＝＜ AB ＞

一
く A ＞ ＜ B ＞ で 定義 される ．　 w （L ，

　t）の ス ケー リ ン グ則は C （k，
t）の 長

波長 にお ける 振る 舞い か ら説明され る もの で ある ．すな わ ち，k → 0 で

　　　　　　　　　　　　　　　　（ノ（k， の〜 kmd
一α

∫（hZt）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）

が期待され る．

　まず，確率変数 η（r ，
亡）に対 し て 白色雑音 （3）式を仮定するな らば，il→ oo となる に つ れて

　　　　　　　　　　　　　　　　　　o （k ，
t）→ k

− 2
　 　 　 　 　 　 　 　 （16）

で あ る こ とを示 す．こ の 事実か ら d ≧ 2 で は ω （L，t）に紫外発散が 発生す る こ とが分か る ．　 KPZ

方程式は coarsegrained の 意 味 で構成され て い る の で あ るか ら，言 い換 え る と，問題 に は格子定

数の ような微視的な閾値が存在 して い る の だか ら極限操作 k → oo をす る こ とは人 工 的で 意味をな

さない と考えられ るか も知れ な い ．こ の 意味か らカ ッ トオ フ 波数 A← 2π／a）を導入 して発散 を避

ける こ とも可能で あ る．しか しなが ら，A を導入す る こ とは ， 結果 として得 られる 結論が どの よ

うな A を選択するか に依 らない に場合 に の み有効で ある こ とを強調 した い ．実際，低次元 d 〈 2

の場台 にはどの ような A を選ぶ こ とも許 される の で ある．しか しな が ら ， d ≧ 2 で は ， （16）式が

成 り立つ 限 り w （．L，
t）は A に強 く依存する ．

　さ て ，（16）式 を証 明 しよ う．（9）式と （11）式を （14）式 に代入す る と，

　　　　　　　　　・（… ）一

論論阿 ・t・eh
”k21‘’t’）e

’
”k2 （‘’‘2）

　　　　　　　　　　 × 〈 ［σk 。、（t，
tl）カ（q1 ，

t・）］［U− k。、（ち劬 （q2 ，
t2＞1＞ 、 　 　 　 　 （17）

が 得 られ る ．こ こ に ある 2 つ の 指数関数 を見 る と，非常 に大 き い k に対 して tl と t2 に関する積

分にお い て t に近 い 領域 （tl，
　t2 ！ t）が 最も大き い寄与をする こ とが分か る ．そ こ で Ukq（ちめ を

t − t’

の 級数で 展開する と，

　　　　　　％ ＠ ）＝ δkq
− （λ12）q ・（k − q）h（k − q ，

　t）（t − t
’

）＋ o （（t・一・t「

）
2
）

とな る ．こ れ を （9）式に代入 す る と，非常 に大き い k に対 して

　　　　　　　睡 ズ・t・e
’”k2 （‘’t

・1
・・（・・ …

一
・・…

為何 萌

　　　　　　・ q ・
（k − q ）（t

− t、）e
−

・k2（t−t・）・
一

・ （k一・｝
2
（t− t・ ）カ（q ，

t、）h（k − q ，
t、）＋ …

が得 られ る．（3）式 を用 い る と結局

　　　　　　　　　　　　　　lim　o （k，
t）；D1 （uk2 ）十 〇（k

−4
）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 鳶→ eo

（18）

（19）

（20 ）

と結論 され る ．最 も高階の微分が非常 に短い 波長で の 振る舞い を規定 して い る はずで あ るか ら，こ

の結果 は十分合理的で ある．蛇足なが ら，こ の 展開に おい て λが小さ い と言 う仮定 は全然 使用 し

なか っ たこ とを注意 して お く，
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3　微視的 KPZ 方程式とその連続化極限

　前節で 見い 出され た 紫外発散の 困難 を克服するため に，微視的 KPZ 方程式 に立 ち返 らねばな

らな い ．なぜ な らば，こ の 発散は非常 に短い 波長の モ ー ドか ら発生 し て い るか らで ある ．微視的

KPZ 方程式か らの 連続化を注意深 く調 べ る必要がある，基盤を
一

辺 α の セ ル に分割 しよう．そ こ

で （3）式の 代わ りに

　　　　　　　　　　　〈 η（・，
t）η（・

’

，
t’

）〉− 2DR
。
△

。 （r − 　rt）δ（t − t’

）　 　 　 　 （21）

を考える ．こ こ で，△ 。 （r）は原点まわ り幅 a の 近傍で 鋭 く局在 して い る r の 関数で あ る，例え ば，

△a （r）＝ exp ［
− r2 ／（2α

2
）】で あ る．振幅 Ra は a → 0 で Ra ・v ・a

一
φ の よ う に増大す る も の と仮定す

る ．後出で の便宜の ため こ こ で指数φを導入 して お く． δ関数の 場合 は φ＝d で あ る．こ の よ う

に
一

般化 して も lima
→ o　Ra△

α （r）か ら，なお空間的に無相関 な ノイ ズで あ る こ とが分か る ．

　α を有限 に 保 っ た ま ま w
。、i。， 。（L ，t；v ，λ，D ；a ）を議論 し，　 a → 0の 極限 を と っ て，巨視的な 量で

ある w （L ，t）を観測す る ．すなわち，

ω 网 ＝
ム野 m ・… （五≠；・

，
λρ ；・） （22）

で あ る．そ の 物理的な意味が存在する ためには ω （L ，
t）はゼ ロ に も無限大に もな らな い こ と を注意

し てお く．ω mic ，。（L ，
　t；U ，

λ
，
　D ；α ）を形式的に λの 級数 として 次の よ うに展 開す る ：

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

鴫 、。 ，。 （L ， t；u，λ，ヱ）；α）− D Σ（λ
2D

）瓢 （ゐ ，
孟；・；・）．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 η ＝0
（23）

λ の 2n 次の 項は波数ベ ク トル ｛k ，q1 ，q2 …｝な ど の （2n ＋ 1）個 の和，｛t1，
t2

，

… ｝に 関する （4n ＋ 2）
個 の 積分 ， q ・（k − q）の よ うな波数ベ ク トル の 積が 2n対 ，　e

− yκ
2
（t
−t’

）のよ うな指数関数が （6n ＋ 2）
個 ，そ して （n 　＋ 1）個の 対相関 ，〈 hζ、毎、

〉
…

〈 fic2n＋ 、fic2n＋、
〉 か ら成 っ て い る ．た だ し，

qく、
＋ qく2 ＋ … ＋　q〈2．＋ 2

＝o で ある．当然な が ら Wn （L ，
t；u ；a ）は有限の a で は常 に有限である．

　d ＞ 2の 場合に （22）式で の極限を とるた め には，比 （T　・＝　Tf α
2 を固定 して

督； r／α
， 　 k ＝ ka

， 　 t ＝ t！T （24）

の 変数変換が有効 で ある ，さらに，P ＝ v σ
，
　D ； D σ

，
叉　＝ ＝　Aσ と定義 して お く．蓑の 絶対値は有界

で ある （2π α／L ≦lkl≦ 2π）．非保存の 対 に対 して （k ＋ q ≠o）

〈 カ（k ，
t）i｝（q ，

　t
’

）〉；0 （a2d
一φ

丁

一1
）， （25）

保存の対 に対 して

　　　　　　　　　　　　　 〈 f｝（k，t）fi（− k，　tt）〉 ； 0 （ad
一
φ

丁

一1
）　　　　　　　　　　　　　　　　（26）

で あ る こ とが分か る．前者は ad だけ高次の 微小量で ある が，有限 a の 場合で は無視で きな い ．前

出の 相関関数 の 組 〈 f）〈、fic、
〉 … 〈 δ〈2 ．＋、りζ2叶 、

〉 で は，　 n 個の 非保存対， 1個 の 保存対か ら構成

され て い る．（23）式にお い て λ展開で の 2n 次の 項 に変数変換 （24）を実行する と

・

−d（2n ＋1）T
‘n ＋ 2

・

−2−2n
（a2d

一φ
ゲ

1
）
n
（ad

’di
・

’1
）一σ α

2一φ
（σ

3a2 一
呼 （27）
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の 因子が現れ る．その 結果，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 oo

　　　　　　　w 孟、。 ，。 （L，t；・ ，
λ，　D ；・）＝ かα

2一φ
Σ（瀚 α

2一φ
）
nWn

（L／・
，
オ／r ；il；1）　 　 （28）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ＝0

とな る ．Wn 内の 変数 L と t も ス ケ
ール されて い る ．さ らに

，　 d 〈 2 の 場合 に （22）式 に （28）式を

代入 する と遠赤外発散が発生す る こ とにも注意する．何故な らば，（15）式で 示 され て い る よ うに，

k → 0 で 0 （h ，
t）　・w 　k

’d一α f（kXt）（α ＞ 0）が期待 されるか らで ある．したが っ て ，上述の 手続きは

d 〈 2 の 場合には適用で き な い ．こ の 場合で は単に φ＝d を用い て w （L，t）＝u ）mi 。 ． 。 （L，t；　u ，
λ

，
　D ；0）

で ある．他方，d ＞ 2 の 場合 （28）式に遠赤外発散が生 じな い こ とを証 明する こ と は非常 に難し い

問題で ある ．しか しなが ら，その 発散が生 じる こ とは d ＞ 2 で は KPZ 方程式には解が存在 しな い

こ とを意味して い る．したが っ て ここで は遠赤外発散は発 生 しない と仮定 して議論を先 に進める

こ とにする．

　結論 と して ，d ＞ 2 の場合は い つ で も，「条件」

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φ＝ 2　　　　　　　　　　　　　　 （29）

が満足 される と きに限 っ て ，（22）式の 極限操作 におい て w （L ，
t）が有限に存在する ことが可能 と

なる ．もし 「条件」 （29）が成立しなければ，更〃 mi 。 ，。 （L ，
　t；u ，

λ
，
D ；a）は 比 L ／α ばか りで な く別 に α

に も依存す る こ とにな っ て ， われわれの直感 と矛 盾する ．第 4 節で この事情は数値 計算によ っ て

検証 され る ．L ／α
，
　t！τ → Oo で あ る か ら，（22）式で 得 られ る w （L ，

　t）は 五 と t 共 に依存 しない ．

導入 された ノイズの 相関 lim。 → o　Ra△ a （r ）は d ＞ 2 で は δ
d
（r）関数よ り発散性が弱 い．そ の た め

lima→ o　Ra ∫ddr△ a （r）＝ 0 で あ る．

4　数値的検証

　残念なが ら，前節まで に展開して きた議論は厳密なも の で はない ．そ こで，こ の 節で は結論を補

強するために KPZ 方程式を数値的に計算す る，直接的な数値積分はおそ らく問題に対す るもっ とも

確実な方法で あろ う．しか し，この 方法は次の 予測が前提にな っ て い る こ とを忘れ てはな らな い．す

なわち，a と τ を固定 して （例えば a ＝ 1），　L と t を大きく した ときの ω mi 。 ，。 （L ，
t；u ，

λ
，
D ；a ）の 漸近

的振る舞い は連続化 の極限，すなわ ち，L と t を固定 して α ，τ → 0 の 極限操作で 得られ る結果 と
一

致す る と言 う期待が前提 に ある の で ある．換言すれ ば， Wmi
、，。（L ，

t；U ，
λ

，
D ；a ）は比 L／a と t／τ だけ

に依存 して い る と期待され る の で ある ．しかし，こ の期待が実現す るか どうかは検証されねばな ら

な い ・実際 KPZ 方程式を線形 化 した Edwards −Wilkinson 方程式 ［25亅で は ω mi 。．。（L ，
　t；u ，

λ
，
D ；a）

が d ＞ 2 の 場合 L ！α ばか りで なく単独 に α に も依存す る事実 をわれわれは知 っ て い る ． ［26】

　基盤を一
辺 α の セル （2N ）

d
個に分割する．格子点の 位置ベ ク トル を d 次元の 整数 iコ （ii，

i2
，

…
，
id）

を用い て ri ＝ai と記述す る．こ こ で ，　il　＝ ＝　O
，
± 1

，

…
，
±N （1　− 1

，
2

，

…
，
d）である．時間も時間間

隔 丁 で ら ＝ ゴ丁 （ゴ＝ 0
，
1

，

… ）の よ うに離散化する ．（2）式 に対する 差分方程式は 陽的公式で

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d

　　　H （・i ，
tj・ ・）− ff（・i， ち）＋ （UT ！・

2
）Σ｛H （・i ＋ α el ，・t」）

− 2H （・酋 ）＋ H （・厂 ae ・，
t
ゴ）｝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t≡l

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d

　　　　　　　 ＋（λ・ ／8α
2
）Σ｛H （・i ＋ ・・t，tゴ）

− H （・i
− aet

，
tゴ）｝

2
＋ ・B （・i，

tゴ）　 　 （30）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1＝1
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と表わ され る．et は第 ε番 目の 軸 に平行 な単位ベ ク トル で ある．確率変数 B （ri ，ち）はガウス 分布

に従い ，時空の 格子点に独立に分配され るもの とす る．したが っ て ，それ らの相 関は

〈 B （r芭，ち）B （嚇 ’）・ − 2D α
一φ

τ

一1
δ祕 、，ち

… δ
蝿 輪 ’ （31）

と表わ される ，（21）式 に対応 して い る こ と に 注意．実際は B （ri ，ち）＝》（24D ）a
『φ／2ブ

1！2ξと関係

する
一様乱数 ξ∈ ［

− 1！2，
1／2］を使用 した ．分散の計算には支障を生 じな い こ とは保証されて い る ．

　われわ れ は w （L ， t）の微視的単位 a 依存性を調 べ た．計算機で は全て離散化 され た 数しか 取 り扱

うこ とがで きない の で w （L ，
t）は正確には （22）式にお ける ω mic ，。 （L ，

t；u ，
λ

，
　D ；α）で ある，非常に

小 さ い α に対 して 計算 され た ω mi 。 ，。 が もはや a に依存 しな くな っ た ら，連続化 の 極限値 W （L ，
t）が

得 られ た と看做すこ とが で き る ．その 場合 に前述 した予測が実現 したの で ある ．わ れわ れ の 計算

は d ＝ 1 と d ＝ 3 の 場合 に 限 っ た ．なぜな ら，d ；2 の 場合は対数異常が発生する こ とが予想 され

るが ， こ の 対数異常を数値的に検出す る こ とは困難 と思われ るか らである．

　数値計算 における パ ラ メ
ータ と して u ・・O．5， D ＝0．005，結合定数 g ＝λ

2D
ル

3 ＝ 15 を採用

した ．まず最初は （31）式にお い て φ＝ d の 場合を計算する ．そ の d ＝ 1 の 結果が 図 1 に 示 されて

い るが・予想通 りに a 依存性は見 い 出されな い ・勾配は約 113 で 理 論の 予想値 β＝ 113 と
一

致 し

て い る．

　他方，図 2 に示 されて い る d ； 3 に対する w （L ，
t）は a の 減少に つ れ て 増大 して い く．これは無

限大へ の 発散を示唆 し て い る ．したが っ て ，こ の 場合 は前述 した予 測は実現 しな い の で ある．

　も し （31）式 にお い て （29）式を用 い る ζ，ω （L ，
t）の 離散化単位 a の 依存性 は消滅す る．そ の 様

子は図 3 に鮮明に示され て い る ．加えて β＝ 0 を示 唆するよ うに w （L ，
t）は 時間 tに関 して ほぼ一

定で ある ．

5　 「動的繰 り込み群の 方法」 によ る研究

　 しか しなが ら，
”

d ＞ 2 で さえ KPZ 方程式は 「荒れ た界面」 の 解 を有する
”

とす る 報告は多数

存在する ． ［12，
17

，
18

，
20

，
21

，
22

，
23］何故 こ の よ うな不

一致が起 こ る の で あ ろ うか ．事態 を複雑

に して い る原 因の
一

つ に 「繰 り込み群の 方法 1 によ る研究成果がある ．こ の 辺 りの 事情につ い て

言及 しよう．

　
「動的繰 り込み群 の 方法 」 の シナ リオは次の 通 りで ある． ［4］第 1の ステ ッ プで は，グリ

ー
ン

関数 バ ー
テ ッ クス 関数．ス ペ ク トル 関数の e

−eA
〈 lklく A の 波数成分 を積分 （平均）する ．4

は ス ケーリン グ ・パ ラメ
ーター

で ある．非線形性のため これ らの関数は正確には得られ な い の で ，

1ル
ープ近似な どの近似計算の 結果で 代用す る ．第 2 ス テ ッ プで は k 空間の 大き さ を元 に 戻 すた

め b ＝　ee を用 い て r → br
，
　t → bzt

，
h → bα h と変換する．こ の 変換は Family−Vicsek の ス ケー リ

ング則 （1）式に対応 して い る こ とに注意 しよう．こ うした変換を通 じて も KPZ 方程式 自体が不 変

で ある と言う要請をす る と，KPZ 方程式 に現れ る 係数 （u ，、ty，λ，　D ）の 変換関係が得 られ る ．　e → 0
の 極限で 変換関係はパ ラ メ

ータ空間内の 力学系と して 表現 される ．ス ケーリン グ不変性 を示 す力

学系 の 固定点か らス ケ
ー

リン グ指数が求め られ る．

　最近，筆者は KPZ 自身が原論文で行な っ た 「繰り込み群 の方法 」 の 計算に誤 りが あ る ことを見

い 出 した ． ［27｝そ の 事情を説明する．
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　グリーン関ta　C （k ，
ω ）は 〈 h（k ，

ω）〉 ＝ G （k ，
ω ）h（k ，

ω ）に よ っ て 定義され る．こ こ で
，
　h（k ，

ω ）は

h（r ，
t）の 時空 の フーリエ 成分で ある．1ル

ープ近似で グ リ
ー

ン関数は
， 自己エ ネル ギ

ー

・网 一偽 1噐［・
・
（k − q）1［− q ・k】a ・（・

− q ，
ω

一Ω）IC・・q ，
・）

・
・ （32）

を用い て
，

　　　　　　　　　　G
−1
（k ，

ω ）＝ Go「
i

（k ，
ω ）［1 − 2λ2DGo

（k ，
ω ）Σ（k ，

ω ）］，　　　　　　　　　　（33）

と表わ され る．こ こで
，
Go（k ，

ω）＝ ← iw ＋ 疏
2
）
− 1

で ある ．積分 ∫＞
ddq は eLeA ＜ l　q　l〈 A におけ

る 積分で
，
A ＝2π 1α 1 は波数の カ ッ トオ フ

，
　e はス ケ

ー
リング ・パ ラ メ

ー
タで あ る．

　パ ラメ
ー

タ v の変換を 計算する には ω ”0 と置 い た Go（k ，
　O）＝ 1／（vk2 ）を （33）式に代入 し

，
　k

で展開 し le2の 係数を比較すれ ばよ い 、Σ（k ，
　O）にお ける Ω の 積分に は ， 公式

　 　 dx　　　　　　1　　　　　　　　　 1

儲 圃 （圃 （圃
一

、、（。 ＋ 、）
・ （34）

が利用で きる ．また
，
角度積分

・n （・μ 繼畫毎
θ
・ （35）

には

　　　　　　　　　　　　　　　 1 ・3 ・5…　（2n 十 1）
　　　　　　　　 12n＋ 2（d）　・＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　12n

＋1（d）＝＝ O
，　　　　　　　　　　　（36）

　　　　　　　　　　　　　 d（〔i一ト2）（d一
ト 4）

…
　　（d 十 2n）

，

が役立 つ ．残念 なが らその 結果か らは k2の項は現れない の で
，
　v は変換されない ，　 KPZ 自身の 計

算で は変数変換 q → q ＋ k／2 が お こなわれ て い る ．しか し
，
こ の 変数変換は有限の A に対 して k2

の オーダーの誤差を生 じる ．これが見か け上 u の変換にな っ て い た ので あ る．λ や D の 計算にお い

て は こ の変数変換は何 らの 誤差 を生じな い ．

　こ の 節の 冒頭で述 べ た 2 つ の ス テ ッ プを結合させて
，

dv

π
＝ （・ − 2）u ，

　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　dλ

　　　　　　　　　　　　　　　　 薔
＝ （z ＋ α

一2）λ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 dD

　　　　　　　　　　　　　　　π
一（z − d − 2・ ＋ 9・ff）D ・

の 方程式群が得 られ る．た だし
，
d 次元単位球の 表面積 Sd と Kd ＝Sd／（2π）

d
を用い て

9eff一孚Ad
− 2

肇三
，

（37）

（38）

（39）

（40）

で ある ．

　（37）一（39）式を ま とめ て
，

警 一（2 − d ＋ 9… ）9・… （41）
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を得る．こ の 力学系の 安定な 固定点か ら ス ケー リン グ指数が得 られる はずで あるが
， （41）式か らは

d ＞ 2 に対 して g ＝ O の安定な固定点が与え られる に過ぎない ，

　動的くりこみ群の 方法が有効な方法で あ る か ど うか を議論する ために
，
2 ル ープ近似 まで計算を

進める必要がある，面倒な考察 に よ っ て グリ
ー

ン関数に つ い て は図 4 の よ うな結果が得 られ る．残

念な がら角度積分がで きな い の で d ＝ 1 の 場合に限る こ とにす る ，そ の 結果
，
k2 に寄与する項は

・（・… 一 ・ ・（・・，
・）＋ 64瑠 11… f… ｛一（，1購 ，、）

・

一
，、（q？．ll舞． ，1，、）・｝・（42）

となる．2 ループ近似で は内部モ ー ドが 91 と q2 と二 つ ある ことに注意す る．力学系を導くため には

4 の 1 次まで で十分で あるか ら q1 と q2 の どち らか を ［e
− eA

，
　A ］で 積分 し

， 他方を ［O，A］で 積分すれ

ば よ い ．しか し
， その 場合積分 は発散 して しまう．さ らに悪 い ことにはス ペ ク トル 関数に q1 ＋ q2 ＝ 0

を分母とする項 が存在す るため に積分が や は り発散して しま う，

　 これ らの 議論か ら動的 くりこ み群の 方法は KPZ 方程式 に対して は有効で な い と結論せ ざる を得

な い．や は り， 1ル
ープ近似で 正確な解が得 られた の は偶然 に過 ぎなか っ た の で ある．

6　 まとめと議論

　KPZ 方程式は奇妙な性質 を有 して い る．そ の た め様々 な 思 い込 み と誤解 によ っ て 専門家の 中に

誤謬が蔓延 し て い る ．

　われわれはまず （3）式 を伴 う KPZ 方程式 （2）式か ら得 られる界面の ゆ らぎ w （L ，
t）が d ≧ 2 で は

発散する こ とを 明らか に した ．（22）式で 定義 された Ulmi 。 ，。 （L ，
t；u ，

λ
，
D ；α）は微視的単位 a の 減少

に つ れて 際限な く増大す る．これ まで誰 も この事実を指摘 して こな か っ た の で ある．こ の 結論 は

主 に 二 つ の 道筋を辿 っ て 導か れた ．ひ とつ は ω mi ， ， 。 （L ，
t；U ，

λ
，
　D ；a ）の 形式 的な λ展開で あ り ， 他

方は ω mi ，，。 （L ，
tlU

，
λ

，
D ；a ）が如何に微視化単位 α に依存す るか に注意 を払 っ た 数値積分で ある ．

また，二 つ の 方法によ っ て （21）式に現れる ノイズ の 相関におい て （29）式 を採用 すれば導かれ る

UJmi
。 ，。 （L ，

t；u ，
λ，D ；α ）は十分小 さな a に対 して α に依存 しな い とい う意味で 合理的で ある こ とを

主張 した．（22）式に おける w （L ，
t）は L ，　 t 共に独立で あ り，指数 α ，βは 0 で あ る．

　さ らに，KPZ 自身が行な っ た 「繰 り込み群 の 方法」 に おける計算の 誤 りを指摘 し ，
2 ル

ープ近

似計算を行 い
， 遂には 「繰 り込 み群の方法」 が KPZ 方程式に対 して は 成立しな い こ とを明 らか に

した．

　最後に関連する 問題 に対す る数学的研究 に言及 したい ．文献 【28］には，KPZ 方程式 と等価で あ

る ノイズが 伴 う熱方程式が 議論されて い て ， d ＞ 2 では 汎関数の 解 が唯
一

存在す る と言 う定理 が

証明されて い る ．残念なが らこ の 解は L2 族に属 して い て 成長界面の 問題 には適さない ．しか し，

d ＞ 2 次元で 解が特異な性質 を示す こ とは こ の 小 論で 強調 したよ うに w （L ，t）が紫外発散する こ と

と符合す る．

　今後の 課題は，d ≧ 2 で も連続モ デル とし て 正 当化 され る KPZ 方程式 に代わ る 新し い 数学モ デ

ル （確率的偏微分方程式） を構成する こ とで ある ．

　なお
，
こ の 小 論の 詳細 は文献 ［29］を参照され た い ．ご請求があれば別刷 をお 送 りする ．
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ε
コ

0．01O
．1 1 Ot1 100 1000

‘
1．d　＝：1 の 場合 に ω mi 。。。 （L ，　t；　v，　A ，

1）；α）と t を α ＝ 1．0 と a ＝ 0．5 に対 して 両対数プ ロ ッ トし

　　た も の ．掲載値 は 10 回 実行 した結 果を平均 し た も の で ある ．挿入 され た実線の 勾配は 1／3
　　で ある ．系の 大きさは 五 ＝ 1000．
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‘

も

葦

0．1

O．01o
．1 1 10 100

t

2．d ＝ ・ 3 の 場合 に Wmi 。 ，。 （L ，
　t；u ，

λ
，
　D ；α）と t を a ＝ 1．0 と α ＝ O．5 に対 して 両対数プロ ッ トし

　 た も の ．掲載値は 10 回実行 した結果 を平均したも のである ．挿入 された実線の勾配 は O．04

　 であ る．系の大きさは 50x50x50 ．

＝

も

詈

0．1

　 　 　 　 O．Ol
　 　　 　 　 　 O．1　　　　　　　　　　　 1　　　　　　　　　　　 10　　　　　　　　　　　100

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t

3．d ＝ 3 の 場合に ω mi 。 ，。（L ，
　t；u ，

λ
，
　D ；α）と t を α ・＝1．0 と α ＝ 0．5 に対 して 両 対数 プロ ッ トし

　た もの．（31）式にお ける （29）式を用 い た．掲載値は 10 回実行 した 結果 を平均 した も の で あ

　 る ．系の 大きさは 50 × 50x50 ．
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