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　1次元非対称単純排他過程 （以下 ASEP ）は
， 体積排除の 相互 作用 の 下で多数の粒子 が 1次元格子

上 を非対称なホッ ピングをする と い うだけの単純なモ デルである．もともと mRNA 上 の リボゾー

ム の 運 動の モ デル として 考 え られ た の が最初と考 え られて い るが
，
そ の後平衡か ら遠 く離れた非平

衡統 計力学 の簡単な模型 として再発見 され た ．か な り早い 時期か ら ASEP には厳密解が 得 られ る

こ とが認識されて い たが
， q一直交多項式やラ ンダム行列 と の 関係の よ うな深い 数理 構造が明 らか に

され て来たの はこ こ数年の 事で ある ．一方で ASEP は
，
そ の単純さ ゆえに種 々 の応用が考え られて

きた．講演で は ASEP の 理解に 関する現状 に つ い て概観 し，今後の 発展 に関する展望を試みたい ．

1　 1ntroduction

1．1　 モデル

　長さ L の 1 次元格子 を考え
，
各格子 点 （サ イ ト〉は

，
粒子が い る か い な い か の 2 状態 しか 無い とす

る ．格子上 の 各粒子は
，
微小時間 dt の 間 に

， 確率 dt（qdt）で 右隣 （左 隣）の サ イ トヘ ホ ッ プする ，さ

らに左端 （右端）の サイ ト 1（サ イ ト L）で は
， 粒子が い な い と き は確率 α dt（b

’
dt）で粒子 が入 り

，
確 率

tydt（βdt）で 出て 行 く とする ．こ れが 開放的境界条件で の 1次元非対称排他過程 （asymmetric 　simple

exclusion 　process．以下 ASEP ，）で あ る ［1，
2

，
3］．もちろ ん他の 境界条件 ， 例 えば周期的境界条件や

無限系で の ASEP を考 える こ と も出来る ．
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1．2　 応用

・ 交通流

粒子が右方向の みにホ ッ ピ ングする特別な場合 （q ； 7 ＝ δ ＝ 0）は
， 交通流の 簡単な モ デル

と見なす ことが 出来る ．

1E −maill 　sasamoto ◎stat ．phys．titcch．ac．jp
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・ メ ッ セ ン ジ ャ
ー RNA 上 の リボゾー

ム の 運動

メ ッ セ ン ジ ャ
ー

　RNA （mRNA ）は
， 遺伝情報を担 う codon と呼ばれ る単位が連な っ た 長 い ひ

も状 の 分子で ある．リボゾー
ムは

，
そ の mRNA の 片方の 端に く っ つ く事か ら始め

，
mRNA 上

の 遺伝情報を読み な が ら進ん で 行 き
， 逆の端 ま で 来た ら mRNA か ら離れ る．こ の 際 1 つ の

mRNA 上 に複数の リボゾー
ム が く っ つ く可能性は あるが

，
同時に 同 じ遺伝情報を読む こ と は

出来ない ．

こ の ような状況を記 述す るモ デル と して 7MacDonald らは次 の よ うな も の を考 えた 〔4］．ま

ず mRNA を長さ L の 1 次元格子 と し
， 各格子点は mRNA 上 の遺伝情報に対応する とする．

そ して リボゾ
ー

ム を粒子 と考 え
， 今読ん で い る 情報に対応す る 1 つ の格子点に い る と考 える．

そ の際 2 つ の粒子が 同じ格子 点 には来れない と い う制限が ある事 に注意する ．また，格子点

1 で は割合 α で 粒子が 入 り
，
格子点 L で は割合 βで 粒子が 出て い くとする ．こ れ は粒子が 1

方向 しか進めな い 場合 の ASEP に対応する．

・ 相同性検索 ア ル ゴリズム

バ イオイ ン フ ォ マ テ ィ ク ス に お い て は
， （例 え ば DNA の）2 つ の sequence の 類 似 した 部分 を

探す こ とは基本的な 問題で あ る ．そ の よ うな相同性 を検索する ア ル ゴリズ ム の 特別な場合 は
，

離散時間 の ASEP と見 なせ る こ とが 指摘 され て い る ［5】．

2　定常状態 と行列 の 方法

　開放的境界条件で の定常状態は
， 境界で の 粒子の 出入 りの パ ラメ

ー
タ を変化させ る事 によ り相転

移が起 こ る．つ ま り
，
粒子をどん どん入れ るが あまり出さな い と い うパ ラメ

ー
タ領域で は粒子は 渋

滞を起 こ し
，
高密度相と呼ばれる相に入る．逆に粒子 をあま り入 れな い がどん どん 出す場合は粒子

はか な り自由に 進める よ うに な り
，
低密度相 と呼ばれ る相に 入 る ．また 粒子を どん どん入れ どん ど

ん 出す と最高カ レ ン ト相 と呼ばれ る相 に入る．こ れ は
， 境界パ ラ メ

ー
タの 値を変え るだけで系 の バ

ル ク部分の性質まで変わ っ て しまうと い う事で ， 非平衡系における境界の重要性 を如実に表す例 と

い え る．

　さて こ の モ デル の定常状態は
， 行列の 方法 と呼ばれ る方法を用 い る と厳密解を構成する こ とがで

き
，
上記の相転移を厳密に記述す る ことが可能で ある ．ッ

＝δ＝0 の 場合に つ い て は
， 既 に ［6］に詳

しく書かれて い る の で
，

こ こ で は全て の パ ラメ
ータが入 っ た場合 の 解に つ い て 述べ る ［7］、

　行列 の 方法とは
，
空 の サイ ト（Tj ＝0）に E

，
粒子 の い るサイ ト（乃

＝ 1）に D と い う行列 を対応

■ ⇔ ・ 回 ⇔ ・
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させ
，
同 じ空 間の ベ ク トル 〈照 ，1γ〉を用 意し

，
定常状態 にお け る確率が

　　　　　　　　　　P （Tl ・
7・27 ，動 一 蝪〈礁（T・D ・ （1 − T」）E ）lv＞

の よ うに行列 の 積で 書ける とす る．そ して も し行 列 D
，
E と ベ ク トル （IVI，｝γ〉が

　　　　　　　　　　　　　　　　　 DE −
（1ED ＝D ｝

．E

　　　　　　　　　　　　　　　　　側 （α E
−
ryD）一 （則

　　　　　　　　　　　　　　　　　 （βD 一δE ）lv＞＝lv＞

（1）

（2）

（3）

（4）

と い う代数関係を満 たせ ば
， （1）は実際に厳密な ASEP の定常状態 にな っ て い ると い うもの である．

こ こ で ZL ＝〈W1 （D ＋ E ）
LIV

＞は 規格化定数で ある．行列 の 言葉で は
，
カ レ ン トは

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 Zひ 1
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 」 ＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ，　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （5）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ZL

1 点関数 は

　　　　　　　　　　　　  一 毒（叩 ・ ・）
ゴー1D

（D ＋ E ）
L→ lv〉　 　 （・）

の よ うに表 され る ．こ こ で 解 を記述するた め に q−shifted 　factorlal
，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

　　　　　　　　　　　　　　　　　（a・；のバ H （1 − ・の ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k＝0

　　　　　　　　　　　　　（a ，
b

，

…
，
c；q）n ＝ ＠ の。 （b；q）n … （c；のn

を導入 して おく．ただ し こ こ で n ； o 。 も取 り得る とす る．

　物理 量の 計算を するた めに
， （2）を満たす行列 とベ ク トル を見付ける と

， 以下の よ うな もの が あ

る こ とが確認で きる．

D ； 1 十

dl　 dgd8

　 dlOdt

0　 …

dldl

〈W ト 姑
／2
（1，

0
，
0

，

…
），

　　　　　　　・1 ・lo
　　　　　　　・1 ・1 ・1
，　 E ＝ 1十

　　　　　　　〇 ・1 ・1

　 1y＞＝ね112（1，
0

，
0ジ

・・T

た だ し こ こ で

・ 一 盞［（・† ・ ＋ ・）・

噛 ［（・一
・
一… ）・

・ 一 盞［（・ ＋ ・ ＋ ・）
一

弓 ［（・− q 一
β・ ・）

一

（・ † α ・ の
・

＋ ・司
（・

− q 一
β・ ・）

2
＋ ・β・］

（・＋ α ＋ の
2
跏 ］

（1
− q 一

β・ ・）
2

＋ ・βδ］
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として

・ n
− ［

　　　　　　　　グ
ー1

dP
，

＝

　　 （1 − q2n
−2

α・bcd）（1 − q2nabcd）

　　 × ［bd（・ ＋ ・）＋ （b＋ のq・
一

・abcd （b ＋ の9
几
一1

　　 − ｛bd（α ＋ c）＋ abcd （δ＋ d）｝9
π

　　 一
畝 α ＋ C）q

’
” ＋1

＋ 砒 d〔α ＋ C）噛
2耐

＋ α蝋 う＋ d）q2
’
nl

・ト
ト 》。，

ん ， ・先
、当i器，

An

d・h− −
1祟評 ，

・旨 ．》。〆・

　　　（1 − qn
− 1

αbcd）（1 − q叶
1
）（1 − q

”
ab ）（1 −

　qnaC）

　　　　 （1
− 92

几
一1αうcd ）（1

− q2na，bcd）2

（1 一
α

几 bの（1 − qnbe）（1 − qncd）（1　一　q
’n

αの

んo ＝

　　 （q，
α b

，
α己

，
αd

，
bc

｝
　bd

｝
ed ；q）o 。

　 　 　 　 　 　 　 　 ・n − 1

ε
1 ＝　　　　　　q
γし

　　（1 − q2n＋
1
αbcd）

（abcd ；9）QQ

2／1

ー

（1 − q2n
−2abcd

）（1 − 92几
αbcd）

X 囮 わ＋ の＋ （α ＋ C）9 一
αbcd（α ＋ ・）σ

n − 1

−
｛αc （わ十の

一
トαbcd（α 十 c）｝（1n

一
α・（b十 d）9

叶 1
＋ abcd （わ＋ d）acq2

厂‘
− 1

＋ αbcd（α ＋ C）92n］

（7）

（8）

（9）

（10）

（11）

（12）

で ある．

　これ か ら D ＋ E は 3 重対角行列 とな るが
， 実は こ れ が Askey −Wilson 多項式の 隣接 3 項間漸化式

を記述する Jacobi行列で ある こ とがわ かる．すなわち，

　　　　　　　恥 ・一 嚇 ・繍 ）・ ・φ・ ［
q

覗

，♂

謙 詣
喩

zθ

・叫

　　　　　　riPs ［1｝：
’

：991・，
・］一 嵩，ilillt−i÷・

7t？
！2？；1．．．，

，．

a

，

’

，g，’f，（・− 1）
kqk ・k− 1・／2

）
1＋ ・ ””

・
k

と定義され る Askey−Wilson多項 式 Pn（x ）を用 い て

　　　　　　　　　　・・ （x ）− Vll．il・
・　＠・　a ）　b，　ci　dl　q），

　　　　　　　　　　　　hn 　（1 − qn
冖1

α圃 （q，
　ab

，
αC

，
αd

，
　bc

，
　bd

，
　cd ；のn

　　　　　　　　　　　　妬 　 　 　 （1 − q2n
− iabcd

）（αbcd；q）几

で 与え ら れ る 多項式 をな ら べ て 作 っ た ベ ク トル

　　　　　　　　　　　　　　lP（X ）〉一（P。＠），P1＠），P2＠），

・
→

T1

は
，

　　　　　　　　　　　　　　 （1）十 五7）1P（コじ）〉＝（2x 十 2）IP（．T ）〉

（13）

（14）

（15）

（16）

（17）

（18）
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を満たす
，
つ ま り行 列 D ＋ E の固有ベ ク トル となる事 を示 す こ とが出来る ．する と例え ば規格化

定数　ZL は a
，
　b く 1 の 時

　　　　　　　　　・・
一ゑ轟

（z2 ，
　z
− 2

；q）。 。 ［（1 ＋ z ）（1 ＋ z
− 1

）／（1 −

（az ，ψ 加 ，δμ， α ，c／β，　dz，
　d／z ｝q）爰

1L
・　　 （19）

とな る．た だ し こ こ で C は単位円を反時計回 りに回る経路で ある．同様に a
，
b ＞ 1 とな る場合 に 対

する 表式も得る こ とが出来る ．こ れは鞍点法に適 した形を して おり
，
実際に漸近形 を得るこ とが 可

能で ある，さ らに無限系の カ レ ン トの表式 を得る こ とによ り
， 高密度相

，
低密度相

，
最高カ レ ン ト相

の 間の相転移を厳密に記述する こ とが可能で ある ［7］．

　Askey−WUson 多項式は
，
　Jacobi多項式や Hermite 多項式 と い っ た 古典的な直交多項式を特別な

場合 と して含む直交多項式の 親玉的存在で
， q一変型さ れた直 交多項 式 の 理 論の 中で 基本的な役割 を

果た して い る ［8 ，
9

，
10］．

3　時間依存の 性質

3．1　 無限系のダイナ ミクス

　前節で は ASEP の 定常状態が Askey−Wilson 多項式 と呼ばれる もの で記述 され る こ とを見た．一

方で最近
， 時間に依存する性質に関する理解の進展も著し い ．こ れ は

， 前節で 述 べ た行列の 方法に

よ る定常状 態 の 理解 と は 全 く別 の 流 れ の 研 究で あ る 、

　粒子 が一方向の み にホ ッ プする
，
TASEP の 場合を考 える ．（粒子 が 両方 向にホ ッ プす る 場合 に

つ い ては これ まで の と こ ろ解析はない ．）こ こでは
，
両無限系で原点よ り左右で の 密度が ρ＿，ρ＋

と

な っ て い るよ うな場合 と
，
半無限 系で 最初密度 が ρ＋

とな っ てお り
，
原点では割合 α で粒子 の 流入

が あるよ うな場合 を考 え る．そ して原点 を越 えた粒子 の 個tw　N （t）に つ い て 考 え る ．する．と粒子 の

カ レ ン トを 」 とおけば
，
平均的には N （t）ev　Jt とな る こ と が分かる ．よ り正確には

　　　　　　　　　　　　　　　　　　、蛙 半 一・ 　 　 　 　 （・・）

とい う事で ある ，次に問題とな る の は ／＞（t）の こ の 平均か らの 揺 らぎで あるが
， 結果は下図の よ う

にな る ［11112］．

ρ＿

ユ

F〜　
一

0

2
　
　

　

GO

G

　

恥

t

碎

1
　 1 一

ρ＋

α

1

Fl 一レ

0

GG
　蹇

凡

Fb
、

　 G

fFl 1
　 1 一

ρ＋

左 図： 両無限系で の N （t）の 揺 らぎ，　 右図 ： 半無限系で の N （t）の 揺 らぎ．
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こ れ らの 図で G とあるの は Gaussianを表す、よ り面白い のは 0 ≦ ．r
，　
／y ≦ 1！2 の 場合で

，
こ の 領域

にお ける 結果は
， 以下の よ うに ／つ の 形 に ま とめ られ る ．

　　　　　　　　　　　　　　副
N

搴1最」亡

〉 ・1蔀 ） 　 　 （…

ただ し

　　　　　　　　　　　　　　　　　」 − lf4
，
　 C ・＝2

−4／3．　 　 　 　 　 　 　 （22）

F
、
の ＊ は何種類かの 値 （＊ ＝ 1

，
2

，
4

，
0

，
0s）をとるが

，
　II型 の Painlev6方程式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　券一
・
伽 　 　 　 　 （23）

の 解で
，

　　　　　　　　　　　　　　　　 u （x ）〜Ai＠）　x −→ OQ

とい う境界条件を満た すも の を用い た表示が知 られ て い る ．例 え ば ＊ ＝ 1
，
2

，
4 の 場合

，

　　　　　　　　Fl（・・− exp 　［−YL
c°

・…
一・s・u ・・ ）

2dx
　
一
　II　f，

° °

耡 ト
　　　　　　　F2… 一・xp 卜f，

° Q

・x −
・・・・…叫

　　　　　　　F ・・・…一・・xp 卜lf．
° °

・剛 ・ ・圃
　　　　　　　　　　　・ ｛・xp ［

一去∠
° °

u・・（x ・祠・ ・xp 凱
゜ °

ψ 剛 ・・

（24）

（25）

（26）

（27）

（28）

と書 く こ とが 出来 る，＊ ＝O
，
　Os の 場合 も u （x ）を用 い て 記述出来 るが こ こ では 省略する ［11，

12］．

　R （s）（＊ ＝ 1
，
2

，
4）は Gaussian　ensemble とよ ばれ る ラ ン ダム行列の 最大固有値の スケー

ル され た

確率分布関数 として も現れる ．例え ば ＊ ＝2 の 場合は ， ラ ンダム行列 は Gaussian　Unitary　Ensemble

（GUE ）と呼ばれ る も の が関係 して い る ．これは

　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　 Wll 　　　　　　U12 十 iv12　　’”

　　　　　　　　　　　　　 U12 　
− iv12　　　　　　W22 　　　　　　’鹽幽

　　 　　 　　 　　　 　 A ＝

　　　　　　　　　　　　　UIN − iv1N　 U2N 　
一

　iv2N …

と い う行列を ， 各要素独立 に Gaussianに従 うと して
，
つ ま り

　　　　　　　　　　　　　　　鮮 嘱

貯
輯

Ull ＞ 十 iVIN

U2N 　H− il／2／V

U 丿1V／V

（29）

（30）

と い う確率分布で 生成さ れ る ラ ン ダム行列 で あ る ．さ ら に GUE に つ い て は固有値を ，Tl ＞ x2 ＞

　 〉 ，TN とした とき の確率密度 も得 る こ とが出来，
そ れ は

　　　　　　　　　　
PN2 ・一 … ，・ N ）一

刧 1・ 一矧
2

り
・鰐 　 　 （・・）
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で与 え られ る ，この とき
，
最大固有値 Xl の ス ケ

ー
ル された確率分布 と して F2（s）が現れ る ；

　　　　　　　　　　　撫 … b［＠1
一顳 吻

’ノ6
＜ s］− F2（・）・

＊ ＝ 1
，
4 の 場合 も同様 な式が成 り立ち

，
＊ ＝ 1 は Gaussian　Orthogonal　Ensemble （GOE ），

＊ ：＝ 　4 は

Gausslan　Symplectic　Ensemble （GSE ）と呼ばれる行列 アンサ ンブル に対応して い る．一方
，
　Fo

，
　Fo，

は
， 現状で は ラ ン ダム行列によ る解釈は知 られて い ない ．

　さて ASEP の 場合に この結果は どの よ うに して得るか で あ るが
， ρ一＝ 1

，ρ＋
＝0 とい う特別な

場 合に関 しては す で に ［6】に解説 して あ る の で 興味の ある 方は参考 に して ほ しい ．また
，

こ の 問題

は 1次元 多核成長模型 （PNG 模型）と呼ばれる界面成長の 模型 の原点で の 高さを考え る事に等 し

く
，
そ の 対 応を用 い て 結果を得る事 も可能で あ る ［11 ，

12］．1次元 PNG 模型 に関 しては今村氏の 報

告 も参考 に して欲 し い ．

4　今後の 展望

4．1　 定常状態

　2 節で見たよ うに
，
ASEP の 定常状態に関 して は すで に 多く の 事が知 られ て い る．開放系の 場合

に つ い て は 最 も
一般的な 場合の 定常状 態が Askey．Wilson 多項 式に よ っ て 記述 さ れ る こ と が わ か

り ， 原理的に はどんな物理量で も計算で きる と考 え られ る．しか し
，

こ れ で 話が 終わ りと言う訳で

はな く
，
む し ろ今後は そ の よ うな仕組みを利用 し て

，
さ らに物理的に興味の ある事 を調 べ て行 くべ

き である ．そ の ような流れ の 一
つ として

，
ASEP の定常状態の密度 プ ロ フ ィ

ー
ル の 揺 らぎに関す る

研究がある こ とを指摘 してお く ［13】、これ によ る と
，
粒子 数の 揺らぎを記述する 自由エ ネルギーが

，

平衡 系で 当然 成 り立 っ て い る はずの 加法性 を満た さな い ．こ の よ うな結果 は，今後非平衡定 常状態

の 一般論 を構築する際の 一
つ の 指針を与え て くれ るで あろ う．

　また ASEP で は粒子が 1種類 しか無 い が
，
多種類の 粒子が い る ような系 にな る と さ らに興味深

い 現象を示す模型を行列 の 方法で 調 べ る こ と も出来る 事 を指摘 して お く ［14］．

　今後是非とも目指す べ き方向の 1 つ は
，
2 次元モ デル の解析で あ る ．そ の 最初の 試 み として ラダー

型 の 系は ス ピ ン系 の文脈で は可積分な もの も知 られ て い る の で
， 確率過程モ デル で も厳密解の見付

か る も の が あ る の で はな い か と期待され る ．また こ れ は交通流の 文脈で は追 い越 し車線 の ある場

合 に相 当し， その よ うな観点か らも重要 で ある ［15i．

4 。2　 時間発展

　現時点で研究が進展し つ つ あ り
一

番 ホ ッ トな の は
，
ASEP 時間相関 に 関する も の で あ る ．すで に

か な りの 事が 分か っ て来て い る が
， 今後数年で さ らに 理解が深まる もの と期待して い る．以下

，
今

後研 究され る べ き い く つ か の 問題点を挙げてみ る ．

　まザ 技術的な問題 として は ， q ≠0 の 場合 の 時間発展を どの よ うに記述する べ きな の か と い う

問題がある．第 2 節で見た よ うに定常状 態の 記述にお い て はパ ラメ ータ g が入 っ た 場合 も大変綺麗
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に解 ける の で，時間発展 に関 して も q が入 っ た ままで 問題が解 ける よ うにな る と期待 され る が
，
今

の と こ ろ どの よ う に捕え る の が 良い の か分か らな い ．も し分かれ ば q → 1 の 極限 を考え る こ とに

よ りユ ニ バーサ リテ ィ の ク ロ ス オ
ー

バ
ー

まで記述で きる よ うに な る ．

　また
， 有限系特に開放系の 時間発展 に関する性質は

， 定常状態の 境界条件依存性と バ ル ク部分 で

の ダイナ ミク ス の 競合 を反映した も の と な る と考え られ
，
重要な 問題で あるが ，

ほ とんど手 を付け

られ て い な い ．またそ の 際解析 に 用 い られ る 手法が行列の 方法の 拡張とな るか
，
ラ ン ダム行 列の 方

法 の 拡張とな るか
，
あ る い は両方 を統一するよ うな方法が 見付か るの か，と い う方法論か らの興味

もあ る ．

4．3　実験

　q ＝ 1 すなわ ち拡散が対称的なモデル に つ い て は
， すで に対応 する実験 が存在 して い る ［16】，こ

れ は
， フ ォ トレジス ト（感光性樹脂）に光を 当て て 1 次元の 格子 をつ く り

，
そ こに コ ロ イ ド粒子を入

れる とい うよ うな も の で ある ．遠 くない 将来
，
同様な 方法 による ASEP に関する実験 も可能にな る

もの と期待 して い る．

　別の 可能性 と しては
，
交 通 流と して の ASEP の 実験 と い う の もあ る．ごく最近 ， 日本の 交通 流研

究グル
ープが 普通に運転 した 場合の 周期的交通 流の実験 を行 い

，
実際に渋滞が発 生する こ とを確

認 した．今度 は逆に運転ル
ー

ル を ASEP ライクに して場合 （どうい うル ールが い い の か ハ ッ キ リと

は分か らないが 1）， 車を粒子 と見て ASEP の 特徴が実際 に観測 され る か ？ と い う事 を実験 で 確か め

て み ては ど うか とい うの で ある．特に揺 らぎが tl／3 で ス ケ
ー

リングされ るか
，
さ らに ス ケーリング

関数 と の
一致はどうか？ と い うと こ ろ ま で 理 論の 結果 と 比 較で き る な ら

， 大変興味深 い と 思 う．
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