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1　 は じめ に

　 自然界で は単振動の ような単純な挙動を示す系は、ご く希で あ り、長時間 の振舞は大抵の 場合

は複雑怪奇で ある。古典系で は 初期敏感性に 特徴づけられ るカ オ ス がそ の複雑さ をよ く説明する 。

量子系で はその よ うな古典系の 力学的特徴が、エ ネルギー
レベルの 統計性に反映 され る。Levelの

統計性は、その 力学系と同じ対称性 を持 つ RandQm 　matrix の それ と等 し くな る と考 え ら れ て い

る 。こ の 『普遍的』 な 対応関係は Bohigas−Giannoni−Schmitらに よ り予 想 されて 以来 、数値的な

範囲で 良 く再現 され 、現在で は確 立され た 概念 と言 っ て 良 い 。

　しか しなが ら、こ れ らの 関係に対 する 完 全な証 明は依然 皆無 で あ る 。 Berry は状態 密度に 対す

る 半古典表式を使い 、 対角近似 と言われ る範囲で spectral　form　factorの leading　term を導出し

た ［1］。そ して近年非対角項 の 取扱をめ ぐ っ て 、Hikaml　Box ［2］を形 成す る非 自明 な古典軌道が 有

限な 非対角項の 寄 与を与え るか も知れ な い と言 う提案が Sieber−Richterらに よ っ て 提案された ［3】．

　我々 は様 々な物理量を解析的に厳密に計算で き る量子 グラ フ を用 い 、彼 ら の ideaを採用 した 計算

を行 っ た．と くに弱磁場下で時間反転対称性が 破れた とき 、は た して form　factorが Pandey −Mehta

の 表式 ［4］にな るか を 中心に議論す る．

1．1　 モデル

　Vertexとそれ が Bond で 繋がれ て お り、その 上で の 量子 力学を考える ［51。グラ フ の 取 り方 と

して は グ ロ
ー

バ ル に結合させ るや り方や、星状 にグラ フ を作る Star　Graph ［6】などが 代表例で あ

る 。Bond 上で は粒子は 自由粒子と して振舞い 、境界 （vertex ）で は 境界条件が定め られて い る とす

る ．つ ま り e番 目 の Vertexと π↓番 目 の Vertexを結ぶ Bo 【ld 上で は 、　Schr6dinger方程式、

　　　　　　　　　　　　　C・蓋一 A）・（x ・一 ）　 ＝’　 k2・（xEm ）， 　 　 （・）

が 成立する。それ ゆえ Bond （em ）上で は波動関数 Ψ＠伽 ）は

exp （琶熾 m ＋ iAτem ）， （2）
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に 比例する e こ の 波動関数 の Bond 問の Amplitudeは各 Vertex上 の 境界条件で 決 まる。（4，
　i）で

vertex 　iに amplitude 　1で来た波は どん な波で も （i，
　m ）に複素振幅 σ盤の 波を作る とする。そ の

とき Bond （4，　m ）と Bond （et，　ml ）を つ な ぐプ ロ パ ゲーターは Sem，e，m ’は

　　　　　　　　　　　Sm ’e・，、m − ・洗 ・xp （論 ゐ，m 崩 嗣 δ、，。 　 　 　 　 （3）

と 表され る。

　Vertex及 び Bond の数は以下のよ うに定義する 。

7fVertex 　　＝　　N

＃Bond　＝ 　B

（4）

（5）

1．2　 form 　factor

　プ ロ パ ゲーター
　Sm ’e’，em を使えば、　Spectral　form　factorは以下の よ うに書ける ［7】。こ こで 丁 ＝去。

κ （丁） ＝ B
− 1
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こ こ で

　　　　　　　　　　　　　　Ap ・− 1・躍「
2 … 1・舞L）、。、12， 　 　 　 　 　 　 （7）

　　　　　　　　　　　　　　 AQ ・− 1・編II2… 1・！翰、、12，　 　 　 　 　 （8）

で あ る。こ こ に P は Q 同じ長さ を持つ あ らゆ る周期軌道を表す g したが っ て K （T ）をいかに計算

するかと い う問題は 、無限個の 周期軌道を い か に足し合わせ るか と等価に なる。

L3 　 Vertex で の 散乱行列

　Vertex の 散乱行列 は Unitary行列で ある と い う条件の もとに 作られ る e 何をとるかは任意性が

あ るが、極端な場合を除い て 何を とるか で Form 　factorの 結果は変わ らない 。今は Globai　coupling

で Discrete　Fourier［hansform （DFT ）の 境界条件をとる。　 DFT は

　　　　　　　　　　　　　　　　・臓 一 轟・
2酬

　 　 　 　 （・）

と定義され る。こ の とき以下の SUm 　rule が 自然に な りた つ 。

　　　　　嘸
一

轟 。

1・鉱12呶 12 臨 12一 識 、

（lkf）
f −2

− e ・…
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2　Global　coupling 　model で form 　factorの計算

　以 下で は Global　coupling の 計算 を行 う。したが っ て 、B ≡ ／＞
2
で あり、またゲ ー

ジ Ae，k の 大き

さ はす べ て 一定 A をと る もの とする 。

2，1　 1次 （対角項 ）

　対角項は P ＝ Q お よび P ＝Q の みを取 る こ と を意味する。こ こ に P は軌道 P の 時間 反転した

軌道を意味する。そ の とき form　factorの 1次の 項 K1 （T）は

　　　　　　　　　　Kl （・） 一 　9Σ 1・・ 12［e2
’
・£ ・・

L
・… ＋・

”・pe
・ ・ ＋ 1］

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P

と 書け る 。さ ら に 計算する と 容易に 以下が 示され る。

　　　　　　囎 一 赫 ［Nt ・畔 k［1＋ （k・ （1
一麦・… ））1

こ こで 転送行列 g を以下の よ うに 定義して 用 いた 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　 9iC，e − eiA ・・e

（1／）

（12）

（13）

2．2　 2 次

　2 次の 計算で は Hikami　box ［2】を形成する軌道ペ ア を足 しこむ．　Hikami　boxとは、軌道が い っ

た ん交わ り、反発す る軌道と交差する 軌道の 2 種類を 生成する よ うな 点の こ と で あ る 。こ こ で 2

種類の 軌道は軌道の 形 は 同じだが 、Hikami 　box に よ り向きが 部分的に変わ っ て い る 。　Hikami 　Box

は 一般に は 周期軌道に 複数個入 っ て もか まわ な いが 、2 次に 寄与する の は 簡単な考察か ら 1個 の 場

合の みで ある。つ ま り、P 、（？の 軌道は Hikami 　box をは さん で 2 つ の ル
ープか ら形成され 、その

うち 1 っ の ル
ープ の 向きが互 い に異な る。軌道 P と Q が Hikami　box を形 成して も Hikami　Box

を介した 2 つ のル
ープの うち 1 つ が selfretracing 軌道の とき は 、1 次の計算に含まれ て いる こ と

に注意 しなけれ ばな らない 。 その 寄与を除かない と以下の よ うに 寄与が消える。以下で は Hikami

Box は Vertexα で表して い る。

K ・（T ）・ KS・・

（・ ） 一 議消 （耕

　　　　　　　　　　認 。 、晶・・
一・ed）纏 纏 坤 書孀 ・釧

　　　　　　　　　一 議禪 一ぬ 撚 解

磊
・c ・19・ ・　［・

・一・
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・ぬ

一… 4・

こ れ は K2 （T ）＝ 一
醐

「t
（T ）を意味す る ．したが っ て

　　　　　　　K ・（・ ） 一 一KS ・t
（・ ）　一 　X

’

　［・
・一・T ・ （9

・一・

）・ N ・一・T ・ （9
・一・

）1　 （15）
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を得る こ とがで きる 。以上か ら N → ○。
，
t → co

，孕 ＝一定 な る ス ケー リング を用 い る と 、

・ 1 ＋ K2 一 表［1＋ （i｝・　＋（1一寿… A））1
　　　　　

一

爿（
　　　　11
− − CO ）

t’3

・ （1 − k・… ）「
　　　　一 ・ ［1 ＋ ・

一脚 2 − …
−A2t〆2］ （16）

を得 る。

2，3　 3 次まで の結果

　 3次 へ の 寄 与は Hikami　boxが 2 つ で ル
ープが 3 つ の 場合と、　 Hikami 　boxが 1 つ で ル

ープ状

の 軌跡が 3 つ の 場合で ある。詳細な計算 を省略する と、 3 次 へ の 寄与は以下の よ うに なる。

　　 K ・
− K粥、 ＋ κ盤、 ＋ κ総 ＋ K 鋸。
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これから、b・＝蓼とする と、 3次 まで で form　factorは以下の よ うに あ らわ され る こ とにな る 。

　　　　　κ （・） 一 ・ （・＋ ・
−bt／

t2

）一・・
2e −b‘／2

＋ T3 卜・・
−b‘　一・

− btf
（t）］＋ ・ （・

4
）　 （17）

こ こ で

f（t）一 誓・
（δ1）

2
…

（18）
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3　Random 　Matrix の 結果 との 比較

　こ こ で は F（）urier 変換 を して random 　matrix か らの K （丁）の 表式を求め る ．　Y （r ；ρ）の Fourier

変換を Y （k；ρ）とする と 、K （k）は

　　　　　　　　　　　　　　　　　K （k）　　＝　　1
− y （klρ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（19）

と書かれる。

… 1ρ・ 一 （
si

黔
2

− ・／・
・

∠
π

呵
゜ °

・鴫 ）・i・・励 … M ・
・P2… −fo・）（・・＋… （…

で ある。これに Fourier変換を施す と、以下の ように表され る 。

・（k・ρ） − 1 − ・ ＋ 翻
π

呵
゜ °

dic・  ・
2β・k ・

−k ・）〈k ・＋ k2・

　　　　　　　　 × ［δ（kl＋ k2＋ k）＋ δ（
− hl − k2　＋　k）一δ（κ・

− k2＋ k）一δ（− k・ ＋ k・ ＋ k）］（21）

こ こ で 鳶＝2嬬 で ある 。c ；
ρ踊 とお くと 、　 Y （klρ）は 小 さな 焉に対して

　　　　　　　　　　　　Y （k；ρ）　；　1 − k − F （k）

　　　　　　　　　　　　　F （k）　　一 　　　三素丿ぐ二kdhl ん1≒≒ke
− 2e（2kl ＋ k）

を得る。さ ら に 小 さな kに 対して は F （k）は以下の よ うに 展 開され る 。

　　　　　　　　　繭 一・（・）・ F ’

（・）fO　・　SF”（o）k2＋ ま・
”W ＋ …

，

こ う して form　factorの 展開は以下の よ うにな る 。

　　　　　　　　鰍 ・一・＋ k・
−4・・　一・k・

e
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・ （雫…
−4xc

…
一

）・
・

T と btの 言葉では K （T ）は以 下の よ うに なる。

　　　　　　　　・ … 一 ・・＋…
一・・

　一・2・
・
e
−・・

　＋ （
（bの

2

。
一・・

＋ 2，
一・

　6 ）　T
・

こ こ で 以下 の 関係 を使 っ た 。

　 　　 　　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 丁　 ＝ 　 k

　 　　 　　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 bt　＝　4π c．

（22）

（23）

（24）

（25）

（26）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（27）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（28）

したが っ て （17）で f（t）の 部分の 寄与が 食い 違う こ とが分か る．しか し、b → 0 と b → oo の GOE
，

GUE 極限で は両 者は．一一致 する こ とが分か る。
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4　 おわ りに

　本研究では磁場あ り量子 グラフ を用い て 、Form 　factorの GOE
，
GUE 両 極限を滑 らか に 1つ の

パ ラ メ
ータで つ な い で 計算した 。そ の 際無限個の 周 期軌道の 和 を い か に 計算す るか が課題で あ っ

たわけで あ る が 、こ こ で は Hikami 　box［8】に注 目し て 系統立てて 和を計算して い っ た 。そ の 結果 3

次まで の 範囲で GOE ，GUE の 両極限で ランダ ム行列 の 結果と
一

致する結果を得た 。今回は Global

Couplingの 場合を扱 っ たが 2次の 範囲で あれ ば （Sum 　rule を満た す範囲にお い て ）任意 の グラ フ

に対し て 同じ結果 を導く こ とがで きる。bが有限の籖囲にお いて 3 次で は Pandey −Mehta と食い違

う項がでて くる．こ の 理 由 の 候補は 2 つ あ り得る。1つ 目は量子 系の 準位統計は弱磁場 の とき本当

は 厳密に は Pandey −Mehta で はな い と い う理 由 で あ り、 2 つ 目は 3 次に 寄与する も っ と非 自明な

軌道の 足し合わせが見 落と され て い る た め 本来 あ うべ き Pandey −Mehta に 合わ な い の だ と い う理

由だ 。我々 の 知 る限 り弱磁場 の とき に Pandey −Mehta がどれ くら い精度よ く量子 系の 準位統計を

記述し て い るか を 議論した 精度よ い数値計算の 例がな い 。一
方で ラ ン ダム行列 の コ ミ ュ ニ テ ィ

ー

では 当然 Pandey−Mehta は正 しいだ ろ う、と思われ て い る 。　bが有限の ときに 果た して本当はど う

な の か考 察する必 要が あるだ ろ う。
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