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1　 は じめ に

　1サイ トあた り ノ〉状態を取 り得る 1次元確率過程模型 （以後、「1次元 N 状態確率過程模型」 と呼

ぶ）国 には、厳密な 「（サ イ トによ らな い ）行列 積型定常状態ベ ク トル 」 （matrix −product 　stationary

state ；以下 で は MPSS と略す）［2｛を持 つ も の が ある。 こ の タイ プの定常状態を使うと、カレン ト

や相関 関数を比較的簡単に、しかも厳密に求め る こ とが可 能とな る 。こ の時、q 直交多項 式の 理論

が役立 つ 事 も明 らか に され て い る ［3，
4

，
5】。最近では、MPSS が非 平衡統計力学で の 「自由エ ネル

ギー
」 の 計算 ［6］に も用い られた．

　行列 積型 ベ ク トル そ の も の は、あち こ ちに 現れ る 。確 率過程模 型 で の 最初の 発見 ［71よ りも先

に、（行列積型基底状態 ベ ク トル と して ）量子 ス ピン模型 で発見され て お り、基底状態で の 厳密な物

理量の 計算を可 能 と して い た ［8】． そ の後 に登場 し た密度行 列 く り こ み 群の 方法 （Density　Matrix

Renormalization　Group ；DMRG と 略さ れる事が多い ）［91にお い て は、 近似的な行列積型ベ ク ト

ルが重要な役割を果た して い る 事が 明 らかに されて い る （DMRG の 高次元模型 へ の 拡張 ［10］に お

い て は 、行 列積 をテ ン ソル 積へ と拡張 した も の が 用 い られる事もある）。

　話を厳密な MPSS に戻すと 、 1次元 N 状態確率過程模型 の厳密な MPSS をシ ス テ マ テ ィ ッ ク

に求め る 方法は明 らかで なか っ た．こ れ故 に、厳 密な MPSS は ご く少数知 られて い る に過ぎな

い．シ ス テ マ テ ィ ッ クに 求め る上で の、数値的な ヒ ン トを得る方法は Peschelと Kaulke らによ っ

て 与え られて い た 1111：彼等は DMRG にお ける密度行列の ス ペ ク トラム を観察する こ とが厳密な

MPSS を数値的に発見する の に重要 だ とだ け主張 して いた。我々 は 彼等の 主張 に つ い て 考 え、ま

ず数値的な厳密解を構成する方法 を作っ た。そ して数式処理の助けも借 りる と厳密解を求める こ

ともで きる こ と に気付 き、さ らに方法を少 し見通 しよ くで きる こ とが分か っ た。本稿 で 述 べ る の

は、そ の厳密解を求め る方法で ある。

　本研究の 目的は MPSS を シ ス テ マ テ ィ ッ ク に求め る方法 を明 らか にす る こ とで あ る 。現在 まで

の と こ ろ広 い ク ラス の 模型 に使え る 方法を明 らか に出来 た の で本 稿で 述 べ る。な お、本稿では限

られた紙面ゆ えに書き切れ なか っ た こ と もある。話 を分か りやす くする た めに、具体例 に特化 し

1E −m ・il・11i・ida＠ ・ ・ ．snga −U，ae ．jl｝
LFrmail

：sasallloto ＠sta しphys．titech．ac 、jl）
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て 記述 した部分 もある ．よ り詳 しい 情報、一般的な表現等は 出版予定の 論文 ［12］の 方を見て頂き

たい。

　以下 の 内容は次 の 通 りであ る ：§2 で得られ た結果を ま とめ る。話を具体的に するた め に §3 で

1次元 非対称排他過程 〔Asymmetric　Simple　Excluslon　PrQccss；以下では ASEP と略す）模型 ［13］

を紹介する。§4 で は結果 （§2）の詳細に つ い て 述 べ る。§5 で は応用例 に つ い て述べ 、最後の 節 （§6）

で は、今後の 課題に つ い て 述 べ る。

2　結果

　 1次元 1＞ 状態確率過程模 型 の 中には、特別な モ デル ・パ ラメタにお い て は、そ の 定常状態ベ ク

トル PL が厳密に M 次元 の 正方行 列 ｛A （0），
A（1），

、tt7／1（N
− 1）｝の積で書 ける もの がある v すな

わ ち k 番 目 （k 二 1
，
2

，
＿

，
L）の サ イ ト（系の サ イズは L）の 状態を 妬 ＝ 0

，
1

，
2

，
．．．

，（N
− 1）で表す

と、ある M 次元横ベ ク トル 〈W ト M 次元縦ベ ク トル 1レ〉が存在 して PL の 各成分 を

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 l

　　　　　　　　　
P ・（醜 …

，ω ＝
a 〈WIA （i1）恥 幽 ）… A （

’i川 　 　 　 （1）

と書 く こ とが 出来 る も の が ある （ZL は確率保存則を満た すた め の 規格化定数）．こ の タイ プ の

定常状態ベ ク トル を本講演で は厳密な MPSS と呼ぶ 。使用する 行列が （L に依 らずに）N 種類

｛A （0），
A （1），

＿
，
A（N − ／）｝だ けな の で 、　 density　profileや カ レン ト等を厳密に求め る こ とがで

き る。

　式 （1）の タイプの厳密な MPSS を、 1次元 N 状態確率過程模 型に対 して シ ス テ マ テ ィッ クに求

める方法は 無い の か、とい う問題に我々 は興味を持 っ た。

　先に述 べ たよ うに、我 々 が こ れ まで 研究 した結果、以上 の 問題に （部分的なが ら）答える こ とが

可能にな っ た。すなわち、 1次元 N 状態確率過程模型 に対 して 、次の 3 つ の 手続き を明 らか にで

きた ：

手 続き ［1］ L の 小 さ い系に対 する 定常状態 ベ ク トルか ら、〈厳密な MPSS が存在するモデル
・パ

　　　ラメ タ領域〉の 候補 を求める手続き
3

手続き ［2］ 厳密な MPSS が存在 する モ デル ・パ ラ メタに対 して、式 （1）にお ける （N ≦）M 次元

　　 行列積表現 ｛（1？V1，1V＞，A （0），A （1），．．一，A（N − 1）｝を、　 L の 小さ い系に対する定常状態ベ ク ト

　　 ル か ら構成する 手続き

手続き ［3］ N ＝ M の 場合 に、［2］で 得 られ た表現が任意の L で 正 し い こ とを保証す る手続き

　 以下で は、厳密な MPSS しか扱わな い の で 、「厳密な 」 と い う形容詞は省 く。

　
3
こ の 手続 きに つ い て 講演で は 「GaUL・s の 消去法 を使 う」 と述べ た。しか し、それ だ けで は 不十分な 場合が ある こ と

が後に 分 か っ た （§4．1）。
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3　具体例 一 ASEP 　model ［13］
一

　話を具体的に しよ う。そ の ため に ASEP 　model を導入する、

　ASEP 　model ［13】とは、1 次元格子 上 を粒子がホ ッ ピングする模型 である （図 1）。各格 子点 は 2

つ の 状態の どち らか しか取 れな い とする 。すなわち、粒子 が
一

つ あるか 、ゼ ロ で あるか 、で あ る 。

時間は連続時間で進むとする。粒子 は左 隣に rate 　q で、右隣に ra しe　l でホ ッ ピ ン グする。ただ し、

ホ ッ プし よ うとする先 に既 に粒子が居た らホッ プで きな い とす る。こ の 1次元格子の 左端 にお い

ては （そ こ に粒 子が 居な けれ ば）rate α で粒子が供 給され 、右端か らは （そ こ に粒子が居れば）粒

子が rate βで 取 り除かれ る。

儲
図 1； 1次元非対称排他過程 （ASEP ）模型

本研 究で 問題 に して い る定常状態ベ ク トル コPLは、

HPL ；0 （2）

の 解で ある。 こ こ で H は モ デル毎 に定まる
“total　 lamiltenian

”

で あ る 。／V ； 2 で 、　 nearest

neighbor 型 interactionの 場合
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 L ＿1

　　　　　　　　　　　　　　　H − h．（L）＋ Σ h，　＋ h（R ）　　　　　　　　 （3）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1

　　　　　　　　　　　　　　hi ≡ 」
  〔’一’）

  hi
。 t　OP　1

  （L
−’一上）

， 　 　 　 　 　 　 （4）

　　　　　　　　　 h（L）
＝ … h（e）

  Io（L− 1）　and 　h（R ）
≡ Je（L− 1）

  h（r）．　　　　　　　　　　　　　（5）

とな る。こ こ で 」 は 2 次元単位行列 、hi． t は interaction　hamiltonian を表 し、　 h，（e）、　 h（「）はそ

れぞれ左端、右端 を表す．省略記法 と し て BOPk≡ B   B   B   …   B を使っ た。た とえば上記
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 一

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k 個の 直積

ASEP 　model な ら、

hint≡

　

q

O

9

一

〇

〇

〇

〇

〇

0　 0

− 1　 0

王　 0

0　 0

，

h｛e）
・ ［∵］and − h（r ・・ ［：計

（6）

（7）
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となる。各サ イ トに粒子が 1個存在する状態を A 、粒子がゼ ロ 個の状態を Q）で表すとすると、式

（6）の 行列要 素 の 、行、列それぞ れ の 添字は共 に （1のの〉， ］のA＞，IAの〉，1AA＞）の よ うに順序付 けら れ て

い る．

4　詳細

以下 で は、§2 で 述べ た結果の 詳細に つ い て 述 べ る 。

4．1　 手続き ［ll につ い て

　小 さな L に つ い て式 （2）を （た とえば数式処理シ ス テ ム を使 っ て）解 く tt そ の 解 PLの成分を あ

る ル ー
ルで並びかえる ことで行列 を作る。こ の行列は、PLが M 次元行列積表示 を持つ よ うな モ

デル
・パ ラメタ の 時に rank が M まで落ちる （rank 落ちする）と い う性質が ある。逆に、　rank 落

ちする条件か ら 「行列 積表示 を持つ 条件の候補 」 を求める ． rank の 計算には、基本変形 〔14］を用

い る．

　以下、ASEP 　model に対 して計算 した例 を示す．　L ＝ 4 に つ い て 式 （2）を解 く。そ の 解 PL　．4 の

成分 P 転 ，
i2

，
i3

，
i4）を並び かえる こ とで 行 列 を作る 。具体的には、

　　　　 P乙＿4 （0，
0

，
0

，
0）

　　　　 P伝 4 （0，
0

，
0

，
1）

　　　　 P 乙＝4 （O，
O

，
1

，
0）

−り
PL；4 ＝　PL＝4 （0，

0
，
1

，
1）

Pム＿4 （1，
1

，
1

，
0）

PL＿4 （1， 1，
1の

　 　 Pl

　 　 P2

　 　 P3

≡ 　 P4

PrsP16

（8）

とお くと、並び換え後の行列は

　　　　　　　　　　　　　　　隣餓卜・ 　　 （・）

とす る．た とえば （M → 2 次元行列積表現 を持つ な らば、こ の行列 R の rank が 2 に落ちね ばな

らな い こ とが証明で き る e 逆に 、R の runk が 2 にな る 条件に は （M → 2 次元行列積表現 を持 つ

条件が含まれ て い るはず、と い うわ けで ある。

　実際に R を基本変形 して い く ［14］（R が なる べ く単位行列 に なるよ うに、R の 左上 成分か ら右

下成分 へ と基本変形 してい く）と、

ム SEP1 ≡ α ＋ β一レ トq

fASEP2≡ q2＋ q（α ＋ β一1）．1一α β．

（10｝

（11）
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で定義される fASEP1、　 fASEP2が共にゼ ロ でな い時、　 R は

1　 0　 0　 　 0

010 − 9
壱
β

001 　β
一1

0　 0　 0　　 0

（12）

に まで 基本変形できる こ とが分かる e つ まり、こ の行列 R の rank は 3 で ある。これに対 し、も

し 、fAI　EPI ＝ 0 な ら、　 R を

・ 一甼 一梺
0　 　 　 0　 　 　 　 　 0

0　 　 　 0　　 　 　　 0

0　 　 　 0　　 　 　　 0

〔− 1＋β十q ）
2

Tn

　 　 O

　 　 O

　 　 O

（13）

に まで基本変形 できる の で 、rank が 1 と分か る。つ ま り、　 fASEP1＝ 0 は （M 嘉）1 次元 表現 の 候

補と分か る。も し、fASEP2＝0 な ら、　 R は、

1　 0

0　 1

0　 0

0　 0

　 一1弓．PS十q）
29

　 　 β（9 ＋β｝

一二 塾
　 　 　 q十β

　 　 　 0

　 　 　 0

　（− H ．β．lq）
29

　
「 研 厂

（一且十β十 q）〔2q 十 6）
β（9 ＋β）

00
（14）

にま で 基本変形 で き る の で 、 rank が 2 と分か る。つ ま り、　fAEEP2＝ 0 は （M ＝ ）2 次元 表現 の候

補と分か る 。

　知ら れ て い る厳密解 （た と え ば ［31 を参照）に よ れ ば、実際に fASEP1＝ ・ 0、　 fASEP27＝ 0 の そ れ

ぞ れ は （M ＝）1次元表現 （M ＝）2 次元表現が存在する 為 の 条件で あ る 。

4．2　 手続 き ［2］につ い て

　以下、N ＝＿tM ＝2 に特化 して 説明する。行列積表現に対 し、略記法 A（0）≡ E 、A （1）≡ D を

用い る 。 相似変換 ：

　　　　　　　　　　　　　　 〈ISノ
「
13≡ 〈Wl　　　5

− 1ES
≡ E 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）

　　　　　　　　　　　　　　S −llV
＞≡ iv＞　　　　S

− 11
：）S ≡ 」Eフ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（16）

に注 目する。こ の変換 で

　　　　　　　　　　　　　　珪 一か列  ・ （9）・・〉 　 　 　 （17・

は不変で ある。こ こ で 、相似変換行列 S を次 の よ うに固定する （5
− 1

の存在は仮定）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　（EIV ＞DIV ＞）≡ 5 　　　　　　　　　　　　　　　（18）
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以下で使う省略記法を導入 する ：

　　　　　　　　　　　　　・…
・ ÷ ・1・1（B）  ・…

O・ 1・・， 　 　 ・・9・

（ED ）S ＝S（ED ）と い う相似変換の 性質を用い る と、

　　　z・・
’・2

・ 　〈网   （叫 ・ （ED ）lv＞一　　 くT・・i（B）（ED ）s

　　　　　　− 　 　 ・VI・1（
ED

）・画 一 ・Vl，
’
1  ・叫 ・画 （…

つ ま り、

　　　　　　　　　　　　　　　　　Z3pl ・2 − Z2pl ，1
（E 　D ）　 　 　 　 　 　 　 （21）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ　　　　　　　　　　　　　の
が導か れる。Z3pl ・2 、　 Z2pl ，1 は、そ れぞれ PL二3 、　 p酔 2 を行列化 したもの な の で 、小 さ い サイ

ズ L に対す る 式 （2）を解 い て求め る こ とができる vE 、D は式 （21）よ り

　　　　　　　　　　　　　　彦＝（Z2　pl
・1
）
− 1

（Z3　P
「・2

の 左半分）

　　　　　　　　　　　　　　b ＝（Z2　pll1）
−1

（Z3　pl
，2 の右半分）

と求ま る こ と に なる。

4．3　 手続 き ［3］に つ い て

　こ の 節も、N ＝ M ＝2 に対 して説明する （略記法 A （0）≡ E 、　 A（1）≡ D を用 い る）。

　手続き ［1］及び ［2〕で 求めた行列 積表現が任意の L で正 し い こ とは、式 （3）〜（5）の nearest

neighbor 型相互 作用の 場合に は次の 3 つ 組を満た す ｛E 。 ，
D 。 ｝の 存在を示せ たな ら保証 され る ：

　　　　　　　　　htnt［（嬲 ）］一（k）・ （亮）一（死）・ （瓮）　 ・22・

　　　　　　　　　　　　　　　・葎1頭 畧）一一・而 （
EcDc

）　 　 ・23・

　　　　　　　　　　　　　　　・・

（b）・ ［V・一（瓮）・・IV… 　 　 　 24・

N ＝M の場合、式 （22）と式 （24）は、｛E ， ，
D

。｝に っ い て 解ける ．そ の場合は、我々 の S（式 （18））

の 特性に よ り解ける の で ある ：

　　　　　　　　　　（
EcDc

）一 儲 ：）叩 ［  ・ （死）1｝／s・1・・， 　 ・25・

こ こ で、th （「〕の t は転置 を表 し、 三 は次の よ うに ベ ク トル か ら行列 へ map する演算子 で ある ：

　　　　　　　　　　　　　　　　・｛〔1）｝一［蜩 　　　（26）

一 285 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

研 究会報告

式 （25）で 与 え ら れ る ｛E 。 ，
D

、 ｝が式 （22）
〜

（24）を満た す こ と が確認 で き れ ば、手続き ［1］及 び ［2コ

で 求めた行列積表現が任意の L で 正 し い こ と が保証さ れ る 、と い うわ けで あ る 。

5　 応 用例

　 1．§3 で 紹介 した ASEP 　mode ｝

　　　　。 表現次元 M が 2
，
3

，
4 の 時、手続き ［ユユと手続 き ［2］が 厳密解 と

一
致 す る こ とを確 認

　 　　 　　した n

　　　　・ 表現次元 M が 2 の 時、手続 き ［3］が厳 密解 と一致 する こ と を確認し た 。

　 2．　 Jafarpour　mQdel （［15】）

　　　　・ こ の 模型の 定義は次の ようなもの である ：左境界におい て粒子の input ／output がある u

　　　　　右境界 におい ては input！output は無 い 。境界以外で は hop
，
重合、乖離 すなわち次

　　　　　に 挙げる過程がある。

　　　　　　　　　　　　　の＋ A 璽 A ＋ の A ．t　op 虹 の＋ A 　 　 （27）

　　　　　　　　　　　　　A ＋ A 璽 A ＋ の A ＋ A 虹 の＋ A 　 　 （28）

　　　　　　　　　　　　　の＋ A 些 A ＋ AA 　
−1一の壟 些 二 A ＋ A 　 　 （29）

　　　　・ こ の 模 型に対 して 2 次元 表現 に対 して 手続き ［1］〜 ［3］で 得 られ る も の が厳 密解 ［151

　　　　　と
一

致 す る こ とを確認で きた。

　 3．Jafarpour　model （bulk　pa．rt ）と ASEP 　mode ｝（boundary　part）の hybrid　model

　　　　● こ の model は、　 bulkで の interaction は、上 の Jafarpour　mQdel と 同 じで 、　 bollndary

　　　　　は 上 の ASEP 　 mQdel と同じ と い うも の で ある。

　　　　・ 手続き ［1］〜
［3］を使 っ て 新 し い 2 次元表現 を得た。

6　今後の 課題

　今後 の 課題と して以下 の よ うな も の が 考 え られ る。

　 ・ 本稿 の 方法で 様々な モ デル の 行列 積解を調 べ て み る （意外なモ デル に MPSS が存在するか も

　　 しれな い ）．

　 ・ §4．3 で 述 べ た こ とを N ≠AI の 場合 に拡 張する こ と

　 ・ 本稿で の方法を、以下の各点で拡張。

　　　 − N ＞ M で あ る A4 次元行列積表現 も扱 え る よ うな拡張
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　　　 一　離散時間模型へ の 拡張

　　　 一 周期的境界条件を課 さ れた 模型も扱え るよ うに拡張

　　　一 式 （4）の hint，の相互 作用 を nearest 　neighbor 型 よ りも長 い range に し た 模型 へ の 拡張

　　　 一　1次元よ り大き い次元の 模型 （た と えば ladder　rnodel ）へ の 拡張

　　　
一 定常状態以 外の matrix 　product 　stat，e の構成を可能にす るよ うな拡張

　　　 一 量子 ス ピ ン系模型 へ の拡張

　以上 に加え て 、本稿で の ア イデア を数値計算上 に 生かせ ないか検討 した い 。た と え ば、非平衡

統計 力学模型 へ の DMRG の 方法 の拡張 ll6， 11
，
17

，
18

，
19

，
20

，
21

，
22】をよ り優れた も の に する

た めに使えない か ？
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