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　こ こ で は 主 と し て
， 拡散型 ス ケ

ー
ル変換の 下で 流体力学極限を考え ， 最近 の 結 果を排 他過程 に

つ い て 紹介する ．一般に
， 運動する 多数 の粒子か らなる系の拡散現象 を調 べ る の に ，

一
つ の 粒子 を

追 跡する方法 （self 　diffusion） と粒子の密度分布の時間発展をみ る方法 （bulk　diffusion）とが ある

が
， 拡散型 ス ケ

ー
ル変換 の 下で 流体力学極限を考 える こ とは後者 の 問題 を扱う こ と に他な らな い ，

　流体力学極限 の 代表的な モ デル の 中で ， 拡散型 のスケ
ー

ル極限を とる もの と して

　　 ユ　 相互作用す る Brown 粒子 系

　　 2　バ イア ス のな い格子 気体 （排 他過程，zero −range 過程 etc ．）

　　 3　　Ginzburg−Landau　modeL

また ，双 曲型 （Euler　type） の ス ケ
ー

ル極限をとる もの と して

　　 4　古典的 HamiltQn （即 ち NewtQn 力学の ）粒子系

　　 5　 バ イアス の ある格子 気体

がある．こ の うち で 流体力学極限が証明されて い る の はす べ て Markov 的な確率過程の場合に限

る． 1 は p3］［8｝， 2 は 「14］， 3 は p2］，4 は ［3】， 5 は ［4】［5】等で扱われ て い る．格子 気体を扱 っ

た流体力学極限の 解説書 と して 「ll］［6］［101が あ る．

古典的 Hamilton 粒子系は，流体 力学極限 の 問題 の 出発点で もあ る の で本論に入 る 前に簡単に 述

べ て お く．こ れ は R3 内の （一般 に は或 る領域 に閉 じ こ め られた）莫大な数の 古典的粒子 か らな

る気体の モ デル で あ る．運動方程式は，微視的な ス ケ
ー

ル に適合 した 単位系で 書き下 して 、
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　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 3≠巴

で与え ら れ る とする ．U は 2 体間 の 相 互作用力 を与え る potential関数で ，
こ こ で はそ れが本質

的に近接作用 （finite　range ）で あ る とす る ．粒子 の 巨視的ス ケ
ール で の おお き さを E と し，巨視的

ス ケー
ル で見た粒予 の 位置 を ．Ti （t）＝ ∈蝋t／のに よ り定 義する．こ の 系の保存量で ある粒子数，運

動量，エ ネル ギー
の 分布 を巨視的ス ケ

ー
ル で見た 量 と し てそ れ らの 経験分布を

　　　　　　 ・
・
− E3 　Z 　6．ri （t）　， β，

− E3 ΣPi（t／のδ．． ，（，）， ッ，
一 ・

3
Σ e・（t！・）（s．，（t｝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i　　　　　　　　　　　　　 i　　　　　　　　　　　　　　　　　　 i

によ り定義 する．但 し Pi〔7 ）と ei（τ ）は第 i 粒子 の 運 動量ベ ク トル ql（T ）と エ ネ ル ギー
　il　1n（7 ）12＋

去　2］，≠i　U （qi（T ）− q丿（ア））で あ る ．局所平衡 の 成 立を仮定 し，形 式的な式変形を行え ば
，

こ れ ら の

経験 分布 の極限密度関数の 満たす関係式と して は次 の Euler 方程式

　　　　　　　　湯・
．
・▽ ・（ρP）一・

， 銑（ρρ川 ・ ・（卿 脚 ．▽ P − ・
，
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　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂

　　　　　　　　　　　　　　　厩
圃 ＋ ▽ 〈岬 ＋ Pp ）二 ゜

が導かれ る．こ こ に P ＝ P （ρ，
e）は U を 2 体 potentia1と して もつ 古典的 Gibbs 統計力学 に お け

る圧 力関数で ある．

　系 （1＞は ス ケ
ー

ル の 取 り方を少 し変え る と Boltzmann 方程式の 導出の 問題に関連する ．そ こ で

は，粒子 の大き さ E の 他に，粒子密度 ある い は或る意味で同じ こ とだが平均自由行程を ∈ と共に

変え る こ とにな る ．粒子が 剛体球の とき，これ を精確 に い え ば，速さ の 平均を 1 に規格化 し剛体

球半径を ε とするとき単位体積 内の粒子数 π が

n ∈
2

窪 1

と な る よ うに n と E を同時に変化さ せ る （Boitzmann −Grad 極限）．粒子 密度は こ の と き A ・　｛t と

な り，典型的な ／個の粒子は単位時間に 1回程度の頻度で他の粒子 に 近接 し相互 作用 （＝衝突）す

る ．こ れ に 対 し流体力学極限 で は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 η．c3 − 1

で あ り、粒子 密度 は 〜1 となる．従 っ て 典 型 的な粒子 は数個 の 粒子 と常時 相互作用 して い る こ と

になる．（Boltzmann　Grad 極限 に よる Boltzmann 方程 式 の導出 に つ い ては ［1｝，［91等参 照．）

　なお，U が遠隔作用 の potentialの ときは Vlasov方程 式と呼ばれる微積分方程式が現れ る，こ

の 方程式は Boltzmann 方程式 と共に、典型的な平均場近似の方程式で流体 力学極限に特徴的な概

念で ある局所平衡とは無関係に理解 される．こ の よ うな事情は，相互作用 する 1 次元 Brown 粒

子 系，ある い は抵抗 の ある 1 次元 古典的粒子 系に対 しては 数学的結果と して定式化で き る ［7］．

格子気体の 流体力学極限．

　格子気体とは こ こ で は時間発展す る粒子系を指す．そ の もっ とも単純な例と して 排他過程を と り

あ げる ，1 次元格子 Z の 上 を ラ ン ダム に運動する 1V 個 の 粒子か らな る 系を考 え る ．一
つ の格子点

に は高々 一
つ の 粒子 しか存在 し得ない （排他条件） とする．各々 の 格子 点 ＝ ∈ Z に対 し，値 1 ま

た は 0 をと る変数 恥 を考 え，そ の 値は粒子 の 「在 る 」，「無 し」 を示 して い る と解釈する ．こ の と

き ，系全体の 粒子 の 配置 は変数 η
冪（

’
n＝ ）xCZ ∈ ｛O，

1｝
z

で表 され る．個々 の 粒子 はす ぐ後に 述べ る

確率法則に従 っ て 運動 し
， それに応 じて 配置 η が変化する．時刻 t で の 配置を η（の＝（

・
r］m （t））＝ EZ

で 表す．こ の 系を拡散型 ス ケ
ー

ル の 下 で 見た とき の 粒子 の 経験 分布を α 孟 で 表す ：

　　　　　　　　濃・・贓 … 鵡 ・ 脚 … ） （・ ・ σ… ））・

こ こ で の 目標は こ の 系に対 し 流体力学極限の 成立 する こ と，即ち，粒子数 N を無 限に大 きくす

る とき α ‘ が或る 極限分布 に収束 し，そ の 密度関数 ρ（t，
θ）が次の 型の 非線形拡散方程式

　　　　　　　　　　　　　　　　毳・一論（・ （・）昜・）　 　 　 …
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を満たす こ とを示すこ とで あ る．粒子系の 運動法則は
， MarkQV 過程 と して ，次 によ り決定され

る ： η（のは ｛0，
1｝

z
上 の Markov 過程で ，そ の 生成作用素 A は

　　　　　　　　　　　　蜘 一 Σ ・
・ 。 ・・（・）［f（

’
・
x，x ＋’

）一鯛

で 与 え られ る ．こ こ に ・
r］
：’・m ’＋　1 は η に お い て n．＝ と ’O＝ t．1 を入れ替えて 得 られ る配置 を表 し

， c ＝ ，＝ ＋1

は ｛O，
1｝

z
上 の 非負関数でそ の 値 c 。 ，x ＋ 1 は配置 η の下で の x と x ＋ 1 問 の 粒子 の 移動 の 速さを表

す （平均待 ち時間 の 逆数）．気 xN
≡ 1 で あれば こ の過程は排他条件の 下で ラ ン ダム ウオ

ー
クす る

N 個 の 粒子の なす Markov 過程に他な らな い ．　 c
＝ 、x ＋1 は次の 条件を満たす とする ：

　　 1．　 空間 的
一

様性　 Cx，．r ＋1（η）＝Co1 （％ η）．

　　 2、　非退化性　Co　1（η）＞ 0　（恥 ≠ηエ）．

　　 3． 相互作用 の 局所性　 CO，1（η）は η の 有限個の 座標に しか依存 しな い ．

　　 4．　対称性　CO，1（η
Ol
）＝ （め，1（η）．

但 し 乃 η は η を ．T だけ平行移動した配置 （ePy＋ x ）y ∈z を表す．

Theorem 　l　 c．。
，
x ＋1 が上 の条件を満た し，初期値 α D が

・一
っ の 確 率分布 に収束すれ ば η（t）に対

し流体力学極限が成 り立 つ ．（2丿に現れ る拡散係数 D （ρ）は以下 に述 べ る Green−Kubo 公 式 で 与

え られ る ：

　密度が ρ ∈ ［O，1】で ある ｛0，
1｝

z
上 の Bernoulti分布 を Up で ，　 Up に よる期待値 を （・〉ρ で表 す．

また L2（Up ）にお ける A の 最 小 閉拡大 （自己共 役作用 素にな る ） の 生成す る有界 作用 素 の 半群を

S（t）とする．こ の とき

　　　　　　　　
・ … − k・伽

一
η1）

2
・・1＞・

− Ye
°°

蠹く（u ・　・・・…s・t・… dt

で ある．但 し w （η）π 伽 （η）（ηo ＿
η1）， X ＝

ρ（1 ＿
ρ）．
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