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1　 は じめ に

　こ の 報告で は 、
DNA な ど高分 子 の 結び 目の 統計力学的研究 と、可解量子 ス ピ ン 系 の 量子 XX

Z 鎖に お ける異常な 準位縮退 、
の 二 つ の 異な る話題 が解説 され る。そ し て 両者 をっ な ぐもの と し

て、Temperley−Lieb代数が重要で ある こ とを説明する。　 D　N 　A の 結び 目は高分子物理 の トピ ッ ク

で あ り、一方、後 者は量子 力学の 基礎 の 話題 であ り、全 く分野は異な っ て い る 。 前提 となる知識

も相当に異なる。 しか し数理物理の 視点で は、両方 とも Temperley −Lieb代数 （以下 、
　 T 　L 代数

または TLJ 代数 と略称）の応用と深 く関係す る研究な の で あ る 。

　最近十数年の 間に、環状の DNA など環状高分子か ら結び 目を つ くる こ とが可能 とな り、 実験

と理論の 両方か ら研究 され て い る ［1−6］。 特に 、環状高分子 の 統計力学に お け る結び 目の 効果が活

発 に研究され て い る ［7−13］。環状高分子鎖の 全て の 空間配置の 中に は様 々 な結び 目が含まれて お

り、一定の 結び 目の 配 置の み を取 り出す こ とは全 く自明で は ない 。 結び 目
一

定の 条件は排除体積効

果 と同様な効果 を導くで あろ う、と des　Cloizeaux（1981）は予想 した ［141。 これは最近の シ ミ ュ

レ
ー

シ ョ ン で部分的には裏付 けられ た とも言 えるが、現在 も研究が続 く興味深い 問題で ある 。

　結び 目高分子 の 統計力学的研 究にお い て、新 しい トポ ロ ジー
不 変量が非常に重要 な役割を果た

して い る ［7，
8］。 実は Jones多項式 の ある部分を うま く使 うこ とに よっ て は じめて本格的な結び 目

高分子 の 統計力 学的研 究が可能にな っ た 。

一方、最近 の 新 しい トポ ロ ジー
不変量は Jones多項 式

の 発見に 大 きく刺激 され た結果は じめ て導かれ たもの で ある 。 そ して Jones 多項式 を理解す る上

で 、統計力学模型 の TL 代数の 知識は 非常に 便利 で 重要で あ る ［15−21］。

　最近、量子 XXZ 鎖 とい う可解量子 ス ピ ン 系を代表する模型に お い て 、異常な準位縮退の 存在

が明 らか に され た ［22］。 XXZ 異方性変数があ る離散的特殊値の とき、　 XXZ 鎖の 対称性は非常

に 拡大 して ル ープ代数 とい う無限次元 の 対称性 とな る ［22，
23］。 そ し て縮退度が格子サ イ ズ の 指数

関数で増大す る異常 な準位縮退 が出現す る ［24］。 Heilmann −Lieb の 視点で は 、これは準位非交差

則に対する 驚異的な反例で あ る ［25−28］。TL 代数は こ の 縮退現象を説明する上 で 非常に役立 つ 。

　 TL 代数をキーワー ドに し て 、高分子 と可解模型 とい う全く異なる 二 つ の 分野 が密接に関係す

る。TL 代数は量子群 と も深 く関係 して い る 。 しか し、　 TL 代 数そ れ 自身 は分か り易 く、数学的

に深 い 知識を前提 と しな い
。 本質を理解す る上 で 非常に便利 な道具な の で あ る。
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2　 DNA の 結び 目と ラ ン ダム 結 び目

2．1　 トポイ ソ メラ
ーゼ とス ーパー

コ イル

　DNA は 生命の遺伝情報 を蓄えた巨大な分子 で ある。遺伝情報 を DNA か ら読み 出す過程や DN

A が 自己複製する過程 にお い て 、DNA 鎖の 空間的広が りや そ の トポ ロ ジー
の 制御は 重要 で あ る。

こ れ らは DNA トポイ ソ メ ラーゼ （DNA 　topoisomerase ）とい う酵素に よっ て 制御 され る ［1，
2

，
3］。

　DNA の 分子構 造 は、糖 と リ ン 酸か らっ く られ た骨格 と な る 高分 子鎖が 二 本 、互 い に巻きつ く

よ うな螺旋 を形成 した い わゆ る 二 重螺旋で あ る。さらに 二 本の 骨格鎖上 の 塩基同 士 がそ れぞれ対

を つ くっ て 水素結合で 結び付つ く。 こ の よ うに し っ か り した 構造 を持 っ て い るた め、DNA は曲

げや ね じれ に対 し て剛性 を もつ
。 DNA は 負の 荷電高分子 で あ り、 そ の 静電的斥力も硬 さに寄与

する。そ して DNA の 保 持長 は 直径 の 50 倍 もある 。
こ の ため DNA 鎖の 力学的性質は 、 非常に

長くか っ 細 い 弾性 の 棒、あ る い は ゴ ム ひ もで近似で きる 。

　DNA の 空間形 状 の 変 化に 際 し て は 、　 DNA 鎖 の 弾性が重要 で ある。大腸菌の プ ラス ミ ドの D

NA など、自然界 に は環状の DNA 分子 が多数存在する。環状 の DNA の 場合、輪 ゴ ム がそ の モ

デル となる。輪 ゴ ム を
一

方 の 手 で押 さえ 、 他方の 手で輪 ゴ ム の 一部分 をひ ね る と 、 ね じれが生 じ

て輪 ゴ ム が縮小す る。ね じれ た輪 ゴ ム の よ うに 、ね じれ て縮んだ DNA 鎖の 形状を超 らせ ん （あ

る い は ス ーパ ー コ イ ル ） とよ ぶ
。

　酵素 の トポイ ソ メラ
ーゼ は、DNA の 二 重螺旋を切断 して 二 本の 骨格鎖 の 巻き数を変化 させ た

後 に こ れ を 再結合 させ
、

DNA を局所 的にひね る働きをす る 。 そ し て輪 ゴ ム の 揚合 と同様 に し て

DNA 全体 を超 らせん に変化 させ る。　 DNA トポイ ソ メ ラ
ーゼ は環状 の DNA 鎖 と同様に線状 の

DNA 鎖に も作用 し
、 現在 ま で に調 べ られ た範囲で は、全て の種類 の細胞 の 中に存在す る。そ し

て線状 の DNA 鎖 の 場合 で も部分的に 環状 の ル
ー

プを形成す る こ とに よ り、環状鎖 と同様なや り

方 で超 らせ ん 形 な どの 空間形状の制御が行 われ る と考え られて い る。

2．2　 DNA の統計力学的模型 とラ ンダ厶 結び目

　DNA 鎖は硬 く、保 持長は DNA の 直径 に対 して 約 50 倍 と大き い
。 そ こ で DNA の 統計力学

的な性質は ウ ォ
ー

ム ライ ク鎖 で 表 され 、さ らに 単純化す ると 、 細 い 円筒が連結 した自己排除体積

鎖となる ［4］。 こ れ を円筒鎖模型 とよぼ う。 DNA は溶液中で 対イオ ン の雲 に囲まれ 、そ の 実効的

太 さが 円筒 の 直径 に対応 し、DNA 鎖 の 保 持長が 円筒 の 長 さに対応する。実験で は、実効的太 さ

は溶液中の 対イオ ン の 濃度で 制御 され る。

　トポイ ソ メラ
ーゼ の 作用を調 べ る実験等に お い て

、 環状 DNA か ら様 々 な結び 目が導かれた ［2］。

トポイ ソ メ ラ
ー

ゼ の 機能は 神秘 的で あ り、物理学 の 視点 か ら明 らか にす る こ とは 容易で ない 。そ

こ で第一
段 階 と して 、

一
定 の 結び 目 を もつ 環状高分子鎖の 統計力学的性質の 研 究が重要で あろ う。

環状高分子鎖の 統計力学的性質 は 、ラ ン ダム ポ リゴ ン を用い て調 べ られ る 。 ラ ン ダム ポ リゴ ン の

中で
一

定 の 結び 目の もの を、ラ ン ダ ム 結び 目とよぶ 。 ラ ン ダム 結び 目の 大 きさ （慣性半径）や 出

現 確率が結び 目に どの よ うに依存する か
、 とい う問題が最 も基本 的 で重要な研究課題 で ある。
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　ラ ン ダ ム 結び 目の 実験 も行 われ て い る 【5，6】。 線形 の DNA 鎖 を ラ ン ダム に閉 じ て環状鎖を っ

くる実験 が行 われ 、ラ ン ダム結び 目の 出 現確率が測定 され た。 線形 DNA 鎖の端 に細工 を施 し、

両端の 結合を可能 とした。こ の 結果、環状鎖 と線形 鎖の割合を温度で制御 でき 、 電 気泳動等 で環

状鎖の み を取 り出すと、ラ ン ダム結び 目を実現す る。

2．3　結び目確率 と トポロ ジーの 効果

　　最近 、新 し い 結び 目不変量 を応用 し てラ ン ダム結び 目を シ ミ ュ レ
ーシ ョ ン で 研究する方法が

導 か れ た ［7，
8］。こ れ を応 用 し て 、円筒鎖模型 の ラ ン ダム結び 目に お け る排除体積効果 が 明 らか に

され た ［9］。 そ して 、 結び 目が生 じる確率 の 排除体積依存性 を表 す従来 の 理 論式 ［4］が大幅に改良

された 。 半径 r で頂点tw　1＞ の 円筒環状鎖にお い て 、 結び 目 K が 生 じる確率 を PK （N ，
　r ）と表す

と、それ は次 の 式 で 十分 によ く近似 され る こ とが分か っ た 。

　　　　　　　　　　　・・ 陟 σ・ （
NNc

（r））  （煮，）　 　 ・1・

こ こ で CK は結び 目ご とに定め られ る定数、　 N 。 （r ）は半径 r の 関数で指数関数で近似 され る。

ハrc〔r）＝Nc（0）exp （7r） （2）

こ の新 しい 理論式 にお い て 、 頂点数 （長 さ）の効果は N
。〔r）で 繰 り込まれる。 そこ で Nc〔r）はラ

ン ダム 結び 目の 特性長 とみなすこ とが で きる 。 こ の 式は 、頂点数 N が 非常に大きい 長い環状高分

子 の 場合に、de　Gennes の ス ケーリン グ の 考え方 と整合的で ある。

　また、
一

定の トポ ロ ジーをもつ 環状高分子 の大き さは、 トポ ロ ジー
を制 限 しない 場合 の 環状高

分子 の 大き さを基準として相対 的にか なり大き くな る こ とがわ か っ た ［10］。 統 計物理 量 に関 して

は、 トポ ロ ジー一定の 条件が高分子鎖 の す り抜 け禁止条件に対応 す る。こ の た め、 トポ ロ ジ
ー

的

拘束か ら導かれ る エ ン トロ ピー的斥力に よ っ て鎖同 士 が反発す るた めに環状鎖全体 が拡 大する と

解釈で きる。 シ ミュ レ
ー

シ ョ ン の 結果 で は、こ の 拡大効果は環状高分子の排除体積の 大き さに 依

存 し、高分子 鎖が細 い 場合 には拡大効果 が顕 著に現れ 、鎖が太 い 場合 には拡大効果は減少 する。

　上で述べ られ た シ ミュ レ
ー

シ ョ ン の 結果 ［10］を理 論的 に説明す る こ とも可能で あ る。頂点数 N

の 環状高分子 鎖の 大き さは、次 式で 定義 され る慣性 半径 の 自乗平均 R2 で 表 され る。

　　　　　　　　　　　　　　R2 一

歪緯 〈（圃
・

〉　 　 　 （・・
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 あ光＝ 1

こ こ で ろは ゴ番 目の 頂 点 の 座標 で ある 。

一
定 の 結び 目 K をもつ 環状鎖の慣性 半径の 自乗平均を

R灸と表そ う。N が十 分 に大き い 場合、　R2 も R 灸も次の よ うに 漸近展開される で あろ う。

R2 − AN2v （1 ＋ BNT △
＋ ・（11N ））

畭 一 A ・ N2v （1＋ B ・ IV
−△

＋ ・（11N ）） （4）
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こ こ で u は 自己排除体積鎖 （Self−Avoiding　Walk）の指数で ある。そ して振幅 の 比 AK ！A は結び 目

によらずに
一

定値で あっ た。こ の 比 α を理論的に評価 し てみ よ う。ラ ン ダム結び 目の 特性長 N
。
が

十分大 きい 場合、n ＝NINc とお い て N の 展開を Nc の 展開 と読み 替える と、次が導かれる ［11］。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
−n

　　　　　　
α ＝ 1＋ 嘔 ＋ °（1燭 ，

「 一

鴇 （B ・
− B ）c ・ ・

M （K ）

　 （・）

上式の 導出で △ ＝ 1／2 と仮定 した。係数 r は N に 関 して 定数 とは 限 らない 。し か し実 際に数値

評価すると、シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン の 数値 とか な り近 い 値が求ま っ た ［11］。 こ の 結果 を受け入れ る と、

特性 ft　Nc（r ）の 半径依存性 （2）か ら、細 い 高分子鎖の 場合 には トポ ロ ジー
的制限 に よ っ て環状鎖

は拡大 し、太 い 高分子鎖 の 場合には トポ ロ ジ
ー

制限 で大 きさに変化がな い こ とが説明で きる 。

　こ の トポ ロ ジ
ー

的 エ ン トロ ピー
カに よ る環状鎖 の 拡大は 、 将来、結び 目DNA 等を用 い た実験

に よ っ て 検証 され る か もしれ な い
。

3　 Temperley −Lieb 代数 と Jones 多項 式

3．1　 Temperley −Lieb・・Jones 代数

6 頂点模型や ポ ッ ツ模型の研 究の 中で 、Temperley と Liebは次 の よ うな代数を導い た ll5］。

E
ゴ
Ej

＋1・E
」

’ ＝
　Ej・

，　E
ゴ＋IE ゴ五

）
」＋ 1 ＝：：Ej＋ 1 ，

　　（E ゴ）
2 − Q ’／2

場 ， 　 （ゴ＝ 1，2，．．．，五 一1），

　　Ej・Ek　
扁
　EkEj・

，　qi一到＞ 1
，　i

，ゴ＝ 1
，
．．．

，
五 一1）） （6）

上 の 関係式 を満た す演算子 ｛場 ｝を、Temperley−Lieb演算子 （TL 演算子）とよぶ 。 ［15，
16］TL 演

算子 ｛Ej｝で 生成 され る代数 を本報告で は、　Temperley−Lieb 代数 （TL 代数）ある い は Temperley −

Lieb−Jones代数 （TLJ 代数）とよぶ。

　実 は Temperley と Liebが見出した代数は 、 作用素環 とも関係す る 。 因子環の 研究の 中で Jones
が定義 した 射影子 ［17］か らジ ョ

ー
ン ズ 多項式 とい う新 し い 結び 目不 変量 が導かれた ［18］。ジ ョ

ー

ン ズ 多項式 の 発見 は 当時の 数理物理 の 展 開の 中で 非常に重 要で 、そ の 後 に様 々 な結び 目不変量が

導か れ る端 緒とな っ た ［19， 20］。Jonesの射影子 は実は Temperley と Lieb が導い た代数 と同 じ定

義関係式 を満たす 。 そ こ で本 解説 で は こ れ を Temperley−Lieb−Jones代数 （TLJ 代数） ともよぶ こ

と に す る 。 また 、 TLJ 代数 は Iwahori−Hecke 代数 の 特 別 な場合で もある。

　具体的な表 現を与 え て み よ う。 まず 、 4 行 4 列 の 行 列 U ±
を次で 定める 。

u ± 一〔i誓 i〕
行列 U ±

か ら、演算子 畦 を定義する。

Uj ＝ 11   … OP　1
，
・−1   σ

土
  Jj

＋2   …   ∬L

（7）

（8）
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こ こ で 1 は 2 行 2 列 の 単位行列 で あ り、記 号   は行列 の 直積 を表す 。 演算子 畦 は TLJ 代数の

定義関係式 （6）を満たす。す なわち Ej ＝殍 （また は Ej 篇U∫）に対 して式 （6）が成立す る。 こ

れ を具体的に示 すこ とは容易である 。 ただ し （〜
112

は （〜
112 ＝一

（q ＋ q
− 1

）とな る 。

　TL 演算子 の 表現行列 （8）を図解す る と 、 行列 σ
土

の 部分が生成 ・消滅ダイ ア グ ラ ム に対応 し、

左か ら」本 目と ゴ＋ 1 本 目に位置す る 。 ∫1   … op　lj　＿／ お よび ち＋2　X …   IL はそれぞれ、そ の

左 側お よび右側の 垂直な平行直線群 に対応す る。

 噺
、11 ）

（
J“i　ナ　　’tiJ 柱

ー
L

、、、

図 1： Temperley −Lieb演算子 Ej の対応する生成 ・消滅ダイ ア グ ラ ム

　TL 演算子 を生成 ・消滅ダイ ア グラ ム に対応 させ て、　TLJ 代数 の 関係 式 （6）を次の よ うに図で

碑明で きる。関係式 （Ej）
2 ＝Ql！2Ej にお い て 、ル

ー
プは定数 Ql／2 に対応する。

v

〜
い
酬

　

　

　

　
、
−σ

ワ

ハ
”

∪
（

l
U

ρ

し

ρ
ノ ｝　 丿fi

》

（
）

倉

ロ

）

（
・沢
　　丿　 丿t （

図 2： Temperley−Lieb 代数の 図的説明。左 か らそれぞれ EゴEj＋ 1E ゴ
＝

場 、　 Ej＋ 1EjE ゴ＋ 1 ＝ E ゴ＋ 1、

（Ej）
2
　・ ．（Qi！2E ゴ

に対応 する。

3．2　組み ひ も群 の表現 と TLJ 代数

　［1］LJ 代数か ら、結び 目や絡み 目の 不変量 が 導か れ る 。

　L 本の ひ もに 対応する 組み ひ も群 ．θL を定義す る ［20］。 水平な棒に結ばれた L 本の ひ もが鉛直

に 垂れ 下が っ て い る。こ の ひ もを編 ん で組み ひ もをつ くる こ とを考える。様 々 な組みひ もが 可能

で あるが 、どれ もゴ番 目とゴ＋ 1 番 目の ひ もを交差 させ る操作 b
ゴ お よ びそ の 逆演算 δテ

1
を組 み合

わせ て 表現 され る こ とが 分か る。 すなわ ち、組み ひ もge　BL は要素 b1，b2，＿ ，bL＿1 で 生成 され る。

た だ し組みひ もを生成元で 表すや り方に は 、次の よ うな関係式で表 され る不定性 が あ る 。

bゴbゴ＋ 16ゴ　＝　bゴ＋ 1bゴδゴ＋1 ，　　 （ゴ＝ 1
，
＿

，
L − 1）

　　bi　bゴ　 ： うゴbi，　　 （li一ゴ1＞ 1
，　 i，ゴ＝ 1， ＿ ， 五

一1） （9）

これ らを定義 関係式 とす る群 を、組 み ひ も群 とよぶ。組み ひ も群は、無限個 の 要 素を持 つ
。
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i

紅 丶　噺

　　　　＼
t”1 歩　∂tt ゆ 　L 　　 ’　 ti ♂ j† l　 jf・

図 3： 組み ひ も群 BL の 生成 元 bゴ（左 の 隅）と そ の 逆元 b；
i

（右 の 図）

× f ー ×ー
L

　TLJ 代数の 表現行列か ら、組み ひ も群 の 表現行列 が導かれ る。　TL 演算子 Eゴ の 表現行 列 を ej

と表す。特に e；＝
一
（g ＋ q

− 1
）ej であ る 。 こ の とき、9」 を次式 で 定義す る と、これは組み ひ も群

の表現行列を与える。

　　　　　　　　　9广 1＋ q・わ 9∫
1

− 1 ＋ q
−1e

ゴ， （ゴー・1，… ，
L − 1）　 　 　 （10）

こ こ で 1 は Il  …   IL を意味する。実際に上式を代入 して、組み ひ も群 の 定義関係式 を確認 し

て み よ う。 それ に は ゴ； 1 の 場合を考えれ ば十分で ある。919291 は 次の よ うに展開される。

　　　　　 9 ・929・
＝ （1 ＋ qe・）（1＋ qe2）（1＋ qe2＞

　　　　　　　　　＝ 1 ＋ q（el ＋ e2 ＋ ・1）＋ q2（el・2 ＋ e2e1 ＋ 命 ＋ q3θ1e2el

　　　　　　　　　＝ 1＋ q（・・＋ e2 ＋ ・1）＋ q2｛・、e2 ＋ ε2 ε、
一（q ＋ 9

− 1
）ε1｝＋ 93e1

　　　　　　　　　＝ 1＋ q（e1 ＋ e2）＋ q2（・ 1・2 ＋ e2 θ、）　 　 　 　 　 　 　 （11）

こ こ で 2 行 目か ら 3 行 目に移 る と こ ろで 、TLJ 代数 の 関係 式 を用 い た 。 4 行 目の 式 は 1 と 2 の入

れ替えに関 して 対称で あ る 。 そ して 実際、上 と全 く同様に して g29192 を展 開す る と 、 上 の 4 行 目

と同 じ結果が導かれる 。 こ うし て 、919291 ＝g29192が示 され た 。

3．3　 TLJ 代数 と Jones 多項 式

　組 みひ も群 の 表現に対 して マ ル コ フ トレー
ス が存在す る と、結び 目や絡み 目の 不変量が導かれ

る ［20］。マ ル コ フ トレ
ー

ス とは、次の 関係式を満たす汎 関数で あ る 。

　　　　　　　　　 φ（AB ）　＝ 　φ（BA ），　　A，B ∈ BL

　　　　　　　　　φ（AbL ） 一 ・φ（A ），
　 ip（AbZ1）一・7ip（A ）， 　 A ∈ BL 　 　 　 （12）

組みひ も群 の 表 現 （10）に 対 し て 、マ ル コ フ トレース を以下の よ うに 定義で きる。

　　　　　　（血胴 《蝋動一・… 恥 A ・ BL ・13・

こ れ が 〔12）を満たす こ とは容易 に示 され る。そ して 、 τ
＝−

q
− 1

お よび テ ＝ − g で ある。例えば

g1 ∈ B2 に対する値 φ〔g1）＝ 1 ＋ g
−2

は、次 の よ うに 導か れる 。

　　　　　 φ（91）ele3 　；　（ele3e2 ）91（e2ele3 ）＝ ele3e2 　e2ele3 ＋ qele3e2ele2ele3

　　　　　　　　　　　− （Q
’！2

）
2ele

、＋ qQ
・1・ele 、

一 〔1 ＋ ，
一・

）・、e、 　 　 （14）
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　式 （13）で定義 された マ ル コ フ トレ ース を次の よ うに規格化す る と、結 び 目や絡み 目の トポ ロ

ジー
不変量となる。実際 α 」（A ）は Jones多項式 を与える。

　　　　　　　　　　　　　　α J（A ）＝ φ（A ）（− q）
e（A ） A ∈ BL 　 　 　 　 　 　 （15）

e（A ）は、A を表す生成元 bゴ等の指数の和で ある。例え ば A ＝ b§b莠bf4 の とき e（A ）＝ 3＋ 2 − 4 ＝ 1

で ある。規格化因子は基本的には T
−1

の e（A ）乗で ある。（但 し 7 テ ＝ 1）

3．4　Yang −Baxterization と 6 頂 点模型の 転送行 列 丁（u ）

　転送行列 の構成要素 Xナ（u ）を TL 演算子 U；か ら次 で定義す る ［16］。　 q ＝exp （2η）とする 。

　　　　　　　　　　　　X デω ニ ・i・ h（u ＋ 2η）1
  L

＋ ・i・h鰐 　 　 　 　 　 （16）

こ の 定義 と TLJ 代数の 関係式 （6）を用い て 、次の ヤ ン ・バ クス タ
ー関係式が導かれ る ［16】。

　　　　　　　　　X ゴ（u ）X ゴ＋ 1（u 十 v ）丿（ゴ（v ）：＝ X
ゴ＋1（v ）Xj （u 十 v ）X ゴ＋1（u ）　　　　　　　　　　　　（17）

こ の 関係式は組み ひ も群 の 関係式の 拡張 で あ る 。 こ の よ うに 組 み ひ も群 の 表 現な どか ら ヤ ン ・バ

ク ス タ
ー関係式 の 解を導 く手続 きを、Baxterizationあ る い は Yang −Baxterizationとよ ぶ。

　 6 頂点模型 の 転送行列 を定義 しよ う。 今 ま で テ ン ソ ル積空 間 V   L
上 の 演算子 を 考え た が 、0 番

目の 補助空間を加えて VOP（L ＋1）上 の 演算子 を定義す る。具体的に は 、1 ≦ゴ≦ L なるゴに対 して

X；　（u）を 1   Xノ（u ）で 置き換え、新た に ゴ＝ 0 に 対 し て X ま（u ）を定め る 。
こ の とき 、

6 頂点模

型の 転送行列 は次で 表され る ［21］。

　　　　　　　　　　　　・ （・ ）一 ・rG （x ま一1（・）
… x 芒（・）xi （u ））　 　 　 （18）

実は ：L の どち らも同 じ転送行列 を導く。 こ れ がル
ー

プ代数の 証明の ポ イン トで ある ［22，
23］。

4　 6 頂 点模型 転送行列 および量 子 XXZ 鎖の ル
ー プ代数の 対称性

4．1　量子群 Ug（sl2 ）

　量子群 Ug（sl2）の 生成元 E 、　 F と H は 、次の よ うな交換関係 を満た す 。

　　　　　　　　　圀 一 ・・
， 岡 一 一… 町 ・÷ 矜

H

　 ・・9・

量子 群で は、余積演篳△（
・
）が定義 され て い る。

　　　　　　△（E ） ＝ E   α

一H ！2
＋ q

”12　＠　E
，

△（F ）＝ F   9
−H12

＋ qff！
2

  F

　　　　　　△〔H 〕 ＝ 　H   1十 1   H 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（20）

余積は、量子力学に お け る 角運動量 の合成則 を抽象化 し た 代数 的操 作で あ る。 以後、正 整数 冗 に

対 して ［n］＝（gn − q
− n

）1（q − g
−1
）そ し て ［O］＝ 1 とす る 。 また 、 囮！＝rl廴1 囿 を定義する。
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　2 次元線形空 間 y 上 の 量子群 の 表現は 、E ＝ σ
＋

，
　F ＝σ

一
7ff

＝ σ
z

とな る 。 長 さ L の 転送行

列 丁 （u ）は、テ ン ソル 積空間 V   L
に 作用す る。量子群 Uq（sl2）の 生成演算子 E 、　F 、　H の y   L

上 の 表現 S＋
、 S

−
、　sZ は 、余積を繰 り返 して次で与 え られ る 。

　　　　　　　qsz − q
・F／2   …   q

・E！2
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 L

　　　　　　　8± 一 Σq
σff2  …

・
σ多112   ・ナ  ・

一
和 2

  … ・P・q
− ・ 蒼12 　 　 （21＞

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ＝1

4．2　 st2 ル
ー プ代 数の 定義

　リ
ー

代数　sl2 の 生成演算子 を Ta と表す と、　 st2 ル
ープ代数 の 演算子 は複素変数 z と任意の 整数

n に 対 し て、Ta　op　xn と表 され る。これ を婿 と表す。　n は任意なの で 、演算子 は 無限個存在する。

sl2 ル
ープ代数に中心 とよばれ る元 C を加えたもの を、ア フ ァ イ ン ・リ

ー
代数 612と よ ぶ

。 中心 とは

全て の 元 と交換す る要素で ある。ア フ ァ イ ン ・リ
ー
代数 詑2 の シ ュ バ レ

ー基底 ｛e ゴ，乃，
ん
ゴ1ゴーO

，
1｝

は 、ア フ ァ イ ン
・リー代数 晦 を生成 し、次の 定義関係式 を満た す 。

　　　　 ［ho，
hi］＝0　［hi，　ej］＝α藪コ

eゴ　［hi，ゐ］＝
一

α iゴ　fj， ［eii　fj】＝ δεゴんゴ， （乞，ゴ＝0
，
1）

　　　　 ［ei ， ［ei ， ［ei，eゴ］］1＝0
，　　［fi，lfi， ［fi，f》］］］＝0　　　（i，ゴ＝0，1，　　i≠ゴ）　　　　　　　　　　　（22）

こ こ で ア フ ァ イ ン ・リー代数 碗 の カ ル タ ン 行列 （α乞ゴ）は次式 で定義 され る 。

　　　　　　　　　　　　　　儲 D （
2 − 2

− 22 ）
4．3　 量子群か ら導かれ るル

ープ代数の 表現

　演算子 s土  を s± （K ）＝（s
±
）
K1

［K ］！（K は正整数）で定める。具体的に は次式 となる。

　　Σ q9
σ
z

・・・
… 麺 撃 ・

z

・ …・・

工甼 σ
z

舛 ・・・… 麺 ＋
z

・… ・ ，

−5σ
z

1≦ゴ1〈 …〈jK≦L

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （23）
S±

で q をグ
1

に置き換 え、次式で T 土
を定義する。

　　　　　　　　　　　　£ （，
一

σ
z
／・

）
  （ゴ

』
”
　
・ ・ナ・ （q

・… ）
・・L−・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ＝1

T 土（K ）を T ±（κ）＝＝（T
±
）
K1

［K ］！で 定義す る。

　変数 α が 1 の 原始 22V 乗根、あるい は 1 の 原始 N 乗根で N は 奇数の 場合 を考える ［22，
23］。本

報告で は こ れ 以降、q が 1 の べ き根とは こ の 場合 を意味す るもの とす る．
　 q が 1 の べ き根の とき、

演算子 8土（N ）、T 士 （N ）と sZ を次の よ うに対応 させ る。

　　　　　 el − S ＋ （N ）
，f／　

− S
−
（N ＞

，
・・

： T
−（” ）

，
　f。

　− T ＋（N ）
，
h、

一一hl − − sz！N 　 （24）

これ らは ア フ ァ イ ン ・リ
ー

代数　st2 の 定義関係式 （22）を満た す ［22］。　ho ＋ hl ＝ o よ り c ＝ 0で あ

る。sl2 で c ＝ O の 場合は sl2 ル
ープ代 数 に な る の で 、演算子 （24）は sl2 ル ープ代数 を生成する。
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4．4　ル
ープ代 数 と転送 行 列 τ（u）の 交換

　変ik　q が 1 の べ き根 の とき、 6 頂点模型の 転送行列 に st2 ル
ー

プ代数 の 対称性 が 出現す る 。 演

算子 S土〔1v）お よび T 士 （N ）と転送行列 τ（u ）との 間に 、　sz …≡ 0 （mod 　N ）なるセ クタ
ー

にお い て 、

次の 交換 （反 交換） 関係 が成立す る。

s± （N ）T （u ）＝ qN τ （u ）5
土 （N ）

，
　 T ± （N ）7 （u ）＝ glVT（u ）T

±（N ） （25）

qN ＝− 1 の とき、上式は反 交換関係で ある。

　ル
ー

プ代数は非可換な無限次 元対称性 で あ り、固有値 ス ペ ク トル に 非常に 多くの縮退が生 じ る

［22 ，
23］。 こ こ で sz ≡ 0 （mod 　N）なる部分 空間 の 中で関係式 〔25）が成 り立 つ こ とに注意 しよう。

例えば L ＝ 12 で N 　 ＝ 3 の場合 、 下向き ス ピ ン がゼ ロ の 「真空」状態 （sz ＝ 6）に対 して、　sz ＝3、

o、−3、− 6 の縮退 した固有 ベ ク トル が存在す る。 さ らに 、 縮退度は 212／3 ； 16 とな る 。 実は、L！／＞

が整数の とき、「真空」 状態の 縮退度 2L！lv を証明で きる ［24］。 縮退 次元は L の指数関数で ある 。

　 6 頂点模型 の 転送行列 は重要な可解量子 ス ピ ン鎖 と関係する 。 転送行列 丁．（u ）の対数微分か ら量

子 XXZ 鎖 の ハ ミル トニ ア ン 7txxz が導か れ る ［21］。

τ （ε）＝ T 〔0）exp （EUxxz ）　　　（IEi《 1）

そ こ で変数 g が 1 の べ き根の とき、関係式 （25）よ り8z ＝ O （mod 　1V）の 部分空間で 次が成 り立 つ
。

　　　　　　　　　　　　　［S
±（N ）

，
Uxxz ］＝ ［T

±（N ）
，
Uxxz ］＝＝ 　O．

すなわ ち、量子 XXZ 鎖 の 7txxz は sz ≡ 0 （mod 　1＞）な る部分空 間の 中で 、 （24 ）の 演算子 で 生

成される sl2 ル ープ代数 と交換する 。

　6 頂点模型 に 出現する sl2 ル ープ代数 の 無限次元非可換対称性 ［22］は 可解模型 の 研 究で 重要で

あるだけでなく、量子 XXZ 鎖 を通 じ て 量子 系に お ける準位交差の 基本的な認識 （von 　Neumann

と Wignerの 定理 ［25p を深 める上で も役 に立 つ であろ う ［26，
27

，
28］。
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