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確率論的統計力学モ デル の 臨界現象と lace　expansion ＊

原　隆 （名大多元数理，hara＠math ．nag 。ya
−
u ．ac ．jp）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 概 要

　 統計 力学 的確率論モ デル （self −avoiding 　walk ，　percolat．ion，　Iattice　tvees　 and 　 animals ） の 臨

界現象 と，そ の 解析 手段と して の la．ce 　expansion に っ い て の review を 行 う．
（お断り）例年 になく講演者の体 調 が 悪 く，講演自体 も 予定の 2／3 く ら い しか で き ま せ ん で し

た ．そ の 後 も体調不良が 続き ，こ の 報告 も不 本意な もの と な ら ざる を得 ま せ んで した ．この よ

う な事情の た め ，基本的 な事実を羅列す る に と ど め，詳細 は他 の 文献を参照 して 頂く こ とにな

ります．講演の 題材，特に レース 展開 と平均場的な臨界現象 の 詳細 につ い て は 参考文献の ［1，21
を ご覧下 さ い ，

1　 臨界現象の 概要

　確 率論的統計力 学モ デル の 臨界現象 をまず，概観 しよ う．大筋 と して は古典強磁性 ス ピ ン 系 の

示す臨界現象に類似の もの で ある が，モ デル毎に異な っ た臨界次元が示 唆され るな ど，モ デル に

固有の 面白 い側面が 見 ら れ る ．

1．1　 格子の お約束

　こ の 講演で は，d一次元正 方格子 ：zd ＝ ｛（Xl ，
・T27 …　 ，

Xd ）x
丿

∈ Z ｝．上 の モ デル を考え る．格子 の

元 x ∈ zd は サイ ト，サイ トの ペ アを ボン ド とい うが，特に以下 の 2通 りの ボン ドを考える ：

　 ● nearest −neighbour （ll、n 、）model ： b ； （x ，
tJ）with 　lm− yl ＝ 1．

　 ● spread −out 　model ： b＝（x ，
　y）with 　O ＜ 1rc− yl ≦ Lfor　some 　L ＞ 1．

ボン ドの 集 合 を Ω で 表す こ とにする
1．

12 　 Self−Avoiding 　Walk （SAW ）

n −step の Self−Avoiding　Walk （SAW ）とは

　 ・ 順序づ けら れた nt ユ個の サ イ トの 集合 ω ＝＠（0），
ω （1），

．．．
，
ω （n ））で ，

　 ・ 隣 り合 っ た点がボ ン ドにな っ てお り ：（ω （」），
ω （ゴ＋ 1））∈ Ω （0 ≦ ゴく η ），

　 ・ 自分 自身と交わ らな い （self−avoiding 　constraint ） u，（i）≠ ω （」）foU ≠ゴ

も の で ある （基本文献は ［2】）．Walk の ス テ ッ プ数は 1ω gで表す．最後の条件が重要 であ り，こ れ

が なけれ ば普通の ラ ン ダム ウォ
ー

クである ．

　
“
基研研究会 「確率モ デル の 統計力学 12003 年 12 月 17 日

　
1
こ の 2 通 りの モ デル を考 える 理 由は以 下の通 り ：我々 の解析手 段 （lace　expansion ） が 非 力な ため ，　 spread −Qut 　m 。del

は 完 全 に解 析で きる が n．n ．　model は解 析で き な い 場 合 が往々 に して 起こ る ．臨界 現 象 に 開 し て の 「常 識」 に 従 え ぱ、
両者 は同 じ universality 　class に属 す ると思 われ る の で，　 spread −out 　model に関す る 厳密 な結果 か ら，　 n．n．　 model に

関す る 同様 な結果 の 傍証 を得よ う と 言う の で ある．もち ろん，こ の 両 者 が同 じ universa ！ity　class に，属す る こ と 自身

は証明 され て お らず，以 上 の 理屈は あく ま で 補助的な も の で あ る こ と は 忘れ て はな らな い
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見た い 量 ，　 我 々 が興味を持 つ の は，以下に代表される よ うな量で ある 1

　 ・ ／1；か ら 11へ ，71．ス テ ッ プで 行 く SAW の 数 ：qt（x ，y）ii　＃｛ω ：x → y，1ω 1＝n
，
SAW ｝，

　 ・ 原点か ら出発す る 71ス テ ッ プ SAW の 数 ：c。≡ ＃｛ev・ ：O → ・，　iω 1＝rt．　，　S　AW ｝＝Σ c。 （0岡
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＝

　 ・ 平均 二 乗距離 （mean 　square 　displacement： n ステ ッ プ SAW の 端点同士が 平均 して ど の く

　　らい離れ て い るか）・・　e・，i ≡ 〈1・ （・）12＞貯 こ こ で く→ n
は原点か ら出発するす べ て の ・ ス テ ・

　　 プ SAW 全体に つ い て の 期待値を表す （各 SAW には 同じ重み を与えて）．

また ，こ れ らの 母関数に相当す る量と し て ， 以下 も考え る （こ れ ら は O ≦ p 〈 p，
≡ 1／μ で 定義さ

れ る ，μ は以下 で 定義）：

　 ・ ．・ か 勾 へ の 2点関数 ・ G
，（・c，y）≡ Σ　Cn （  〆 一 Σ p回

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 れ 　　　　　　　　　　　　　　　り ：．Tづv“

　・ 帯磁率 （命名はス ピ ン系と の対応に 由来）；Xp ≡ Σ 己。 プ ＝ Σ p同 ＝Σ Gp （0，
τ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n 〉O　　　　　　　 w ：oの− 　　　　　　 m

・ 相関距・ ・ξ・
≡ 一

編 。gG ，1
’

1絢 … は 1軸方・・ 単・・ベ ク トル）

Connective　Constant，　 m ＋ n ステ ッ プの SAW を n ステ ッ プの と こ ろで切る と η．ス テ ッ フ の

SAW と lll ス テ ッ プの SAW にな るが ，　 n 「ス テ ッ プの SAW と m ス テ ッ プの SAW を つ な い で も

nt ＋ n ス テ ッ プの SAW にな る とは限 らな い （互 い に交わ る か も し れ な い ）．従 っ て c
，、＋ rr、 ≦ c

几
‘褊

が成 り立ち，こ の logをと る と，　subaddltive な数列 の
一
般論か ら limn− o 。 （c ，、）

1fn 一
μ なる定数 μ

が存在する こ とがわ か る （こ の μ を connecitve 　constant と い う）．

臨界 現象に 関する予想 ．　 統計力 学的に お ける 古典ス ピ ン モ デ ル な どと同 じ く，
こ れ ら の 量 の 臨

界現象につ い て は以下 の よ うな予想 が あ っ た，

　 ・ 臨界指数 7，
u

， η，
．．、が 存在 して

　　　　　　　　　 ・，、
一 μ 

 
一】

、 　 ¢ 。 ）
2 〜 Dn2 レ

， 　 ＠ ／ 。。）

　　　　　　　　　 XP　N 　（Pc − P）
−
T ，　　　　ξ，

　Rご　（Pc − P）
− v

，　　　　（P ／ P ‘，）

　　　　　　　　　 Gp。（O，
x ）F　1．Ti

−（d−2＋ η）　　　　　　 （圍 ／ D。 ）

・ 臨界指数は unive
’rs α1 で あ る （モ デル の詳細に よ ら な い

・
今の 場 合な ら n ．n ．

　spread −out 　model で も同 じ）．

（1．1）

〔1、2）

CL3）
model で も

　　　　　　　　　　　　　　 μ ，
A

，
　D は ， もちろん universal ではな い ．

・ 臨界指数は （2 一
η）u ＝ tyの よ うな ス ケーリ ン グ則 を満たす．

・ 上方 臨界次元 d。 があ り， d， よ り高次元 で は臨界指数は 「簡単な値」 （平均場の 値）にな る．

・ 臨界指数の 予想値は，例え ば tyな ら， 4 次元以上 で L　3 次元で 1．162， 2 次元 で 器．

　以上 の 「予想 」 は どの くら い 厳密に証明 され て い る の か に つ い て は以下の 定理 が あ る
2．まず，

高次元では 1平均場の 」 臨界指数が見 られ る こ と に つ い て ：

定理 1，1 （［3， 4 ， 5 ， 6 ， 7］）

　 ・ 5次元 以 上 の n 、n ．　SAW と spread −out 　SAW で は，7 π 1
，

レ ＝ 1／2 で ある ．

　 。 十分 に高次元 の n ，n ．　SAW ，または 4 次元よ りも上 の g．　pread　−out 　SAW 　（ただし L は次元に

応 じて大き くと る ）にお い て は，η
＝0 で あ る ．

　
22

次元 の 系に つ い て の 最 近 の 進歩 は 著 し い も の が あ り，講演者 の 手 に 負え る もの で は な い ．そ の ため，こ の 講演 で

は，2次 元 の 系に 関す る 結果 は一切 言 及 しな い ．以 下の 結 果 」 と い う場合 も，こ れ 以 外 に 2 次元 の 結 果は 色 々 ある は ず

だ，と ご理解頂 きた い
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次に，SAW のス ケ
ー

リング極限 につ い ては以下が ある．

定理 1．2 （［8，
5D 　 5次元以上 の n ．n ．　S　AW と g．　pread−out 　SAW の スケ

ー
リング極限は ブラウン 運動

で あ る （詳 し くは以下参照）．

　上 の ス ケ
ー

リン グ極限 （連続極 限）を 正 確に 言うと以下の よ う に な る ．まず η 歩の SAW ω を と

り，SAW の 各点 ω （i）を n
− 1／2 に縮め た もの を折れ線 で っ な い で X

，、（t）を作る ：

鮹 ・ 毒・ （・）， （・一・
，
1

，
・

，
…

，… それ以外 ・ ・… 1 ・折襯 で
・ な ぐ

Rd一値の 連続関数 （sup 　norm ）の 全体を Cd［O，
1］で表す．する と，　Cd［O，

1｝上 の 有界関数 ！に対 して ，

　　　　　　　　　　　　　　　無 〈f（Xn）〉。

一μ w

が成 り立つ ．こ こ で dW は Cd［O，
1］上 の Wlener　measure で ある （た だ し，拡散係数 は D ）．つ ま

り，こ の よ うに作 っ た Xn の 全体は，ブラ ウ ン 運動 に 法則収束 す る ．

　な お，SAW の 上方臨界次元は 4 ＝2 ＋ 2 と予想 ・解釈 される （2 節参照）．

1．3　 Lattice　Trees　and 　Lattice 　Animals （LTLA ）

Lattice　tree （LT）と 1attice　animal （LA ）は
，
　 SAW と percolationの 中間 に ある よ うな モ デル で

ある ．Lattice　animal とは単に連結 したボ ン ドの集合 を指す．また ，
　 Iattice　tree とは閉じたル

ー

プ の な い lattlce　animal （つ ま り，
　 treeの構造を持 っ た も の ） を指す．

　我々 が見た い も の は

　 ・ α
砌 嬉 n 個 の ボン ドか らな る LA と LT の 数 （た だ し，原点 を含む〉

　 ・ 4n： rαdius　of　gyration（回転半径 ；SAW の en に相 当）

な どである．SAW の 時 と同様に ，
　 subadditivity か ら （t． ）

1／n
→ λ とな るよ うな λ が存在す る こ

とがわかる ．更 に SAW の 時と同様に，

　　　　　　　　　　 tn〜 A ’

λ
”

n
−1　下

， 　  
2

〜 P ’

n2v 　 ＠ ／   ）

’
な どが期待さ れる．実際，以 下が証 明 され て い る．

（1．4）

定理 1．3 （［9］）十分高次元 の n ，n ．　LT，およ び 8 次元 よ り上 の spread −out 　LT 　（た だ し L は次 元

に応 じて 大き くと る） にお い て は， 7 ＝／／2，
v ＝ 1／4 で あ る ．

　ス ケ
ー

リ ン グ極限に つ い て は ， SAW の 場 合は n
− 1／2 で あ っ たが，　 LT は 11．

− 1／4 で ス ケ
ー

ルす る ．

定理 1．4 （［10］）大き さ n の LT を nn1 ／4 で ス ケールすると，その分布は Jntegrated　Superr−Brown ・i，an

E．x’cu ，rsion （ISE）と呼ばれ る も の に 収束する ．

上方臨界次元の 予想は de ＝ 8 ＝ 4 ＋ 4 で ある （2 節参照）．
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1．4　 Percolation

　今まで の モ デル は い わ ゆる 「高温相」 しか持たなかっ た，PercolatiOllは 「低温相」 を持 つ 点で ，

古典 ス ピ ン系な ど と の 類似性が 高 い ．Percolation は以下 の よ う に定義 され る （基本文献は ［11p ．

まず，格子の 各ボン ドに，確率変数 nb を （〔〕＜ p ＜ 1はパ ラ メ
ー

タ
ー

）

一 擁鷙 。、

一

灘 二ξ
う

と な る よ う に 置 く．ただ し
，

nb は 互 い に 独立 に と る ．

　更 に
， 各ボン ドの nb の状態が決ま っ たと こ ろで ，

2 つ の サイ トτ ，？Y に つ い て ，ユヲ と y が occupied

bondsで つ ながれ て い る とき，　 x と y は連結されて い る （connected ） と い い，．T −
→ y と書く．ま

た ，サ イ トx に つ い て ，0 ＠）（connected 　clu5 ‘εr　of の を，．T に連結 され て い るサイ トの 全体 と

して 定義する．以上 の定義 の下に，nb の 分布 につ い て 平均 した量 と して，以 下を定 義す る ：

　 ・ 2点関数 ： Tp （．T ，Y）≡ lpix− → y］

　 ・ 帯磁率 ：X 炉 Σ γp＠，の ＝〈IC（嚇 p
．これは原点で の クラ ス タ

ー
サ イズの期待値で もあ る

　 　 　 　 　 　 　 　 　 y

　　　（101は集合 0 内の サ イ トの 数）．

・ 嬲 巨・ ・ξ・ ≡ −
」熄 1。9 。ll，

。 ，1）
・・1 は ・軸方・ ・ 戦 ・ … レ・ ・

　 ・　Percolαtion　density・ θ
p

≡ P ［i（ヲ（0）1＝ OQ ］，

こ の モ デル で は以下が証明され て い る （［111参照）：d ＞ 1 で ，臨界確 率 く p。
〈 1 が存在 し て ，

　 ● p 〈 T）。 は 「高温相 1 で ある ［乃＠，tJ）≦ Ce
− mlx 『yl

；Xp ，ζp 〈 OQ
，
θp

＝O］； 「高温展開」 の 手

　　 法に よ り証明．

　 ● p ＞ Pc は 「低温相」 で あ る ［θ，
＞ O

，
　Xp ＝○○ ］；パ イ エ ル ス の 議論によ り証明 ．

　 ． p ／ Pc で，　 Xp ，ξp は発散す る．

以上 を模式 的に表すと以下 の よ うになる，pc で の θの 連続性は
…般 の 次元 では証明 さ れ て い な い ．

問題は p　 FS 　Pe近辺 で の 臨界現象で あるが ， 以下が 予想 され て い た ．

純
一

・・
一

・
7 倒 雇

一u

）

（

鶻
1
諺嘔

一
・・
一△

・幽 ・

θP　
Fu （P − Pc）β

T
．．（O，

．T ）　Rs　l　ar「（d−2 卜・）

IP［IC（0）1＝ 7z］団 π
一1一1／b

’

こ の 点，厳密な結果は以下 の よ うにな っ て い る ．

（P ＼ P，）

（圍 ／ 。。）

（P −：’　Pc，
η ／ DC ）

（ユ．5）

（1．6）

（L7）

（1．8）
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定理 1．5 （［12 ，
13

，
14】）十分高次元の n ．n ．　percetationと，6 次元よ り上 の spread −out 　percola

tlonでは，　 tr　＝：1
，
y ．Tt　l／2 ，β＝ 1

， η
＝o

，
δ＝△ ； 2 で あ る，

い くっ か の補足

・ 低温相の帯磁 率の 臨界指数　・T
’

に 関す る厳密な結果はな い一一我 々 の 低温相の 理解はまだまだ

　不十分である．

・ ス ケ
ー

リン グ極限は LT と同 じよ うに，η．
− 1／4 で ス ケール する と ISE に な る と 思 われ るが，

　技術的困難か ら不完全な結果 しかな い ［15］．

。 上方臨界次元の 予想は d
，
＝6 ＝・ 4 ＋ 2 で あ る （2 節参照）．た だ し

， d、 ≧ 6 は以下の よ うな

　ハ
ーパ ース ケ

ー
リン グ不等式か ら導かれ る の で ， de＝6が証明 された と言 っ て も良 い だ ろう．

・ ハ
ー

パ
ー

ス ケーリング不 等式とは，du ≧ 2△ − 7 の よ うな臨界指数間 の 不 等式で あ る 116］．
　こ こ に 平均場の 値 （1ノ ＝ 112

，
△ ＝2

，7 ＝ 1） を代入 する と cl≧ 6 が で て く る ．

1．5　 0riented　Percola七ion　and 　Contact　Processes

　こ れ らの モ デル も重要 で あ る が ，時間 と紙数の 制約 か ら詳細 は省 く．臨界次元 は 4 −1．1 である

と思 われ て い る ．また，4 ＋ 1 次元よ り上 の spread −out 　oriented 　percolationに つ い て は ， スケ
ー

リ ン グ極限が Super−Brownian 　Motion で ある こ とが，　 Hofstad と Slade に よ り証明 さ れ て い る ，

Contact　processに つ い て は ，　 Hofstad と Sakaiに よる証明が進行 中で あ る ．

2　
一 息入れて ： Bubble

，
　Triangle

，
　Square

　異なるモデル で なぜ d
。
が 異な る のか，そ の 理 由 の

一
端 をか い つ まん で 説明する ．考えて い る モ

デル の 臨界点で の 2 点関数を C （x ，y）で表すと ， 以下 の 定理 が成立 する
3．

定理 2．1 それ ぞれ の モ デルが 「平 均場 的」 な臨界指数 7 の 値を示す十分条件は以下の 通 りで ある．

（SAW ）

（Percolation）

（LTLA ）

ΣC （O，x ）σ（x ，
O）〈 。 。　⇒ 　or＝ 1．

Σ σ（O，
x ）G （x ，y）G （y ，0）く 。。 ⇒ ty− 1，

m ，y

Σ σ（O，
・）σ（m ，

・y）・C （y ，
・・ ）・G （x，O）く 。。 ⇒ 7 − S−

＝ “ysz

2 点関数を実線で 表すと
，

上 の 諸量 （和 の 中身）は下図の よ うになる の で，定理の 条件はそ れぞ

れ，bubble　condition
，
　triangle　eondition

，
　square 　condition と呼 ばれ る．

戸 ▽
’

卩
さて，上 の 定 理か ら，臨界次元の 見当をつ ける こ とがで きる，い ま，臨界次元よ りほん の 少 しだ

け高 い 次元に い る とする と， 2 点関数は G （．T ）N 圃
2昭

と振 る舞 っ て い る で あろ う．こ れ を上 の

bubble
，　triangle，　square 　diagramsに代入 する と，4

，
6

，
8 次元よ り上で は有限に なる こ とがわか る．

　
3
こ の 定理 はス ピ ン 系 の 臨界 現 象の 解析で の 同 様の 研究 に 端 を発 して お り．Leobowitz，　Sokal、　Aizenman ，　Fr6hhch，

Newman な どた くさん の 人 の 成 果 の 結 晶で あ る た め，少数 の 文 献 を挙 げ る こ とが 難 しい
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（こ の と こ ろ の計算 には，G （．T）xlx12
−d

の フ
ー

リ工 変換が ∂（h）re　lkl
−2 と期待 さ れ る こ と を，

f［＿π，π ］a　
ddk　O（k）

n
に代入 する のがわか りや すい．〉こ れ は何の 証明に もな っ て い な い が，我々 の 期

待する臨界現象が ある と 思 う限 り，臨界次元 の 見当を与えて くれる もの で あ る．

SAW の bubble 　condition の
“
導出

”
　 こ こで SAW に っ い て ，上 の bubble　condition の 証 明 の

一

部 を紹介する ．出発点 は帯磁 率 の 微 分 で あ る ．と も か く無心 に 微 分す る と ：

　　　　療
一

・靜黒 ・
1凵1一

琴蔦 ・
・ 11

・ 1

一 Σ Σ ・
1凵 1・1

’
1・y ∈ w ］一Σ Σ p

圃
・
1・・1

∫レ1∩ w ，
一｛・｝1一 鰓

　 ＝ ，y 」u’：o→．r 　　　　　　　　　　　 x、り 」∫匸：o−・x
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 u・2 ：0r り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0

（2，1）

と な る．右 辺 の 1［
…

】は …　 の 条件が 満 た され て い れ ば 1，そ うで な い と 0 の indica．tor で あ る ．こ こ で 右
辺の indicatorを 1 で 押 さ え れ ば （こ の 種 の 議 論 は Lebowitz が 1975 年 に 行 っ た も の が最 初 で あ ろ う ）

　　　　　　　　　　　　　　命   忍 ・
レll

・
1噛 冷 ）

2

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ω 2 ：0→●●

が得 られ る．．Yp　
FV （p ビ p）

−
T を仮定す る と．上 か ら直 ち に 7 ≧ 1 が得 られ る．逆 向 き の 不等式は

療 一

鴨 影
幽 ・卿 ・・∴ノ部

　　　　　　　　　≧ （t￥・）
2 一

ΣG 〔O，z ）  ．N
’
・）

2
− 〔廟

2

［1 一Σ G （O，2 ）
2

］
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 z ≠ o　　　　　　　　　　　　　　　 i ≠o

と なる．こ の 不等式 は，臨界点で Σ
ある．Aizenman らは こ の よ うな理論を更に深化 さ せ て 定理 2．1を得た

（2．2）

　　　　　　　　　　　　　　　。leC （0，の
2

く 1 で ある な らば，ッ
嬲 1 で あ る，こ と を 主張す る もの で

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 口

　上 の 証明 を振 り返 っ て み る と
，
bubble　condltion は， 2 つ の 長い SAW が互 い を避け る確率が ゼ

ロ で な い ため の条件と して 出てきた事がわ か る ．高次元で は SAW は （通常の ブラ ウ ン運動と同じ

く） 2次元的な もの と解釈で き る か ら， 2 っ の ウォ
ー

クが交わ らな い た めには 2 ＋ 2 − 4次元の 空

間が 最低で も必要で ある ．こ れが SAW の 臨界次元 が 4 で あ る こ と の
一

つ の解釈である．

　同様の 議論は LTLA や percolationに対 して も行 う こ とが で き る．　 LTLA の 場合は 2 つ の LT や

LA が互 い を よ ける条件 と して square 　condition が出て く る ．こ の場合 ，
　 LT や LA が 4 次元の 物

体で あ る と 思 え ば
， 臨界次元は 4 ＋ 4＝8 にな る．

　Percolationの 場合 は も う少 し話が複雑 で あ る ．　Percolationの 確率 モ デル とし て の 定義か ら ，

triangle　eondition は
一

つ の percolatiQn　cluster が ， もう
．・・

つ の クラ ス タ
ー

の 背骨 （backbone） を

よ ける 条件 として現れ る．クラ ス ターは 4 次元 の 物体で あるが，背骨は ラ ンダム ウ ォ
ー

ク と同 じ

く， 2 次元で あり，臨界次元 は 2 ＋ 4 ＝6 となる．

3　　Lace　expansion

　厳密な結果，定理 1．1−1．5 の すべ て のが レー
ス 展開 と呼ばれ る 手法で得 られて い る．レ

ー
ス 展 開

の 特徴を粗 っ ぽ くま とめ る と以下の 通 り．

。 レ
ー

ス 展 開は ，モ デル の 2 点関数に対する （ある種 の ） self−consistent な方程式 を与える．
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　 ・ η ．次の 項 の 数は，高 々 cn ぐら い で あ る （c ≧ 1 は定数）．こ れな ら，収束する 展開が得 られ

　　　る可能性がある 11

特に第 2 の 点は レ
ー

ス 展 開の 大きな特徴な の で強調 して おきたい ．大抵 の展開で は η 次の 項の 数

が n ！く ら い にな っ て しま い ，収束級 数を得 る の は 全 く不 可能で あ る が ，レ
ー

ス 展開には こ の 困難

が存在 しな い
4．

　以下 で は主 に SAW に話を限 り，レ
ー

ス展開の手法 を少 し説明 する ．

SAW の レ
ー

ス 展 開の導出．　 SAW に対す る レ
ー

ス 展開 の 導出をか い つ ま ん で 説明 しよ う．出 発点は 0

か ら ．T へ の 2 点関数G
，（0，x ）で あ る ．　 x ≠   の 場合 を考 え ，0 か ら ．x へ の SAW を，そ の 第

一．一
歩 で 切 る ：

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 aVoid

　　
a

・（°，
z
’
）＝惹 ・

1ω L

，．、福
・

。羃！
1吻 ［（°7Y ！° wt は SAWI ＝

写6 こ）
（3 ’）

こ こ で ，も と も と SAW で あ っ た ω を （O，Y）。 ω
’
と分けた の で ，全体 で SAW で あ る ため の 条件をつ けた．

さて ，こ れか ら inclusion−excluslon を行 う．っ ま り，

　　　　　　　　　　　　 1［（O ，y〕。 げ は SAW ］　＝　」［O¢ w
’
］＝ 1− J［O ∈ ゴi

で あ る の で 、こ れ を 〔3、1）へ 代入 す る．結果 は

C
。（・…T ）一 Σ P Σ　・

lw
’
1
｛1

− ・［…
’
1｝　一 Σ pG ・（y …

x ）一 Σ
　 　 　 　 　 y ；〔O，y）E Ω 　一・

’
！y
−＋＝ 　　　　　　　　　　　　　　　 ヲ：（e｝y｝E Ω

　　　　一 Σ 卜 ＿
一
廷夢 ］

　 　 　 　 　 　 y

と な る が，こ こ で げ を LV
「

が 最初 に   に 来た時点 で w 且 と ω 2 に分け る ；

　　　　　Σ pl
”
’
1・1［…

tl
・一 Σ plw

’lplw711
［ω 1 … は SANNT］　＝ Σ

　 　 　 　 　 w
’
；V
−・x 　　　　　　　　　　ωL；り→O 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ω L：y→O

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ω2；o−−M 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ω 2 ：0→x

（3．2）

　　　 ・） Σ plw
’
1　1［・ ・ ω l

y ：（a，y ）∈Ω 　　wt ：y − x

　　　　　　　　　　　　（3．3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
ω 【　A ＿＿avoid

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　£ 鎌ぐ 　
（3・4）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2

や や こ し くな る の で 明記 しな か っ た が ，上 の 和 で は，ω 1 は終点以 外 で は 0 に 来て い な い （ω 2 に はそ の よ うな制

限は な い ）．こ こ で またもや，inclusion−exclusion を行う：1［wi 。ω 2 は SAW ］＝1− i［ω lo ω 2 は SAW で はな い1．
結果と して，

　　　Σ 〆 1∫［0 ・ w
’

］＝・　C ，（7Y，・）a ，（・，
x ）一 Σ plw

’1
…
lw21・1［wl 。 ・ ・ は SAW で は な い1　 〔3・5）

　 　 　 wt ；y→x 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　凵T：y→D

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 al7 ：0一レx

を得 る．とこ ろ で，tu1。 ω 2 が SAW で な い と い うこ とは，ω 1 と ω 2 が 0 以外 の 点 で 交わ っ て い る こ と だ。そ

こ で ，ω 2 が ω 1 と，（ω 2 の 向き で 見 て 初め て ）交わ っ た と こ ろ を x と し，x で ω 2 を更 に 2つ に 分 け る ：

　　　　Σ p
剛

p
國 ∫［w ・・ w ・ は SAW で は な い 1

　　　　錦 二1

　　　　一Σ Σ pl
” ’lplwz’1pl” i211

［ω 1 ∩ ω ・・
一｛o・・ ｝ か つ w21 。 吻 レま sA “ 「1

　 　 　 　 　 Z 　 WI ．y→O
　 　 　 　 　 　 w21 ：0−・t
　 　 　 　 　 　 凵 22 ：z→ x

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ，一噛、　aN’oid　　　　　　　　　 ヰ　　　　　　　’

　　　　一Σ
ω

21
こ

N ω
・2 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （3・6）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 o　 　　 　 y

　 4
後 で 少 し説明 す る よ うに ，レ ー

ス 展開 の 各項 に は ある 種の 制限 が っ い て い る．こ の 制 限 を 取 り払 う よ う に 更 に 展 開

を続ける と、Schwinger−Dyson方程 式 か ら得 られ る展 開 に な り，項 の 数 は n1 に な る
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やや こ しくな る の で，図 で は互い によ ける 条件の
一

部 しか描 い て い な い ，こ こ で また もや ∫［ω ・21 。 ω 2
’
2 は SAW ］；

1 − J［ω 2Lown は SAW で はな いtの 形 で inclusion−exclusion を 行 う と，

一
Σ Σ 〆

11　pl
” 2 ’1　plt

°’21
　Jlw1暁 ・

一｛呵 隊 調
　 ：　 Wl ．

ワ
→D

　 　 ω21
「D−tZ

一
Σ Σ pl

ω11pl ” ・ 11plu ’・・ll
［・ 1∩ w21 − ｛・，

z ｝ か つ 吻 ・ ・ ，2 は SAW で は な い1
　 　 1 　 Wl ；Y→O

　 　 　 w2t ：OrZ
　 　 　 凵’22 二z

−tt℃

鰹ー
Σ

・

＝ COIIo ］
と な る．以 下 これ を く り返 し て 行く こ と で ，SAW に 対す る レ

ー
ス 展開が得 られ る．結果 を書く と，

G
。 （0，21）一δ・，・ ＋ P Σ ∫［（O，Y）∈ Ω］σ，（y，・・r ）＋ Σ U

，（・，・y）G ，（y，x ）．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 y　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 y

（3．7）

（3．8）

こ こ で ，

　　　　　
n … ，

・ ）一 一

！
・
・．・

＋

。
♂

 

△
＋

。

乙フ
x

−
… （… ）

で あ る ．図の 実線はそ の よ う に 進む SAW に つ い て の 和 を表す．実際 に は 図の SAW に つ い て の 和 には 複雑

な 制 限 が 付 い て い る が （例 二（3，7）の ω 1 ∩ ω 21
＝｛O，

x ｝），これ らは す べ て 各項 を小 さ く す る方向 に 働くの

で ，こ こ で は省略し た．

（補足）

　 ． 〔3．7）の inclusion−exclusion で は ω 22 へ の 制限 は，ω 21 か ら の み 来 て お り，ω 1 は関係なか っ た，こ の

　　　よ う に，切 り 離す部分 へ の 制限 を必要最 小 限 に抑 え る こ と が，出て く る ダ イ ア グ ラ ム の 種類を押 さ

　　　え，ひ い て は 項 の 数 を制限す る こ と にっ なが る ．

　 ● レー
ス 展開 の グラフ か らも d。

＝4 が以下 の よ う に 示 唆 され る
5．レース 展開を 用 い た解析 が有効で

　　　あ る た め に は，Σ⊃xlm12fi （O，x ）が 有限 で ある こ とが 必要 で あ る．そ こ で ，　Cp （x
’
）RS 　jxi2

− d
を仮定 して

　　　（3．9）の 各項 （に 圄
2

を か け た も の ） の ふ る ま い を見 て み る と，第 2 項以 降はす べ て ，4 次元 よ り上

　　　で の み 有限 で あ る こ とが わ かる （例 ：第 2項は Σ 、 囘
2
（Ixl2

− d
）
3
＝Σ匹 囮

8− 3d
で あ り，［xl の 大 き い

　　　と こ ろ の 寄与 は d ＞ 4 で な い と収束 しな い ）．

SAW の レ
ー

ス 展開 の解析．　 SAW に 対する レ
ー

ス 展開の解析法をか い つ まんで述 べ る．出発点

は （3，8）で ，両 辺 の フ
ー

リ工 変換を とっ て Gp（k）に つ い て 解 くと，

a
，（k）＝ 1 十 plΩ1D〔k）Gp （k）＋ fi

，（k）・a．（k） つ ま り ∂調 一 　 ．
．1 ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．10）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 1 − P［Ω1D（k）− Hp（k）

が 得 られ る ・こ こ で D は以下の D （・ ）≡ 尚・［（・，
・・c）・ Ω｝の フ

ー
リエ 変換で ，1Ω1は ・ か ら出て い

るボン ドの 数 Hp （切 の各項は （制限を取 り払 う こ とで ） Cp（x）の 積や和で押 さえる こ とが でき る

の で ，
こ れ は Gp に 対 する，広 い 意味で の self−consistent　equaUon と考 える ことがで きる，

　次に （3．10）を解 くの で あるが，もち ろん，exact に 解 く こ とはで きな い ．しか し，今は臨界点

で G
，（．r ）が simple 　random 　walk の 2 点関数と同 じよ うに 振る舞う こ とを示 し た い の で あ る か ら，

exact に解けな くて も可能性は ある．実際 ， 具体 的な計算に よ り以下が確か め られ る ．

　
5
以下 の 議 論 は，レ ー

ス 展開 が 有 効 で あ る た め の 必 要条 件 に よ る もの で あ る か ら，臨 界 次元 に 対す る 数 学的 な条 件 に

は 全 く な っ て い な い ．し か し，経 験 ヒ，レ
ー

ス 展開はか な り効 率の 良い 展開で あ る の で ，展 開が破綻 す る こ とに は （単

な る 技法の 破綻以 上 の ） 本質的な 理 由が あ る と思 い た い の で ある
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。 まず Gp（x ）≦ 4S（．T ）で あ る と 仮定 せ よ ．こ こ で S （x ）は臨界点におけ る単純ラ ン ダム ウォ
ー

　ク の 2 点関数で あ る ．

。 する と，（S（x ）の 1／d一展 開な どか らわか る よ うに＞d 》 1 で ある限 り，n は非常に小 さ い ．

・ しか し， rlが十分 に 小 さ い な らば，（3．10）は Gp （x ）≦ 3S（．7：）を意味する．

すなわ ち，高 次元 にお い て は，Cp（cc）z3 ＠）は （3．10）の self−consistent な解で ある事がわかる．

こ れだけでは Gp（x ）u　S（x ）が可能な解の 一
つ で ある と言っ たに過ぎな い が 1 上 で （77、＠）≦ 4S（m ）

が Gp（  ≦ 3S （．x ）に化けたよ うなこ とを用 い て努力する こ と に よ り，実際に G
ア＠）≦ 351＠）以外

の 可能性がな い こ と も証明 で き る （枚数が尽き て しまっ た ．詳細 は ［1 ，
21な どを参照 された い ）．

LTLA
，
　percolation の レ

ー
ス 展開 LTLA や percolationに対する レ

ー
ス展開も同様に導け，そ

れぞれ の Hp（0，勾 の 本 質は以下 の よ うにな る （記述 を簡単にす る た め 少 し 不正確な表式 を敢え

て書い た ．LTLA の 展開に は も っ と多 くの グラ フ が 出て く る ．詳細は ［ユ，
2］な どを参照）：

（SAW ）

〔Percolation）

（LTLA）
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モ デル によ っ て 出て くるグラ フ が異な る こ と が見て 取 れ る．ま た
， Σ1置 囮

2rlp
（o ，

．T ）の 収束性を

（SAW と同様に）考 える と，　 d．
＝ 6

，
8 が 示唆 され る．

4　まとめ

確率論的統計力学 モ デル の 臨界現象 に つ い て の revlew を 行 っ た ．こ こ十数年の 主 な発 展は以下

の よ うな特徴 を持 っ て い る ，

● 確率論的統計力 学 モ デル の 「高次 元か つ 高温 側 の 臨界現象」 はかな り解明された 、

・ 特に最近 ，そ の 連続極限が 同定され つ つ ある こ とは大 きな 進歩である．

・ 解析には レ
ー

ス 展 開の 手法が非常 に有効で あ っ た ．レース 展開は
，

そ れ が収束す る 場 面で は ，

　我々 が欲 しい情報をほ とん どすべ て 与え て くれ る の で ，強力で ある．ただ し
， 展開が収束 し

　なければど うしよ う もな い （こ の 意味で all　or　nothing ）．

し か し
， 未解決問題 も多 く残 され て い る ．

・　「低温側 」 の 臨界現象は，厳密な レ ベ ルでは全然ダメ で あ る ．

。 臨界次元以下 も歯が立たな い ．臨界次元直上 （対数補正 が ある と期待 され る） です ら， 満足

　 の い く結果はない ．こ の意味では ス ピン系よ りも劣 っ て い る．（た だ し ， 2次元 は conformal

　 inva．riance の 観点か ら大い に進歩 して い る．ダメなの は 3 次元以上，臨界次元以下で ある．）

・ 以上 の未解決問題に 立ち向かうに は レ
ー

ス展開の本質的な発展，また は く り こ み 群な どと の

　 併用 ，と い っ た 何ら か の breakthrough が必要 と原は考 え る ．

一 354 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

BusseiKenkyu

                                                              ree$et"]voft:-l-h#1

6gMwt

 [1] T. Hara  and  G, Slade, Mean-field behaviour and  the  lace expansion.  In G. Grimmett,

    editor,  Probability a'rtd  Phase  7}unsition, Dordrecht, (1994). I<luwer,

 [2i N. Madras  and  G. Slade, The Se4f-Avoiding LValk. Birkhtiuser, Boston, (1993).

 [31 D.C. Brydges and  T. Spencer. Self-avoiding walk  in 5 or  rnore  dimensions, Com7nun" Math.

    Phys., 97:125-148, (1985).

 I4] G, Slade. The  diffusion of  selfiavoiding  random  walk  in high dimensions. Commun,  Math,.

    Phys,, 110:661-683, (1987).

 [5] T. Hara  and  G, SIade. Self-avoiding walk  in five or  more  dimensions. I. The  critical  be-

    havlour. Cornmun. Math. Phys., 147:101-]36, (1992).

 [6] T. Hara  and  G. Slade. The  Iace expansion  for selfiavoiding  walk  in five or  more  dimensions.

    Reviews in Math. Phys., 4:235-327,  (1992).

 [7] T. Hara, R. Hofstad, and  G. Slade. Critical two-point functions and  the Iace expansion

    for spread-out  high dimensional percolation  and  related  models.  Ann. Prob., 31:349-408,

    (2003).

 [8] G. Slade. The  scaling  limit of  selfiavoiding  random  walk  in high dlmensions. Ann.  Probab.,

    17i91-107, (1989),

 [9] T. Hara  and  G. Slade. The  number  and  size  of  branched polymers in high dimenslons. J.

    Stat. Phys., 67ilO09-1038, (1992).

[10] E. Derbez and  G. SIade. The  scaling  limit of  lattiee trees in hlgh dimensions. Com?nun.

    Math, Phys., 193:69-104, (1998).

[11] G. Grimmett. Percolation. Springer', Berlin, (1989). Second edition  has been published.

[12] T. Hara and  G. SIade. Mean-field critical  behaviour for percolation in high dimensions.

    Clommun. Math. Phys,, 128:333-391, (1990).

[13] D,J. Barsky and  M.  Aizenman. Pereolation critical exponents  under  the triangle condition.

    Ann. Probab., 19:1520-1536, (1991).

[14] T. Hara  and  G. Slade. The  scaling  limit of  the ineipient infinite cluster ln high-dimenslenal

    percolation. I. Critical exponents.  J. SLat. Phys,, 99il075-1168, (2000). '

[15] T. Hara  and  G. Slade. The sealing  Iimit of  the incipient infinite cluster  in high-dlmensfonal

    per¢ olation.  II. Int,egrated super-Brownian  excursion.  J. Math. Phys., 41:1244-1293, (2000).

[16] H, Tasaki. Hyperscaling inequalities for percolation. Covn,mun. Math. Phys., 113:49-65,

    (1987),

-  355 
-


