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連続測定 に 起因す る量子 カオス

Quantum　chaos 　caused 　by　the　con 七inuous　measurement

鎮 目浩輔 （筑波大図書館情報学系 ）、S．Habib （Los　Alamos 研）、　 K ．Jacobs（GriMth大）

　量子的 DuHing 振動子が 弱い 連続測定を受け る場合の運動を調べ た 。 その 結果、連続測定の 強度が 弱

く系の 運動に 量子性が残る場合で も位置、運動量の 量子的期待値の 軌道に カオ ス的な振舞い が表れ る

こ とを見出した 。

1　背景 ：量 子 力学か ら の 古典カ オ ス の 導出 （連続 測定＋ 古典極 限 ）

　近年、開い た量子系 、 即ち環境 と相互作用す る量子系の研究が進んで い る 。 その 目標の ひ とつ が量

子
一古典遷移の研究、即 ち量子力学か ら 「なぜ ・どの よ うに 」古典力学が現れ るか の 研究で ある。古典

力学と量子 力学の 間には大 きな隔た りが あ り、量子力学で h を単純 に 小 さ くして も古典 力学 に 帰着 す

るわけ で は な い 。 Eherenfestの定理は波束が小さ い 場合に その運動が古典的なもの に なる こ とを保証

す る が 、h が小さ くて も波束が急速に 広が る系で は無力とな り、量子古典対応は破れ る 。 そ の代表的な

例がカオス系で ある 。 実際、古典カオス系では軌道 （x ，p ）は 0よ り大きい Lyapunov 指数 λを持っ が 、

同じ ハ ミル トニ ア ン を使 っ て Schrodinger方程式を解き量子的期待値 （  ， φ）〕の軌道の Lyapunov指

数を調べ ても 0に しかならない 。 これはユ ニ タ リ性に起因す るので、ユ ニ タリ性がある限 り h をどんな

に小さくして もカオス 、 即ち λ ＞ 0の軌道は得られず 、 従 っ て 古典力学は導出で きな い の で あ る 。

　こ の 問題は 量子系と環境 との相互作用や連続測定を考慮 する こ とで解決され た。環境と の 相互作用 は

ある極限で 系に 対して 連続測定を行 うこ と と等価に な る 。 Caves達 ［1］は測定の 簡単なモ デルを立て 、連

続測定を受ける量子系の 時間発展が次式の Sto（inastic　Sdhrodinger方程式で 与え られ る こ とを示した 。
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こ こ で k は 観測の強度を表す パ ラ メ
ータ （彼らは位置 x の 測定誤差導入によ り観測強度 k を コ ン トU −一

ル で き るとした ）、dW は Wiener 過程、左辺の ケ ッ トに つ け たダ ッ シ ュ は ノル ムが 1 でな い （ため正

規化が必要な）こ とを意 味す る。式か ら観 測は
一種のガウスフ ィ ルタとして働き、波束の 広が りを抑え

る。 k が 大き い とカオス系で も波束は局在する の で Eherenfestの定理が 働き運動は古典的にな る 。 実

際 Bhattacharay達 ［2］はこ の 方程式を代表的なカオ ス系の
一

つ DuMng 振動子 　．

e ＝P212＋ o．5〆 − 10x2＋ 10hi… 6．07t （2）

に 適用し 、 連続測定を前提 としての古典極限、即ち ゐを小 さくするのみならず k が大 きい 極限もとる

こ とで （＠〉， （β））の軌道が古典と同じ Lyapunov指数および ス トロ ボ図を持つ こ とを示した （彼らは

n ＝ 10『5
，
h ＝ 105に取 っ た ）。 また Percival［3］も別の方程式を用い て散逸系で古典的な場合 と同じズ
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トロ ボ図を得て い る。彼らの結果 は、観測の効果 もダイナ ミクスの
一部として 積極的に 取 入れ る こ と

に よ り自然にユ ニ タリ性が破れ、古典力学を再現できた、とも見なせる 。

　これらの 結果か ら、古典カオス は今や量子カオス とし て理解された と言え よ う。 即 ち、上述の 「連続

測定を前提として の 古典極限」 とい う極端な状況にお い て量子力学が 作る （〈£ 〉， 〈p＞）の 軌道がこれ まで

古典カオ ス と呼ばれ て い た現象を起こ して い る 、 と言え る 。

2　 本研
二
究　非古典極 限に おけ る カオ ス

　以上の背景から、次の疑問が自然に 生じる ；「古典極限とい う極端な状況でなくても、量子力学は カオ

スを引き起こすの で は ？　もしそ うならその性質は ？」　 観測なし （k ＝ 0）で は カオス は起きず、h 大

で は古典カオス になる 。 となるとその 中間の 量子一古典遷移の 段階で は量子力学固有の カオス （まさに

量子カオス ！）が 起きる可能性がある。我々 は こ の意味で の 量子カオ ス の性質を調べ るため 、非古典極限

の パ ラ メ
ー

タ領域、即 ち 「ん：あまり小さ くない 、k ：あまり大き くない 」で Stochastic　SChrodinger方程

式を数値的に 解き 、 期待値の軌道の 振舞を調べ
、 特にその Lyapunov 指数とス トロ ボ 図を求めた 。 但し、

こ の 軌道に は観測による波束の 収縮の 効果がノイズの 形で入る。そ の よ うな noisy な軌道の Lyapunov

指数に関して は現在定説が な い ため 、 便宜的な手段 として距離を比較す るため の 2 つ の軌道 で 共通の

乱数の realization を用い る、い わば 「common 　noise 法」 を 用い た 。

2．1　 計算

　系は 上述の Du 伍 ng 振動子 。 ん ＝ 〔LO1 ，
k ＝ 0，0005 で 30個の異なる初期条件を取 り、それぞれ で

Stochastic　Sdhrodinger方程式を数値的に解い て Lyapunov指数の平均 とス トロ ボ図を求め た。同 じ こ

とを k を増加させ （k ＝ O．001，
0．Ol，

　O．1
，
1及び 10）て 繰返した （h は O．01 に 固定｝。

2．2　 結果

波束の 形　まず系が ど の程度古典的にな っ て い るかを 見るため 、あ る時刻 tで の 波束 （の 絶対値 の 自

乗、即 ち確率分布）の スナ ッ プシ ョ ッ トを 図 1に 示す。

図 1 波束 （確率密度）の 形　横軸は x で範囲は一6〜6。 縦軸は確率密度。

（a ）ll　・＝　10での波束　　　　　　　　　　　　（b）k ＝0．01 で の波束

剛 一 囃 ，「

監 懸t．一

　図 1か ら h ＝　10 で は波束はほ とんど最小波束の まま動 くので運動も古典的になるど予想される。一

方 、 k　＝ 　O．01 で は 波束は広が りかつ 複雑な形で 、量子的な領域とい える。
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ス ト ロ ボ図　図 2 に ス トロ ボ図、即ち t＝O
，
T ，2T ，

… での （〈X＞， 〈P〉）の プ ロ ッ トを示す 。

図 2 各 k での ス トロ ボ 図。 横軸は 〈di＞で範囲は 一6 〜6、縦軸は 〈p＞で 一25〜25。

k ＝ 10　　　　　　　　　　　　　　　　 k ；1　　　　　　　　　　　　　　　 k ＝ 0．1

k ＝0．01 k ＝0，001 h ＝ O．0005

L匸 ト 告■

　k ＝ 10 で は古典的な構造、つ ま り
一様なカオ ス の 海と トーラ ス の 島が は っ き り現れ 、 k　＝　O．OOO5 で

観測無 しの 場台 （ユ ニ タ リ発展）とほぼ同じ。そ の 間の k、即 ち量子古典遷移の段階で は 古典的な構造

を保ちなが ら一種の 「流れパ ター
ン 」 とで も呼べ るものが現れ て お り、こ の パ ター

ン が特徴の
一

つ と言

え る。

Lyapunov 指数　図 3に Lyapunov指数を示す。正

確にい うと時刻 tまでの有限時間 Lyapunov 指数 λ（t）

を 、tを横軸に し て プ ロ ッ トした もの であ る 。 観測な

し （k ≡o）ではユ ニ タ リ性か ら 1／tで 0 に 収束す る 。

図の 斜め の 直線は 1／t の グラ フ 。 k ＞ o で は初期は

11tで減るが 、 ある時点で 11tか らずれ 、有限の値

に 収束して い く。右図で の 各線が対応する k と 孟〜

4000での最終値 λfinは （k，
λfin）＝・ （10，

0．6）， （1，
0．6），

（0．1，
0．4）， （0．01，

0．1）， （O．OOI，O．006）， （O．OOO5，0．003）。

特に系に量子性が残る k ＝ O．01 で も有限の 値 （〜

0．1）に収束して い く。 k ＝ 10だとほ とん ど古典的

な場合と同じよ うに振舞 っ て い る 。

図 3Lyapunov 指数 横軸は t、縦軸は tでの

Lyapunov 指数 （本文参照）。 ど ちらも ロ グス

ケール 。 各曲線の 対応す る k は 上か ら順に

10
，
1

，
0．1

，
0．01

，
0．001 ，0。0005。

”
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1 …

a   「
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ヒ

期待値 く¢ ）の 振舞 い 　ス トロ ボ図を見る と kが小さい 時に は点はほぼ中心に 集中す るが 、 い くっ か の 点

は 中心か らかな り外れた周辺に現れ る 。
こ の理由を調べ るため図 4 に （勾の軌道を示す 。
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軌道に は滑らか な部分とぎざぎざな部分が 見られ る 。

こ れ は 波束 の 幅 と関係 して い る 。量子古典遷移 の 中

間的な領域で は波束は時間 とともに 幅が変化する。

狭 い 時に は Eherenfest の 定理が働 くの で 古典的に

振舞い 、古典的な軌道同様滑らかに可能な位相空 間

全体に 渡 っ て 大き く動 く。

一方、幅が大きい 時に は

量子的に広が っ て い るの で期待値は 中心あた りで小

さ くしか動かない 。 ス トロ ボ図に もこれが反映され

ると考えられる 。

図 4 期待値 （竕の 振る舞い 。横軸は tで範

囲は 1035 〜 1070 。 縦軸は 〈tl＞で 一4 〜 4。

畑細 脇い
1  　　　　　　1倒 5　　　　　　鏨D聞　　　　　　，0』　　　　　　1  　　　　　　「聯 　　　　　　「070

3　 ま と め

　本研究で は 量子と古典の 中間的な領域におけ る連続測定の元で の カオス 的な振舞を調べ た 。 そ の 結

果 、
「
波束が大きく広が っ てい る量子的な段階で も期待値の 軌道は有限の Lyapunov指数を持ちうること

がわか っ た 。 また ス トロ ボ図に独特 の 「流れ パ タ
ー

ン 」が表れ る 。 さらに 軌道を見る と 、 古典的な滑ら

か な軌道と、量子 ＋観測による確率過程的なぎざぎざ軌道の 両方を時間に応じて とりうる こ とが わか っ

た 。 こ れ ら の結果か ら量子的な領域で もカオ スは存在し、しか も独特の 性質を持つ と考え られる 。

　今後の 課題は 、 まず LyaPUIIov指数を求め る ため に 用 い た c ・ mmom 　noise 法の 正 当性の 問題 が あ る 。

少な くともノ イズが十分小さ くな る古典極限及び k が小さい 場合では有効 と考え られ る が 、その 中間

で の物理的意味は十分明確とは言えない 。 但し こ れは本研究が対象とした量子系に限らず、古典系で も

（現実には避 け られ な い ｝ノイズを考慮した時に 生じ る一般的な問題で ある 。 次に ス トロ ボ図に 現れ る

「流れパ ターン 」 の 説明である。 前述の 通 り軌道を調べ る こ とで古典的な ものと量子 的なもの がい り混

じる こ との説明は つ くものの、なお十分 とは言え ない 。 さらなる研究が必要で ある 。

謝辞

　本研究の 数値計算は主に Las　Alamos 研究所 Advanced　Comput 重ng 　Laboratory の QSC シ ス テ ム に

より行われ た 。

参考 文献

［1］C．M ．Caves　and 　G ．J．Milburn
，
　Physic田 Review　A36 （1987）5543

［2］T．Bhattacharay7　S．Habib　and 　K ．Jacobs
，
　Physic瓠 Review　Letters　85 （2000）4852

［311．Perciva1
”Quantum　sta 七e 　di堽Usion” （Cambridge　1998）

一 673 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　


