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熱容量
一

定な系の 熱力学に つ い て

On 　the　thermodynalnics　of　system 　with 　a　constant 　heat　capacity

茨城大学 工学部 電気電子工学科　 和田 達明
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1　 は じめ に

　 Tsallisエ ン トロ ピ

　　　　　　　　　　　　　　 1 一
Σ。pl

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔Σ Pi− 1； q ∈ π）　 　 　 　 〔1）　　　　　　　　　　　 Sq ＝ ＝ k
　　　　　　　　　　　　　　　 9 − l
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t

に基づ く非示量的熱統計学 ［1］は、i）Sqは、　MaxEnt 原理 に基づ き、ベ キ分布を導出する エ ン ト

ロ ピ で ある ；ii）パ ラメータ q を用 い て ベ キ性及び指数性の両現象 を統一的に扱える ；iii）通 常の統

計力学 （熱力学）の 1 実数 パ ラ メ ー
タ q に よる拡張 である （liMg

→ 1　Sg ； 論 Σ⊃iPi　lnpt）等の点か

ら注目すべ き枠組で ある。 し か しなが ら、パ ラメ
ー

タ g の 物理的な意味に つ い て は幾 つ か解釈 ［2］

はあるが 未だ良く判っ て い な い
。 最近、M ．P．Almeida ［3］は厳密に

一
定な熱容量 k／（g − 1）を持 っ

環境に接し て い る系の 熱平衡状態が 、 Tsallis分布 ［1｝で ある事を示 した 。 注目すべ き点は 、
　g の 意

味が非常に明確で、”

この 環境の熱容量を決め るパ ラ メ ータ
”

で ある事で ある。こ こでは、そ の よ

うな熱容量
一
定な環境に基づ く熱力学の可能性 つ い て 考察 を行なう。

2　 Boltzmann 因子 の モ デル に依 らな い 導出法

　先ず、Boltzmann分布の 普遍性につ い て復習す る 。 系の詳細に は依 らず、系が Boltzmann 分布

に従 う理 由は、熱平衡状態における系の状態の実現確率が、系が熱的に接 して い る環境 （熱溜め）

の性質の みで決まる為で ある 。 系の 内部 エ ネ ル ギを E 、、環境の それを σ とする。系と環境が熱的

に接して い て t 全系を孤立系とする 。 全エ ネル ギ勗 ＝ E 、 ＋ σ は保存量で ある。また簡単の為、

外部か ら の仕事は こ こ で は考えな い
。 よっ て 熱力学の第 1法則よ り、内部エ ネル ギ の変化は熱の

移動に よるもので ある 。 等重率の原理に よれば、 熱平衡状態におい て 系が エ ネル ギ E ．s の状態に

ある確率 は、環境の 到達可能な微視的な状態数を Ω（の と記すと 、

P、 er Ω（u ）＝ Ω（Et − E’s ） 〔2）

と表せ る。ゆえに、環境の （エ ネ ル ギ シ フ トした）微視的状態数 Ω（Et − E
，）が、熱平衡にお ける

系 の 状態 の 実現確率 を決定す る重要な量で あ る 。 Boltzmann 因子 の モ デル に依らな い 導出法は、

constant ． T 法 と smail −Es 法の 2 つ に大別出来る ［4］。

ユ E−ma 温： wada ＠ee ．ibaraki．ac ．jp
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2．1　constant ．T 法

　constant −T 法 は、温度が厳密に
一定な環境 （つ まり真の熱溜 め）を仮定する。．環境の逆温度は、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　β ≡

dl・ Ω（σ）　 　 　 　 　 　 （3）
　　　　 　　　　　　　　　　　　 　　　　　　 dU

で、内部エ ネル ギ U に依 らずに厳密に
一定 なの で、式 （3）を σ ＝ E ‘

か ら U ＝　Et − E
。
まで 積分

して、直ちIC　Boltmann因子 を得る。

　　　　　　　　　　　　　　Ω（Et
− Es）＝ 1 Ω（E ，）

・exp （
一βE5＞　　　　　　　　　　　　　　（4）

こ の方法は数学的に厳密だ が、現実の環境の温度は厳密に 一定ではな い の で、通常は次の small ．Es

法を用 い る。

2 ．2smal1 −E
。
法

　こ の方法は、系の 任意の状態の エ ネル ギが全系の エ ネル ギに比べ て非常に小さ い E ， 《 Et と仮

定
2 する。先ず、指数関数 と対数関数を用 い て以下の変形を行なう。

　　　　　　　　　　　　　　Ω（Et − Es）＝ exp ［IRΩ（E
”
t
− Es）］・

次に lnΩ〔Et − E 、）を微小量 E 、
に関して 瓦 を中心 として展開する、

　　　　　　　　　　1・ Ω・・1
一昨 ・ ・四

一
∂ln

題転 ・ … ・

E
、

に つ い て
一
次の 項まで を残 して、それ らを式 （5）に代入 する と、Boltmann因子 を得る 。

　　　　　　　　　　　　　　Ω（Et − Es）＝ Ω（Et）・exp （
一ββ9）・

〔5）

（6）

（7）

これは熱平衡状態にお い て
一
義的に Boltzmann 因子を得る方法の よ うに思えるが、実は別の 因子

を導 くことも可能で ある！阿部と A．K ．　Rajagopal　［5］は Gibbs 理論を再吟味 し、正準集団理論 に

お ける正準分布の非一義性を指摘 して い る 。 ここでは
一
例 として、small −Es法を用 い て Tsallis分

布を導出する。 先ず、簡単の為、以下の （〜一指数関数と Q一対数関数 を導入する。

　　　　　　　　　　　　　　　・XPQ （x）≡ （1＋ 9 ・ ）
1fQ

， 　 　 　 　 　 　 　 （8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xg ＿1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　　　　　 （9）　　　　　　　　　　　　　　　　　　 lng（x）≡

　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　 　　　 9

これ らは互い に逆関数の関係に あり、Q → 0 で通常の指数及び対数関数にそれぞれ帰着する 。

　これ らg一指数関数と Q一対数関数を用い て 、 式 （5）の代わ りに Ω（Et − Es）を

　　　　　　　　　　　　　 Ω（Et − Es）＝ exp9 卩ng Ω（Et − Es）］，　　　　　　　　　　　　 （10）

2
これは必ずし も系の全エ ネル ギΣtE

。が全系の エ ネル ギに比 べ て非常に小 さ い ことを意味 しない こ と に注意！國
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と変形する。先程ど同様に、lnQ Ω（Et
− E

，）を展開して Es につ い て
一

次 の 項 まで を残す と、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂lnQΩ（Et）
　　　　　　　　　　 lnΩ Ω（Et − E

，） Nlng Ω（Et）一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ・Es
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 OE ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　ln
（≧

Ω（E ，）
一
βgE5 ，　　　　　　　　　　　　　　 （11）

ここで β2 は
一
般化 された逆温度で、通常の逆温度 βと以下 の 関係で結 ばれて い る。

　　　　　　・・ ≡
∂ln

諾
（熨 一 9 （・・）

・ ・
∂ln

∂紹 一 匚1＋ ・1… （・，）］
・… 　 （・2）

更に Q指 数関数の恒等式

　　　　　　　　　　　　eXPe （・・＋・Y）・＝ ・ xp9 〔小 exp
・（纛 ）1

を用い る と、small −Es 法にお い て Tsallis因子が導出で きる e

（13）

　　　　　　　　　　　　　　Ω（Et − Es）＝Ω（Et）・exp
Ω（

一
βE ，）　　　　　　　　　　　　　 （14）

しか し E
、 《 現 の 条件 の みではパ ラメータ Q の値は決定出来ず、Q ＝ 0 の Boltzmann 因子 も含

め無限の 可能性があ り、small −Es 法で は熱平衡状態における分布形を一
義的に決定する事は出来

な い ！要する に、E 、
の 1 次の項ま で で は両因子 に 差はな く、高次の 項 を考慮す べ き で ある。

3　 Tsallis因子の モ デル に依 らな い 導出法

　M ．P．　Almeida［3］は、熱容量が厳密に
一
定な環境に 接して い る系の熱平衡状態が Tsallis分布で

あるこ と を示 した。彼の 導出法は smaii −E
， 法 の拡張で あ り、　g（又は 2）の解釈は明解で、環境の

熱容量を決める パ ラ メ ータで ある。

　ここでは も うひ とつ の導出法である constant −T 法の拡張ど して 、　constant −0 法 ［6］と呼べ る方

法を用 い て Tsailis因子を導出する。出発点 として、環境の熱容量 C を k／Ω
一

定 と仮定する 。

　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　 　　dU 　　k

　　　　　　　　　　　　　　　　　　
o ≡

π
＝

σ　　　　　　　　　　　　　（15）
式 （15）を積分 して To ある い は βo ： ： 1！（kTo）を積分定数 とする と、この 環境の 温度は一定で は

な く

　　　　　　　　　　　　叩 ）− T ・・ 咢… β・の 一
1＋砦，。σ

の ように U に依存するに の 結果を逆温度の 定義式 （3）に代入 し、

　　　　　　　　　　　　　Ω〔U ）＝ （1 ＋ 9βoσ）
1／e

＝ eXPQ （βoU ）

を得る。g一指数関数の 恒等式 〔13）を利用 して 、

Ω（σ
一Es）　＝ 　eXPe ［βo（ひ 一Es）］＝ exp

Ω［βo こ／］・eXPQ ［一βo　Es／〔1 ＋ 9βoσ）］

　　　　　　＝ 　exp9 レ30σ］・exp9 ［
一β（ひ）

・Es］

（16）

（17）

（18）

と環境の逆温度β（U）を用い た Tsallis因子を得る 。 また、こ の熱容量一
定 の 環境は、　g → 0 に お

い て温度
一
定 ・熱容量無 限大 の 熱溜めに帰着し、Tsallis因子は Boltzmann 因子 に帰着する。
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4　Clausius エ ン トロ ピ との 関連

　熱容量が 厨9 の環境 に対する エ ン トロ ピ と して Boltzmann エ ン トロ ピ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　　　　　　Sl …≡ kln Ωe （σ）＝ le　ln［1＋ βoQU ］G （19）

を採用
3 し て みる 。

　　　　　　　　　　　　dS ・
− k

、＋la／、。
・U ・ ・ 1・fi（・）dU 一 瑞） 　 　 （・・）

こ こ では外部仕事は考えてお らず、環境の 内部 エ ネル ギ変化 dU は 熱の移動を表す の で 、熱容量

一
定の環境の Boltzmann エ ン トロ ピ （の微少変化）は Clausius エ ン トロ ピ と同形式で あるこ とが

判る 。 ただ し熱の移動 dU の 際に温度は一定ではない の で、通常の エ ン トロ ピ Sl の 定義に 不可欠

であ る 等温過 程が破 られる こ と に なる！

　
一
方 Tsallisエ ン トロ ピ

　　　　　　　　　　　　　　　Se　ii　kl・
・

Ω
・（の 一 kβ・σ 一 昜　 　 　 （21＞

を採用する と．／30U　＝＝　Sg ／k なの で式 （20）は以下 の ように表せ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dSQ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （22）　　　　　　　　　　　　　　　　　　 dS1 ＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 1＋ 9SQ／il

5　 Tsallis　reservoir

　通常の （平衡系）熱力学の理 論は、温度一定 の環境で ある熱溜め に基づ い て い る。では、そ の ワ

ン パ ラ メ ータ 9 を用 い た拡張 として 、
”

熱容量が一定の 環境に基づ い た熱力学 （or 統計力学）
”

が

構築出来る の で は ない の だろ うか ？

　J．J，Prentis等 ［4］は、温度
一
定の 環境を実現する微視的な モデル として、　Boltzmann　reservolr4 （BR ）

を提案 して い る。BR の 興味深い性質に つ い ては、　H ，S．　Leff［7］に よる詳細な研究を参照 して欲 し

い
。 BR の定義は、エ ネル ギス ペ ク トル に よっ て与え られ る 。

　 BR は エ ネル ギ準位

　　　　　　　　　　　　　　　　ひ（n ）＝ nE
，　　n ＝0

，
1， ．囓．，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（23）

に対して、そ の縮退度 （ある い は状態数｝が

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ω（n ）＝ b”　
＝

　bU1‘
， 　 　 　 　 　 　 　 （24）

で与え られ る微視的モ デル 環境で ある 。 こ こ で パ ラ メ ータ E ＞ 0 は隣接する エ ネル ギ準位問の幅

で、b ＞ 1は無次元定数で ある。　 BR の逆温度βBR は、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 41n Ω　 　ln　b

　　　　　　　　　　　　　　　　　β・・
＝

dσ
＝
7

の ようにパ ラ メータ E と bで 決まる。式 〔24）と式 （25）は、以下の よ うに書き直せ る。

　　　　　　　　　　　　　　　　ΩBR （U）＝ exp （βBR σ），

3 小正 準集 団 ∀Pi　t 　1／Ω の 時 は、　R6nyi エ ン トロ ビ SR 　・＝　k　ln〔Σ⊃，P｝
− Q

）！9 も同 様 に k　ln　Stとな る・
4 ” BoltzmaT皿 の 溜め ’t

とで も訳すか ？

（25）

（26）
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この表式 よ り直 ちに、エ ネル ギシ フ トした微視的な状態数 Ω（E ，
− Es）か ら、他の 条件を一

切必

要とせ ず、Boltzmann 因子が求 まる。よっ て BR に熱的に 接して い る任意の系の熱平衡状態は、

Boltzmann分布 となる、

　さて BR の拡張として、熱容量が厳密に
一定な環境モ デル とい う考えに到達する。これを Tsallis

reservoir ［6］〔TR ）と呼ぶ こ とに する 。
パ ラ メ ー

タ Q によ っ て、　 TR をそ の微視的な状態数、

　　　　　　　　　　　　　　　　 ΩTR （U ）≡ ・ xp2 （β・の ， 　 　 　 　 　 　 　 （27）

で定義する ． TR の熱容量はそ の 内部エ ネル ギ U に依らず
一
定で、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・ ・ 器一 咢・ 　 　 　 　 （28）

とな る。BR と同様に、　TR に熱的に接して い る任意の 系 の 熱平衡状態は Tsallis分布となる ［6］。
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