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1　 目的

　現在まで 量子情報理論で の エ ン タ ン グル メン ト（量 子 相関）の 研究はテ ン ソ

ル 合成系 （例えばス ピ ン や光子 の テ ン ソ ル 合成系）が主体で ある。
しか しフ ェ

ル ミオ ン 系は CAR 代数 を作 り、部分系の 間の 構造はテ ン ソル 積 にな っ てい な

い
。

こ の 論説 で は荒木一Lieb に よるエ ン トロ ピー
の 三 角不等式に 着 目し、 フ ェ

ル ミオ ン 系 とテ ン ソル 系の の 違い を明 らか に する 。 そ して フ ェ ル ミオ ン 系は

テ ン ソル 系 に ない 新 しい 型 の エ ン タ ン グル メ ン トを持つ こ とを示 す。

　 2001 年 シ ュ レディ ン ガ ー
国際数理物理学研究所 で 開催 された Bell　Confer−

ence で 「フ ェ ル ミオ ン 系の エ ン タ ン グル メ ン トは 何 か」 とい う闖い が、量子

力学基礎や 量子情報理 論の 専門家で 大い に議論 されて い た 。
こ の 問い に 対す

る数学サイ ドか らの
一

つ の解答 を示 した い
。

2　フ ェ ル ミオン系

2．1　 設 定

考察す るの は 二 合成 フ ェ ル ミオ ン 系で ある 。 ただ しよ り
一

般の 多合成系、

さ らには 無限 自由度格子 フ ェ ル ミオ ン 系で も同様 な考察がで きる 。 また格子

上 の 各フ ェ ル ミオ ン の ス ピ ン 自由度 は 任意 で 良い 。 こ うした 一
般化 は今 回述

べ る内容の 本質的な部分に影響を与 えない
。

　 嫁 a皿d α盛 をそれ ぞれ生成 ・消滅演算子 とす る 。
二 合成系なの で i∈ ｛1，

2｝
とす る 。 CAR （canonica1 　anticommutation 　relations ）とは ：

｛α蒙，
α
ゴ｝ ＝ 喝 1

｛
＊ ＊

a6
・
aj’｝ ＝ ｛aila ゴ｝＝ 0，

こ こで ｛A ，
B｝＝ 　AB 十BA （an 七icommutator）、 薩」

＝ 1（i ＝ J
’
）　6i，j ＝ 0（i≠ゴ）

で ある 。 全系 ．4寮は ｛α穿， 剣 ¢ ＝ 1
，
2｝で 生成 され る （有限次元 ）C

＊

代数で あ

る 。 Alice−Bob に 対応する 二 つ の 部分系 として 部分代fa．A 　
a 「

，
ノ糧

a「

を とる ：

凶呈
a「

… ｛・歪，
α1｝

α
， Asa「　． ｛a2 ，

α2｝
α

．
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2．2　 非独立性

　（A 　
a「

，
．AC2a「

）が代数的独立 （algebraic 　independent）で ない こ とは、　al
，
　a2 な

ど交換 しない 要 素の 組 をも つ こ とか ら明 らか で ある。

　 こ こ で は フ ェ ル ミオ ン 系の 非独 立性 を状態の 拡張可能性 か ら特徴 づ けた

い 。 こ の 観点は エ ン タン グル メ ン トの み な らず 、 分離状態 （separable 　state ）
の 研究で も重要 な役割を はた す ［21。 統計的独立性 （statistical　independence
あるい は C ＊−independence）の

一
般的な定義を与え る。

Definition　2．1．　A とB を C ＊

代数 C の 二 つ の 部分代数 の 組 とす る 。 （A ，
　B）

が統計的独 立 とは 準備 された任意の A 上 の 状態 ω 1 と B 上の 状態 ω2 の 組に対

し、そ れ らを拡 張す る全 系 6 上の 状態 ω が存在す る こ とをい う。

Remark ．

統計的独立性は Haag と Kastlerに よ り局所場の 理論 で 導入 された 回。
こ れ以

外 に も数 々 の 独立性の 概念が あ りその 相互 関係 が研究 され てい る 。 こ こ で は

代数的独立 ≠ 統計的独立 とい う事実 に注意 して お く （詳 しくは ［41　［7］参照）。

　　フ ェ ル ミオ ン 系 で Definition2．1 を確 か め る 。

Propositio皿 2．2．（A：
a「

， ，4§
a 「

）は統計的非独立 で ある 。

　 161で は よ り詳 し い 情報 を得 た 。

Proposition 　2．3．ω 1 と ω 2 をそれぞれ A窒
a 「

，
　A多

a「

上の 純粋状態 とす る 。 両

者の 拡 張状態 ω （ω 1直 野
＝ ω 1，

ω 1咫 ・ ・ 龍 ω2）が存在す る必要十分条件 は少 な く

とも
一

方が 偶状態 （生 成消滅 の 奇数個の 積を消 す状態 ）で あ るこ とで ある 。

R εm αrh 　1．

必 要性 には 非 自明な数学 的解析が 必 要で あ る 。 圈 で は 〔31で 証明 した エ ン ト

ロ ピー
の 強烈加法性 （SSA）の 特別 な場合を用 い た 。

Rem αrk 　2．

実は片方の み を純粋状態 と仮定 した条件 で の 状態の 拡張性 の 必 要 十分条件 を

無限 ・有限 フ ェ ル ミオ ン 系両方で 得 て い る ［2］。

3　 エ ン タン グル メ ン ト

3．1　エ ン トロ ピー 三 角不 等式

有限次元線形作用 素 の つ く る代数 ．4皇
pin ＝ L（7t1）  1、鵡

pin
； 1   L（究2）

（dim　7t1
，
　dim　U2 く oo ）の テ ン ソ ル 合成系 ．4鷲

n
＝ ノt！

P洫
  ノ唱

pin
を とる。

こ

こ では von 　Neumann エ ン トm ピー Sの 三 角不等式 （Araki−Lieb不等式）が任

意の ．4鷲
n

上の 状態 ω に対 して 成立 する ：

1・（ω IA？・in）− 8（晦 ・・）≦3（・ ）・

しか し、フ ェ ル ミオ ン 系で は これが破れ る 。
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3．2　片側エ ン タ ン グル メ ン ト

（フ ェ ル ミオ ン 系に 限 らない ）
一

般 的な定義 を導入する 。

Definition　3．1．　e を C ＊

環 （無限 次元 でも可 ）とし、　w をe 上の 状態 とする 。

A と B を C の 有限次元 部分代数の 組 とする ．（A ，
B）間の 偏在 エ ン タ ン グル メ

ン トを以下で定義す る ：

　　　　9（w ，
　A ，

β
，
e）・

＿ 鵄 Σ＞ 5（cv・i・）　一　s（・v・1・）1，
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t

こ こ で infは ω の e 上の 状態空間で の ア フ ィ ン 分解全体で とる．

　　 テ ン ソル 系 では 任意の 状態 ω で

　　　　　　　　　9（ω ，
　AIP’n

，
　Agpin

， 鵡
皿

）− 0

とすべ て 消えて 、
エ ン タ ン グル メ ン トの 偏 りは存在 しない

。 しか しフ ェ ル ミ

オ ン系 で は 以下の よ うな対照的な状況が生 じる。

Theorem 　3．2．任意の 実数 」r ∈ ［0 ，
1092］に 対 して

　　　　　　　　　　ε（ω ，
・4呈

訂

，
・4豸

a「

， ・4賢）＝ x

な る ノt寮 上 の 状態 ω が 存在す る 。

　　こ の 具体的構成 は ［6］を参照 。 またい か なる x に対 して も ω 、ω 1 とも純粋

状態 で とる こ とが で き る 。 これ を片側 エ ン タ ン グル メ ン トと呼ぶ 。

　 Definition　3．1 と同様 な
一

般的設 定で エ ン タ ン グル メ ン トの 定義 を与える 。

Definition　3．3．ω を e 上の 状態 とする 。
　 A 上の エ ン タ ン グル メ ン トを以下

で 与 え る 。

　　　　　　　　
E（・ ， 調 ・

＿   琴
λ・3（w ・［A ）・

　　テ ン ソル 系で は ノt鷙
n
上の 任意の 状態 ω で

　　　　　　　E （ω ，
A2P’n

， 端
n

）− E （ω ， 凶挈
’n

， 巉
n

）・

しか しフ ェ ル ミオ ン 系で は 非 自明 なエ ン タン グル メ ン トの 偏在が存在 し 、 そ

の 揚合

　　　　　　　　E （ω ，
ノし宝

a 「

，
ノt雛）≠E （ω ，

ノし蹇
a『

，
ノし呈露）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｝　 　　 　　 　 　　 　　 　 　　 　　 　 　　 　　 　 　　 　　 　 　　 　 ，

で ある、
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4 フ ェ ル ミオ ン系特有の 非局所的量子効果

　幾分 直感 的な言 い 方 をすれ ば 、 これ ま で 見た テ ン ソ ル 系に は ない フ ェ ル ミ

オ ン 系で の エ ン タン グル メ ン トの 著 しい 性 質は 、 部分系の 組 が非独立 なこ と

か ら生 じた非局所的 な量子 効果の 反映で ある。 以下で は よ り操作的な立 場で

こ れ を論じ る。

　 Ara「−automorphism とは α 1   1β な る形の ．4賢 上 automorphism で ある 。

ただ し α 1 は A 　
a 「

上の ある automorphism 、　B　：（A宝
a 「

）
’
∩ ノt鷲（可 換子）と

する 。

　 テ ン ソ ル 系で はすべ ての 局所変換の 下 で エ ン タ ン グル メ ン トは非増加 であ

る ・ 特に臆 の 夙IP’恥 ・… m ・・phi・m β・ ・β…
ザ （た だ し β1 蝋 罪吐 の

automorphism ）を任意の 状態 ω に 作用 させ て もエ ン タン グル メ ン トは不 変で

あ る 。 すな わ ち

　　　　　　E （ω o β，
ノt戔

Pln
，
ノL呈？，

n

）− E （ω ，
・A3P’n

， 鵡
n

）．

しか しフ ェ ル ミオ ン 系で は 適当な 調
a「−automorphism α に対 して

　　　　　　　E （ρ 。 α
，　Asa「，　A呈？6）＞ E （ρ ，

A §
a ’

，　A呈？s）・

な6状態 ρが存在す る （具体的な形は ｛6］参照）。 また この α に よ り ρ の （．4野 ， A豸
a「

）
間の 偏在 エ ン タン グル メ ン トも変化す る 。 偏在 エ ン タ ン グル メ ン トはテ ン ソ

ル 系 では 常に 0で あ っ た こ とに 注意す る。
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