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概　要

本稿 で は，確率変数の 古典 ・量子対応 を考察す る．そ れは，すべ て の 次数の モ
ー

メ ン トを 持つ 確率測度 に 付随 した シーガル ・バーグマ ン変換 と相互作用 シー

ガル ・バ ーグマ ン空間 に よ り一般的 に 論 じる こ とが で き る．議論は すべ て 単
一

モ
ー

ドの 場合 に 限 り，ガウス 型，ボア ソ ン 型 ，
ベ ル ヌ

ー
イ型確率変数とそ れ ら

の q 変形 を 例 と して あげる．

1　 は じめ に

　1990 年代初め；Accardi−Lu −Volovichは 量子物理学

の ハ ミ ル トン 模型 の 確率極限を記述す る 際，場 の作用

素の 真空期待値が ガウ ス 型で も ウイ グナ
ー

型で も な く，

そ の 非 線 型 変形 さ れ た 測度 に 従 う こ と を見つ けた．そ

れゆえに，古典確率論， 自由確率論 の 拡張が 要 請 さ れ，

彼 ら はそ の 非線型効果 を解明す るた め に 相互作用フ ォ ッ

ク空間 を導入 した12】．これはボゾン，自由， フェ ル ミオ

ン フ ォ ッ ク空 間 を特殊例 と して 含 ん で い る．1998年 に

な る と，確率測度 μ の ガウ ス 化 と い う文脈 で，Accaxdi−

Botejko［1｝に よ り ， 単
一

モ
ード相互作 用 フ ォッ ク空間が

再び議論 され 脚光 を浴 び る こ と に な る ．そ れ は 個 数 ベ

ク トルを μ に 付随す る直交多項式の 次数 に対応 させ る

こ とで ，そ の 新 しい フ ォッ ク 空間か ら L2（μ）へ の 等距

離写像の 存在を保証するもの で ある．これは ， 確率変

数の 古典 ・量子対応 を議 論 す る 上 で の 基本定理 と見な

され て い る、そ の 有用性 は，最近 の Hashimot〔ン Hora −

Obata に よる （〔17］とそ こ で の 引用文献 を参照さ れた

い ．）大き な グ ラ フ の ラプラシ ア ン の スペ ク トル 解析と

量子 中心極限定 理 の 研究に 見出す こ とが 出来 る．

　一
方，ガ ウ ス測度 に付随 したシーガル ・バー

グマ ン

変換 （例 え ば，［7，
14

，
19］）は バーグマ ン ・フ ォッ クモ

デル と シ ュ レデ ィ ン ガーモ デル に 対す るハ イ ゼ ンベ ル

グ群 の 既約表現 の 橋渡 し をす る 積分変換 と して 広 く知

られ て い る．最近 で は，Gross−Hall［11，
12】に よ り，コ

ンパ ク トリー群とそ の 複素化 を出発点 と して，そ れ ら

の 上 で の 熱核測度に付随す る 形で シ
ーガル ・バ ーグマ

ン 変換の 拡張がなさ れ た．そ の 後，自 由確率論 i21］の

立場か ら ， Biane［8］はウィ グナー
の 半 円測 度

1
に 付随す

る 自由シ
ーガル ・バーグマ ン変換と Gross−Hall変換 の

ユ ニ タリ
ー

群上 へ の 拡張を 与えて い る．彼 らの 仕事 は

確率論 に おける群構造 （代数構造〉 と そ の 複素構造 の

解明 を 目指す 上 で重要な 出発点を 与 えて い る．しか し，

注意 しておきたい こ とは，い ずれ の 場合も
“
ガ ウ ス 型

”

の 変換で あ り ， 非ガウス 型拡張は 範疇 に な い ．

　最近 ，著者は 【3］で Accardi−Boiejko［1｝の 単
一

モ
ー

ドで の 結果 に 動 機付けられ，シーガル ・バーグマ ン変

換の 非ガウス 型拡張
2
を与 え た．そ の 際，重要な役割を

果た す の が ， 直交多項式 に 付随 した 積分核 （コ
ーヒー

レ ン ト状態）で ある，本稿で は，定理 2．2 を 単 な る 非

ガウス 型測度 に付随す る 積分変換 の ユ ニ タ リー性 の 問

題 として だけ捉える の で は なく，確率変数 の 古典
・量

子対 応 を与 え る基本定理 と して 位置付ける．また，具

体例 （ガウス 型 ，ボア ソ ン型，ベ ル ヌ
ー

イ型 とそ れ ら

の q 変形）を用 い て その
一

端 を紹介した い。ホ ワ イ ト

ノイ ズ解析 （無限モード） の 視点か らの ガウス 型 とボ

ア ソ ン 型 の 議論は紙面の 都合で 割愛せ ざる を得な い ．

興味ある読者は ［6 ，
13］を 参照 され た い ．

　 1
古典 確率論 で の ガ ウス 測度 に対応 す る．自由ガ ウス 測度 とも呼

ばれ る、
　 2

本稿では，「非ガウ ス 」 を 「ガウス を含む
一

般 化」 とい う意 味 に

用 い る ，後の 定 義 2，11 で 与え る よ うに ，ガ ウス 型測 度 の み な らず，
す べ て の モ

ー
メ ン トが 存在す る 確率測度 に対 して定義で き る変換と

い う意味にお い て，こ の 変換を 一般化 シ ーガ ル ・バ ー
グマ ン変 換 と

呼ぷ こ と に なる ．
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　本稿で 紹介 した 方法で の 研究 は まだ始 ま っ た ばか り

で ある ．近 い 将来，我々 の 方 法 と Gross−Hall，　 Biane

達の ア イ デ ィ ア が 相 ま っ て 他分野 との さ らな る有機的

交流がな さ れ る こ と を切 に願 う．

2　確率変数の古典 ・量子対応

2．1　直交多項式

　す べ て の 次数 の モ
ー

メ ン トが有限 で あるよ うな

R 上 の 確率測度 μ を考え る ．こ の 時，（1）L2（μ）
に対す る 完 全直交系 ｛Pn（x ）｝譲o，（2）非負実 数 列

｛ω n｝塁 o と 実数列 ｛α n ｝盤 o が存在して，それ らの 三

組 （｛Pn（x）｝，｛ω n ｝，｛α n ｝）はすべ て の n ≧ 0 に 対 して

次の 漸化式

｛
瑞 ω ＝1

P ・（x ）＝・x 一
α n 　 　 　 　 　 　 　 （2．1）

＠一α η ）Pn （x ）＝Pn
＋ 1（x ）＋ ω 。 Pn−、

を満た す こ とが 知 られ て い る．た だ し，bleP ＿i ＝0 と

約 束す る．こ こ で，数列 ｛Wn ｝と ｛α n ｝の こ とを Szeg6−

Jacobi の パ ラ メー
タ
ーと呼ぶ ．また，すべ て の n に

対 して α n
＝0な らば μ は対称確率測度 で あ り，そ の

逆も成 り立 つ ．

　逆 に、パ ラ メーター
｛ω

π ｝と ｛α n ｝が 与 え られ たと

き，漸化 式（2，1）で 定 ま る 多項 式 系 ｛Pn（m ）｝が 直交多

項式系にな る よ う な 確率測度 μ の 存在が保証され る．

こ れ は Favardの 定理 に他な らな い ．直交多項式論 の

詳細 に つ い て は ［10，20】を参照 され たい ．

　本稿で は 与 え られ た μ に 付随す る ｛ω n ｝窪 o に対 し

て ，新た に数列 ｛λn ｝窪 o を

λo ＝1， λn
＝

ω 1ω 2
…　 ω n ，n ≧ 1

で与え，次 の 二 条件

　 　 　 ユ

　 infλ彦　＞ O，
　 n ≧0

　 　 　 　 2

鴨 ・繋・ …

（2．2）

（2．3）

（2、4）

は断 りの ない 隈 り常に満たす も の とす る．こ れ ら二 条

件を 合わ せ て
， ラ ム ダ条件 と呼ぶ こ とに する．式（2．4）

の 条件は後に述べ る バー
グマ ン 測度の

一
意性に必要な

条件である，

2．2　単
一

モ
ー

ド相互作用 シーガル ・バ ーグ

　　　マ ン空間

・ ム ダ条件 ・ ・2・・・・… 母関獅 ・一義瀞
は 収束するか ら，そ の 収束半径 を r λ と する．また，
Ωλ

＝｛z ∈ C ： lzlく 》写｝と お く．ヒ ル ベ ル ト空

間 πλ を，Ωλ 上 で 正 則な函数 Fω ＝Σ篇 αボ で ，

Σ落。
λnlan12 く Oo を満たす もの 全体とす る．こ こ で ，

｛zn ｝は完全直交系で あ る．

　次 に，ヒル ベ ル ト空間 7tλ 上で稠密 に定義され た作

用 素 B を

Bl ；o，　Bzn ＝
ω nzn

− 1
，
　 n ≧ 1

で 与 え る．す る と，そ の 共役作用素 B ’

が

B ＊

xn ＝zn
＋ 1

，
　n ≧ 0

（2．5）

（2．6）

とな る こ と は 簡単 に 確かめ る こ と が でき る．作用素

B ，B ’

の こ とをそれぞれ一般消滅作用素，一般生成

作用素 と呼ぶ こ とに す る．こ の ように定義 さ れ る 四 組

（7tλ，｛An｝，B ，B ＊

）を ｛λn ｝に 付随す る単一
モ
ー

ド相互

作用シー
ガル ・バ ー

グマ ン空間 と云 い
3
，以下で は 単 に

7tλ の こ と をそ う呼ぶ ．一般に，〔N ，
　B ］＝B

， ［N ，　B 掌

］＝

B ’
で あ る が，［B ，

B ＊1＝（ω η 十 1
− Wn ）1 と変形が 加え

られて い る こ とに注意 して い た だ き た い4．

　次に b と ゲ を ［b，ゲ］＝1
，
　N 　＝＝　b’b を 満た す通 常 の

ボゾン 消滅作用素，生成作用 素 と して ，個数作用素を

ハ「zn ＝ nsn ，　n ≧ 0

で 定義す る．さ らに，ア ル フ ァ 作用 素 αN を

α NZ
”

　＝　anzn ，　n ≧ 0

（2．7）

（2．8）

と定義す る．先述 の 通 り，確率測度 μ が 非対称な場合，
付随す る一

方の Szeg6−Jacobiパ ラ メー
タ
ー

α n が生き

残 る ため，特に，L2（μ）上 で の 古典確率変数 と 7tλ 上

で の 量 子 （非可換）確率変数の 対応関係 を考察する に

は アル フ ァ 作用 素は 無 視出来な い もの と なる．これ に

つ い て は次節で述べ る．

　
3
［1］に 倣っ て通常は単に相互作用 フ ォッ ク空間と呼ばれ る ことが

多い ．しか し，我 々 は複 素正 則函 数の 空間 を舞 台 に して い る の で ，
本報 告 では シ

ー
ガル ・バーグマ ン空間 と呼ぶ．

　
4
従 っ て，“

直 には
”

作用 素 B ，B ’
がそ れぞ れ ボ ゾ ン 型消滅作

用 素、生成 作 用 素 で な い こ とを強 調 する た め に 「一般」 と い う修
飾 語 を付 け加えた ．また，単

一
モ
ー

ドフ ェ ル ミオ ン フ ォッ ク空間 は
λo ＝λ1 ＝1，λn ＝0 （n ≧ 0）で あ り，式（2，3）の ラムダ条件 を満
たさ ない の で除外 して い る．
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2．3　 一般化シーガル ・バーグマ ン変換一確率

　　　測度 との 関連

　この 章で は シーガル ・バ ーグマ ン 変換の 非ガウ ス 化

を 考 え る．

定義 2ユ （［3］）．L2（μ）の 元 ∫に 対 して ，函数 S
μf を

（S，f）（・）＝＜E λ（
・
，
i），f＞L ・

ω ，　 z　E　Stλ

で 定義する．た だ し ， 積分核 EA は

　 　 　 　 　 　

恥 ・一

乙讐 一 ・

（2，9）

（2ユ0）

とす る．こ の とき，S
μ

を一
般化 シーガ ル ・バ ーグ マ ン

変換と呼ぶ
S，

実際，式 （2，3）に よ り

11E、 （・ ，・ ）llo（。）
一・　G ・（i・ 12）圭く 。。 （2．11）

で ある か ら，E λ（x ，
z ）は L2（μ）に属す る．ま た ， 積分

核 Ex は コ
ー

ヒ
ー

レン ト状態の 性質 も兼ね備え，ま た

x
，
ω ∈ Ωλ に対 して，G （2ω ）が H λ の再生核とな る．

　最 近 の Asai−Kubo −Kuo の 研究 ［5］に よ り，μ を ガ ウ

ス 型 測度 に限定す れ ば，S
μ

は シ
ーガ ル ・バーグマ ン 変

換 に，ヒ ルベ ル ト空間 7tλ はバー
グマ ン 測度

6に 関 して

二 乗可積分な整函数 の 空間 ，
い わゆる シ

ー
ガルバー

グ

マ ン 空間 に
一

致す る こ とが分か っ て い る，

定理 2．2 （［3］）．ラ ム ダ条件 の 下 で ，一
般化 Segal−

B αrgmann 変換 3
μ

は L2 （μ）か ら 7tλ へ の ユ ニ タリ
ー

変換 で あ る．ま た，以 下 の 性質

（1）5
μ瑞 ω ＝ zn ，　n ≧ o，

（2）S葺BS μ
」Pn ＝Pn − b

（3）S声　B
’

　S”　
Pn ＝Pn＋1・

（4）5；（B 十 B 写

十 α1v）3μ
＝Qr

を持 つ ，た だ し，〔？x は L2（μ）上 の x に よ る 掛け算作

用 素で あ る．

　以下で は，定理 2．2 の 性質 （4）を古典確率変数 x の

量 子 分 解 と称 し，そ れ を単 に x ＝B ＋ B ’

＋ α N と書 く．

　実際，フ ォ ッ ク空間上で 定義 された生成作用素，消滅

作用素を最も基本的な確率変数とする量子 （非可換）確

　 5
必ず しもす べ て の モ

ー
メ ン トが存 在 しない 場 合，定理 2．2 を含

めて 同様 の 議論 が どの 程度
一
般 化で きる か とい う問題は．少な く と

も 数学的に は興味深い ．
　 6複素平面 上 で 定義され る ガウス 型 測度の こ と ．

率論 の 視点 を色濃 く 反 映 し，非 ガウ ス測 度 に付随 した

シーガル ・バ ーグマ ン 変換 を取 り扱っ て い る論 文 は極め

て少な い．僅か に 1995年の van 　Leeuwen−Maassen［161

に よる ウィ グナ
ー

の 半円測度 と ガウ ス 測度 を補間す る

q 変形版，1997 年の Biane［8］に よ る ウィ グナ
ー

の 半円

測 度版 （に 付随する シ
ー

ガル ・バーグマ ン 変換） に限

られ る と云 っ て よ か ろ う．しか し，彼 らの 方法 は，そ

れぞれ q ガウス 測度，ウィ グナ
ー

の 半円測 度 の 場合 に

しか 適 用 で きず
一

般性がな い．すなわ ち，彼 らの 論文

で は直交多項式の満たす漸化式は単に計算を簡略化 さ

せ る た め の 道 具 と して 扱 わ れ て い る 印象を 受け る．

　以下で は，確率論 の 中で も特 に基本的かつ 重要な具

体例を紹介す る．

例 2．3 （ガウス 型）．μ が 平均 0，分散 σ
2

の ガウス 測 度

μg の 場合， 良く知 られて い る よ うに ， 付随す る直交多

項式 は エ ル ミート多項式で あ り 1 そ の Szeg6−Jacobiパ

ラ メ
ー

タ
ー

は ω n
＝　a2n

，
α n

＝ 0 で あ る．対応す る H λ

は シーガル ・ バ ーグマ ン空 間，すなわ ち，C 上 の ガウ

ス 測度 （バ
ーグ マ ン 測度） に 関 して 二 乗 可 積 分 な 整 函

数の 空間となる，L2（μg ）上 で定義 されたガウス型古典

確率変数 x の 量子分解は x ＝b＋ ゲ で あり，右辺 の 量

子確率変数 は シ
ーガ ル ・バーグ マ ン 空間 上 で 作用 す る．

例 2．4 （ボア ソ ン型）．μ が パ ラメーター
a ＞ 0 の ボ

ア ソ ン 測度 μp の 場合，付随する直交多項式は シ ャ
ー

リエ 多項 式で あ り，そ の Szeg6−Jacobiパ ラ メ
ー

タ
ー

は

ω n 　・＝　 an ，α π＝ π ＋a で あ る 【10】．対応す る H λ はシ
ー

ガ

ル ・バー
グマ ン 空間 とな る ，L2（μp）上 で 定 義 され た ボア

ソ ン型古典確率変数 x の 量子分解は x ・＝b＋ が ＋N ＋ α1

で あ る．右 辺 の 量 子 確率変数 は シーガル ・バ
ー

グマ ン

空間 上 で 作用す る，特 に，先 の 例 2．3 に お け る ガウ ス

測度 の 分散 σ
2
とパ ラ メ

ー
タ
ー

α が等 しい とき，ガウ

ス 型 とボ ア ソ ン 型 確率変数が 共通 の 空 間 （こ の 場 合 ，

シーガル ・バ ーグマ ン 空間）で 実現 され た こ とに な る

［5】．

　例 2．3 に 登場す る 通常 の シーガル ・バーグマ ン変換

の 無限モ
ー

ド化がホ ワイ トノイズ解析 （無限モ
ー

ド超

函数論） で 頻繁 に 用 い られ る 5 変換で ある．例 2，4 の

ボア ソ ン型 につ い て も 同様 で，ボア ソ ン 型 3 変換が知

られ て い る ［13］，最近，ガウス 型 とボア ソ ン型 ホ ワイ

トノイ ズの 特異性 の 比較を量子分解 の 観点か ら行 っ た

［61．
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例 2．5 （q変形ガウス ・ボア ソ ン型），例 2．3，例 2．4 の

q 変形も可能で あ る．様 々 な q 変形が可能 で あ ろ う

が，［9，
18］に倣 っ て g ＝：0 で 自由ガウス，自由ボア

ソ ン に帰着す る 立場 を と る，す な わ ち，自然数 n に対

して ，［n ］9 ； 1 十 q ＋ … ＋ qnnt1，　 q 階 乗 を ［n ］q ！＝

［1｝q［2ig＿ ［n ］g とす る．た だ し， ［0］q ＝0
，［O］，1　＝　O で

ある ．ゆえに，g ガウス 測度 に 付随す る q エ ル ミート

多項式曝パ ラ メーター
Wn ＝

σ
2
［n］g ， α n

＝ 0　（［9］），

q ボア ソ ン測度 に 付随す る q シ ャ
ー

リエ 多項式は パ ラ

メーター
ω π＝ β［n ］q ，α n

＝T ［n ］q ＋ β （［18｝） となるも

の を採 用 す る ．た だ し，0 ≦ q ＜ 1 と す る．よ っ て，

σ
2

＝ βの と き q ガウス 型確率変数 ［16］，g ボア ソ ン型

確率変数 ［4，18］はそ れぞれ q 生成 ・消滅作用素，g 生

成
・
消滅 ・個数作用素の 和をもっ て 共通 の 7tλ で 実現

され，そ れは q ハーデ ィ
ー空間 と な る．q バーグマ ン

測度 の 具 体形 は ［4，
16］に ある ．q ＜ 0 の 場合，対応す

る q バー
グマ ン測度 は存在しな い こ とが 知 られ て い る．

例 2．6 （ベ ル ヌーイ 型）．成 功の 確率 p，失敗 の 確率 1−

p で あ る よ うな ベ ル ヌ
ー

イ試行を M 回行う．n 回 成功

し，（M − n ）回失敗す る確率は 二 項 分布 に従 う こ とは 良

く知 られ て い る，こ の 分布に対す る直交多項 式 は Szeg6−

Jacobiパ ラ メーター
ω n ＝n （M − n ）p（1 − p）， α n

＝

pM ＋ n （1− 2p）を持 つ Krawtchouk多項式で あ る ［10｝．

紙面の 都合上 ，相互作用バ
ー

グマ ン測度の 具体形 は 他

の 機会に 報告する こ と に する．

　 な お，こ れ らに 付随す る 量子確率変数 に 対 して，

轟 ｛
B 十 B ’

Mp （1
− P）

・
α M − Mp

Mp （1
− P）｝

− b…

　　　　（2．12）

となるこ とが簡単な形式計算で 分かる．すなわち ， 例

2．3 に 帰着す る．これ は ドモ ア ブル ・ラ プ ラ ス の 極 限

定 理 に他 な らな い ．一
方，Mp ＝ α （

一
定） の 下で は

，

1im ω n
＝an ， 1im　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 α n ＝ n 十 α

M →oO　 　 　 　 　 　 　 M −＋co （2．13）

とな り例 2．4 に 帰 着 され る，これ は た しか に ボ ア ソ ン

の 小数 の 法 則 に対応 して い る ，い ずれ の 場合 も 7tλ の

極限空間は例 2．3 で 登場した シーガル ・バーグマ ン空

間 に な る こ と を指摘 して おく．

　sait（FYoshida ［181は（2．12）と（2．13）の q変形拡張 （n

を ［n ］q で 置 き換 え た もの ）も議論 して い る．こ の 場合 ，

咒 λ の 極限空間が例 2．5で現れ た q ハ
ーディ

ー
空間 に

な る こ と は も はや明らか で あろう．
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