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　　　　　　　　　　　　　　　　　　概 要

　 Aharollov−Bohm の 時間演算・
予 1

’
bの 定義域 Dom （To）に属す状態の畏陦問嶺動が考察され

る 、ψ ∈ D 〔⊃m （Tb）は Il’1
’
bψll2＜ sc を意味す る．まず，　Dom （ヱ6）を含む 部分蹇間 Do エn （P

− 1
）∩

Dom （Q）に属す状態 に つ い て．そ の 自由粒子系 にお け る 自己棲閲閲数 は ガ
2
よ り速 く減衰す る

こ とが潰 され る．こ こで ，Q，　P は それ ぞれ位i と運動量 の 演算子 で あ る．また幾つ か の 条件の

もとで ．Dom （P
−⊥

）∩ L2・s （R ）（s ＞ 3／2）に 属 す 状 態 の 短 距離型ポテ ン シ ャ ル 系 に お け る 自己網
関関数も t− 2

よ り速く減衰す る こ とが笊され る．L2・‘（R ）（：DOIn （（2）で ある，後者 の 事実は．波
動演算子 琶淫 が 自由粒子系か らポテ ン シ ャ ル系へ の 変換を与える事実と，Dom 〔P

− 1
）∩ D 〔｝n1 （（2）

がある意味で 鷲盗の 不変部分空間 に な る こ とか ら示 される．

　ハ ミル トニ アンが連続ス ペ ク トルを持つ 系では
，
波束 は空間的に拡散し て 行く．こ の とき

，
この

拡散の 仕方は初期状態によ り変わ り得る ．寞際こ の こ とは 1 次元鷄瞞粒子系にお い て 確認されて

いる ［il．こ の 事実は，波動関数だけで はな く
，
そ の 自己相閥関数 （または生存確率）の 時間発展を見

る こ とで も確認で きる．自己相関 関数は時刻 オの 状態に初期状態 を見出す確率で 定義される．こ こ

で は
，
AharOIlov−Bolim の 時間演算子 1b ［2］に関速 して得 られた次 の 不等式に着 孱したい ［3］：

1〈ψ，
ゼ

燭
ψ＞12≦ 41iT，｝ψil2酬 2

≠
−2

（1）

ここで
，
Ilo ： ＝ ．P2（P は運動量演算子）は 1次元 自由粒予系の ハ ミ ル トニ ア ン

，
左辺 は 1次元 自由粒

子系に お ける初期状 態 ψ の 自己 相関関数で ある．また
，
To は Iloと 正 準交換閼係 を満たす （対称 ）

演算子で もある ［正確 には，L2（R ）で稠密な、ある部分空間上 で 成 り立 つ ］［3］．こ こ で
， （1）に 見 ら

れ る ベ キ的減衰は自明で はない ことを注意したい．例えば ， 代表的な Ga．uss 波束の 自己相関関数は

t　 一 　 DC） で t
−1

に漸近する．したが っ て ， （1）の様に t
−2

で 押さえ られ る 事は あり得な い．

　不等式 （1）は ，状態 ψが Te の 2次の モ
ー

メン トilTo・V’le2を有限にする とき
，

つ ま り ψが To の 定

as域　Dom （T ｛｝）に属す ときに意味を持つ ．こ の とき
， 不 等式 （1）が 力学的な意味で も強 い の か を問

うこ とは興味がある．よ り」：E確には
，
Dom （T（〕）に属す状態をポテ ンシ ャ ル を加えた空間で時間発展

させて も
，
その 自己相関関数は長時聞に おい て t

−2
で押さえ られるだろ うか？ この事霙が成 り立 っ

か どうか は 慮明で はない ．何故な らポテ ンシ ャ ルが加わ っ た場合 ， ポテ ンシ ャ ル によ る撹乱の ため
，

後の 時刻 t で の 状態と初期状態と の相関の 仕方は ， 自由粒子系でのそ れ と
一
致するとは限 らな いか

らで ある．本小論では
，
部分的にで はあるが

，
この 問い が肯定的に答え られる ことを示す．

　まず ， 苹等筑 （1）で見 られ る 厂
2
よ り速 い減衰は，実 は Dom （To）上に限 らず

，
それを含むよ り広

い 部分空間 Dom （P
｝i
）∩ DOm （（2）に属す状態 に対 して 成 り立つ こ とを激 す．そ の ために ，To の 定

義域 Dom （To）を確認 してお く，こ こ で は公理論的立場か ら
， 以下の様に 定義する ：

D ・m （Te）・判 ψ∈ D 。1・1（P
− 1
）lp

−1
ψ∈ D ・m （Q）｝∩ ｛ψ∈ D ・m （Q）1卿 ∈ D・1・1（P

『’

）｝．
iE −rnail ： 1n韮ytun（》＠hep．phys．wasedd ’．atr、jp
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To の作用は
， （7bψ）（ar）：＝ ［（QP

− 1
ψ）（a：）＋ （P

−’Qlfi）（x）］／4 で ある．ここで
，
　Q と P は位鬣演算子

と運動量演算子で あ り
，
それぞれ以

”
ドの定義域 を持 つ ［4］：

　　　・・m （Q）・一 そψ・ L2（R ）擁 t卿 ）12d・ 〈 ・・ または 瓜 蘭 ・）1・・12d・・… ｝・

　　　・・m （P）・ 一 ｛ψ・ L2（R ）1　」R 　ldv，（x）1d漁 … または脚 んφ  懸 … ｝・

こ こ で ， ψは ψ ∈ L2（R ）の フ ーリエ 変換である．　P − 1
は P の 龠己共役な逆演算：子 であ り ［3］，

　　　　　　　　　D ・m （P
−1

）・ 一｛ψ・ L2（R ）1血、
1ψ  岬 砒 ・ 。・ ｝・

（2）

（3）

さて
， 1＜ψ，

¢
覗 昂 ，

ψ＞IL）　＝ O （t
−2
）で あるた めの十分条件は

， ψ ∈ Dom （To＞だけで はない こ とを示す ：

命題 1Dom （ヱb）⊂ Dom （P
− 1

）∩ Dom （Q）．また
，
任意の ψ ∈ Dom （P

『1
）∩ Dom （Q）に 対 し

，

　　　　　　　　　　1＜ψ，・
一’t

　
il・　tb＞12≦ 臺GIP

− W ＋ 211p
− 1

ψ1111Q》，1）2t−2．　 　 　 （4）

　証明命題の 最初の 主張は，DOm （To）の 定義か ら直接に分かる．（4）を氷すために 運動蠻表淤に移
　　　　　 −へ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A
る、まず， （P

−1
ψ）漏 ψ（k）擁，（Qψ）＝　idab（k）／dh で ある．これ らは仮定に より濡 乗可積分であるか

ら，部分積分によ り
，

x，
° G

・ψ  画 一 矧 （
dψ 
　dk ）準 ・ 響 椡 ぬ …

こ こ で ， 〔
…
）は複素共役 を表 し，また ， limR叫   1ψ（R）12e

−itR2
／R ＝ o

，
　limrte　lt7v（r）IL

’

e
−it，’21r 　＝ 　O を

使 っ た．これは ， vA（k）！k
’が二 乗可積分で ある事 による．β。。

　1“’（k）12e−itk’2dk
につ い て も同様に示

せ る．よ っ て
， （5）を P −1

， Q で 表した後 ，
　Schwarzの不等武を使えば （4）が示 され る．1

　今後は
，
Dom （Te）よ りも Dom （P

−1
）∩ Dom （Q）の 方が定義が単純で ある 事と 1 ．．h．の 命題 にお け

る事実 とか ら，Dom （P
− 1

）∩ Doln（◎）を考察 の対象として行 く．特に，・ψ∈ Dom （P
｝1
）∩ Dom （Q）

とする とき
，
ハ ミ ル トニ ア ン H1 を持つ ポテ ン シ ャ ル系 で

， 自己相関関数 1〈ψ，e畷 H ・ψ＞12がどの よ

うに減衰す るか を調 べ る，技術的要請と して ， ポテ ン シ ャ ル U （竕 は以 下を満たす実関数とする ：

　　　　　　　　　　　ヨδ＞ 2
，
ヨc ＞ 0

，
∀x ∈ R

， IV（x ）1≦ c （1十 1：cl）
一δ

、　　　　　　　　　 （6）

またハ ミル トニ ア ン Hl を Hl ：＝ Hle　＋　Viで定義する ［S］．次に波動演算子 軍 土 を定義す る ［6］：

H」 ：竃 lhl1‘＿止 。。
　eitH ・　e

冖itH ・

（強収束）．
一般 に M，

r

± はユ ニ タ り
一

で はな く部分等長演算．子とな る ：

H遂｝匹 ＝ 1
，

1覧 W 圭＝ Pac　（Hl）．こ こ で
， （りは共役 を意味 し

，
　P

． （H1 ）は H1 の 散乱状態が張 る

部分空間へ の 射影演算：子で ある ［7】，X7± の こ の 部分等長性 と性質： e
一滑 擁残 ＝ 　1’V」± e

’itHe か ら
，

　　　　　　　　　　〈∫「睡・（Hl）ψ，
　e
−itH ・P

． ，（ムr1）ψ〉＝ くU
・γ
至ψ，

e
− itHo　V｛ノ

至ψ〉　　　　　　　　（7）

が求 まる．運動量表示 におい て P礎ψは H1 の散乱定常解を用 いて 具体的に書き下せる．特に
，

s 十 sf 區δ
，　s ＞ 312，　s

’

＞ 1／2，　st ≦ s
， （8）
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を満た す適当な 実数 s と s
’

に つ い て
，

　　　　　　　（藤 ・）  一 孟卿 蝋 ・）・一 縦 R ・，・ψ ・ L
’2・s

（・）・

と表せ る ．こ こ で
，
L2・s（R ）は重み 付きの L2一空間で あっ て ，

…
L）．s

・R 囹 1噸 厶・1 ＋ ・…  …司
1〆2

＜ …

（9）

V±（X ，k）は
， （6）と （8）の

”
ドで ，　L2・

『S
（R ）に 属 し，1次元一LiPPInam1−SChwinger方程式を満たす ：

　　　　　　　9 ・吽 （・・ 厂
1！2

・
融

嘯 ム・
干占圃1噛 ・

（：1・）9・ Cy，　k）　dy・　 （・・）

さらに
， g±（：v

，
　k）は時間に依存しな い Schr6dlnger方程式を超関数 の意味でみたす．（9）， （10）等の

証明に は ， ［7］における文献の 第 5章を参考 にした．以．．Lの準備の下
，
まず以下が求まる．

定理 2 ポテ ンシ ャ ル V （x ）は （6）を満たすとする、’さらに
，
ar ∈ 1 （：嵩 suppy （：i：））を固定する とき

，

Hl の散乱定常解 幹圭（x ，
　k）は k に関 して 01一級で あ っ て ，以下の 3 つ の条件を満たすと仮定する ：

　　　　　　　　　　　　　　  ± ：
＝
　　　SUP 　　　hフ土（x ，　k）1〈 oc ，　　　　　　　　　　　　　　　　　（11）

　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　．1’el．keRk 丶｛〔｝｝

　　　　　　　　　　　　　δ±　：＝　　　　sUP 　　　　l∂9 ±（．r ：
k）／∂kl 〈 oo ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12）

　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　 a’∈1．kERk ＼｛o｝

　　　　　　　　　　　　　　　　
∀x ∈ 1

， 毒讐｝
子）± （a：・ k）≡0・　　　　　　　　　　　　　 （13）

こ の とき
， 任意 の s ＞ 3／2 につ い て ，ψ乙Dom （P

− i
）∩ L2，s （R ）⇒ W 窪ψ∈ Do1藪P −1

）∩ Dom （Q）．

　条件（8）の 下で
，
L2・s （R ）⊂ L2・1（R ）＝ Doni（Q）が咸 り立 つ こと に注意 された い．したが っ て

，
．．ヒ

の 定理 は Dom （P
− 1
）∩ Dom （Q）が W 主の 不変部分空間に類似 した 部分空間で あ る こ と を尽す．

　定理 にお ける 3 つ の 条件は ， 少なくとも箱型障壁ポテ ンシ ャ ル系で 満た され る こ とは確認された ，

一
方 ， 有限井戸型ポテ ン シ ャル系で は

，
条件 （11）， （ユ2＞は満た され るが，条件 （13）はポテ ンシ ャ ル

の 深さが特別な値 を取 る とき満た され な い．こ の 事情は
，

；v の 関数 limk− o　p±（x
−
，
k）が 時間に依存

しない Schr6dinger方程式の 自明でない 0間有値解 となる場合 （
一種の共鳴散乱）に対応する．

　命題 1 と比較す る こ と で
， 次の 系が我々 の 問い に対する部分的な回答を与え て い る こ とが分かる ，

系 3 定理 2 にお ける条件が満たされて い るならば
， 任意の ψ ∈ Dom （P

『1
）∩ L・2・s（R ）に対 して

，

　　　　1（P． （llDy’，，
　e
− itlli

　p
．
・（H ・）ψ＞12≦ 劃 P

−1
畷 ψll2＋ 2【lp

冖1
畷 湘 QPτ竺ψll）2t−2． （14）

　証明 ψ ∈ Dom （P
− 1

）∩ L21s（R ）とす る と
， 定理 2 の 条件の 下で ， 1礎 ψ∈ Dom （P

一1
）∩ DOIn（Q）

が破 り立つ ．こ の とき
， 命題 1 と （7）か ら，（14）は直ちに導かれる，■

　．．．ヒの 系が
， ψで は な く P

． （H1 ）ψに 関 して述 べ て い る の は 不思議で は ない ．何故な ら，

一般 に

Ppp（lli）：＝ レ 馬 （鼠 M名p（ffi）は IIIの 束縛状態へ の 射影演算子1と置 くとき
，

　　　　 （ψ，ε
司 岨 1

ψ〉＝ ： 〈君、P（Hl）ψ，e
−itH ・

尸』P（1ヨ
ρ
1）ψ〉＋ 〈P ．

，（∬ノ1）ijJ、
　e
−itH ・P

、iC （、fll）y’，〉
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と分解できるが
， 布辺 の第

一
項は 士吻 oo で 【PPI｝（Hl）ψ≠ 0な らば］振動 して しまう．したが っ て ，

我々 の 悶題設定で は第 二．項だ けを考え る方が 都合が 良い ．また 、 初期状態 ψ をポテ ンシ ャ ル との相

互作用領域から十分遠方に用意すれば
， II　Ppp（HD ψll《 11Pac（H ，）bhllとで きる．こ の とき我々 は ， 有

限で は あるが十分長 い時間の 問
，
ψ の 時間発展を P

、U ，（Hi ）ψの それ と見なせる．

補題 4 ψ ∈ DOin （P
− 1
）　n　L2・σ （R ）（σ ＞ 3／2）＃ ψ　E　Dom （Q）， ψ， （〜ψ，

P − 1
ψ ∈ Ll（R ）．

　証 明 ψ ∈ Dom （Q）及 び ψ，ρψ ∈ Ll（R ）は 直ぐに示せ る ．そ こで ，
　P 皿1

ψ ∈ L 王
（R ）の み を示す．

P − lvi
・　E　D 〔｝m （P ）より， P

− 1
ψ は絶対連続で あり

，
また PP1 ψ證ψ，　lim∬ → 士 。 。　P

− 1
ψ（x ）：・0 を満

たす．また ， 上 の事実よ り ψは R 上 で可積分，したが っ て
，

　　　　　　　　　　　（P
− ’

ψ）＠）呵 鳳鞠 ）吻 一瓢
゜°

…（y）dy・

が成 り立つ ．2・＜ 0 の とき
， （15）の 最初の 等式とψ∈ L2・σ （R ）（σ ＞ 3／2）に注意すれば

・P伽 … ［農1〃1
−
… 孤 、

1・1鞠 祠
1／2

≦ …
一・）

一・1・II・1・・ f・1
−一・・ 一・〆…

（15）

σ
一1／2 ＞ 1 によ り

，
P − 1

ψ∈ L1（R ）とわかる，　x ＞ 0の ときも，（15）の 2 番 目の 等式か ら承せ る．1

　定理 2 の証明 ψ ∈ Doni（P
『1

）∩ 五
2
畷R ）と仮定する．この とき

， 補題 4 よ り ψ∈ D （，m （P
− 1
）∩

DOm （Q）で ある．そ こで
， 定理 2 の条件の 下 ， σ陛

一1）ψ ∈ Dom （P
− i
）∩ Doni（Q）（∬は慣等演算

子）を氷せ ば
’
卜分で ある．以下で は運動釁表示 にお い て示す 1（2）， （3）を見よ］．（9）と （10）よ り

，

ノ⊆し9± （y・k）ψ（〃）d・yl一　丿Q纛τノ良e
・rtilkllx −yiv

（・じ）q ± （lv・
k）（±v ψ（y）d

’
y − （（1・Vl

’
：：1）ψ）（k）　（16）

で ある．初めに幾 つ かの 準備 を行 う．（12）と （13）か ら
， 以 下が 成 り立 つ ：

　　　　　　Φ± 11hl∈ L2（Rk ）． 及び ∀k ∈ RA ｛o｝、　sup 　iψま＠ 棚 ≦ Φ士（k），　　　 （17）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ：

t
∈1

ただ し，Φ士   ：飄 δ土 圃 （吟 ≦ 1）または 1
’
± 〔困 ＞ 1），次に

， 補題 4 よ り部分積分が で き て
，

　　　　　　　ム・
鞠 呶 艸 一

午「砿 ll≡il置 1回
（P

− ’
ψ）噛 　 （・8）

　（1
・Vl　

− 1）ψ∈ Dom （P
− i
）を承そ う，ポテ ン シ ャ ル の 仮定 （6）によ り，．ii　1　V （二：）1dv＜ ．OCI で ある ．

こ の とき
， （11）， （18）， 及び Fubiniの 定理か ら以下の結果が得 られる ：

　　　　　　　　　　　fR・綱 轍 ≦ 圭〈・〉＜P
− 1

ψ＞1・・   卜 　 　 （・9）

こ こ で
， げ〉：＝ 魚 1∫（x ）［d．r ［∫∈ Li（R ）1，（17）と （19）か ら

， （1・Vl．　− 1）ψ ∈ DOin （P
−1
）と 分か る．

　次に （TVI　− 1）ψ ∈ Dom （Q）を示す．条件 （6）より，
y （lv），

　xV （x ）∈ Ll（R ）である ことに注意す

る．こ の とき
， 定理 2 の 仮定より， σ士＠，紛 ψ（y）は y を固定するとき aj≠　o）で微分可能で ある．さ

らに
， 条件 （6）， （11）1 （12）及 び補題 4 よ り

，
∂g±（y，ん）ψ（y）／Ok は ，

　y に つ い て 可積分である ことが
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わかる．したが っ て ，（16）は斎 た（≠ 0）で 微分可能で ある．〔16）を微分 した後 ，
；n と y に関する積分

順序が交換で き る事 ，
並 び に （18）を用い る て

， 最終的に次の 評価が 得られ る：

　　　　1藩 ・（醐 ・ω 吻1・ 去［〈Y ×P
−1

ψ〉十 くV ＞（Qψ〉・ 伽 ・〉］【・・ 酬

　　　＋掬 γ〉曲 ｛く9ψ腿 1・〈P
− 1

ψ〉ト
こ の 評価 と （17）とか ら，（W 主

一1）ψ ∈ DOm （Q）と分かる ．■

　最後にコ メン トとして ，系 3の 結果は e
−itH1 の 漸近展開に闘す る理論 ［8］か らも縣 出で きる．さ

らに
，
任意の ψ∈ L2，s （R ）（s ＞ 312）に対 して示 される，しかし，こ こ で の系 3 の導 出は

，
自崗粒子

系におけるダイナ ミクス （命題 1）と波動演算子 τ碓 の持 つ 簡明な性 質 （定理 2 ）に基いて い る点

で 金く異な る．また
，
ポテ ン シ ャ ル 系の 時間発展の 背後に こ の よ うな単純か つ 葬 自明な構造が量子

力学に存在 し て い た こ とは驚き で ある，一
方 ，

Dom （P
−1
）∩ DOn1（Q）が 界室の 不変部分空間に真に

成 っ て い るか どうかを調 べ る ことは今後の 課題で ある ．

　有益な助鴦を くださ っ た大場一
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ポス ターセ ッ シ ョ ン で の 公演内容です．こ の ような研究会に参加す る機会 を下 さ っ た，有光敏彦先

猛三（筑波大），
な らびに阿部純義先坐 （筑波大）に感謝致します．また

， 議論を して 下さ っ た小嶋泉先

生 （京都大）に感謝致 します．
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