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一 原理計算

1

一 バ ン ド理論の基礎

広島大学 大学院先端物質科学研究科　 小 口 多美夫
2

1　 はじめに

　バ ン ド理論 は
， 固体結晶中の 電子状態を記述するため に 量子力学の完成の 後ほ どな くして その

枠組の ほ とん どが つ くられ ，そ の 基本的な事項に関わ る研究論文 の 多 くは 1930 年代，1940年代 に

既に 見る こ とが で き る．しか しなが ら， そ こ で 仮定され る
一
電子近似の 物理 的妥当性や解釈 に 関

す る研究 ， さ らに は
， 具体的な物質系へ の 応用 は

， そ の 後の （i）基礎理 論に 関わ る 研 究や （ii）計算

手法の 開発 ・改良，また，（ii三）計算機能力の 飛躍的発展に よ り， こ こ 20 有余年の 間に 急激 な進展

を見せ て い る．特に
，

こ こ 10 年ほ ど
， 多岐に わた る物質系に対 して そ の物性を理 解 し ， さ ら に は

予 測す る研究に お い て ，
バ ン ド理 論は多 くの成功を収めて きて お り， い わゆ る バ ン ド構造 の みな

らず広 く物性を対象 とし ， 第
一

原理 に立脚した計算とい う意味で第
一原理計算 とよ ぼれ て き て い

る．また t ご く最近で は一電子近似を超 え多電子論的な枠組み と結合させ る取 り組みが積極的に

始 め られ て い る．
一方，分子線エ ピ タキ シ装置 に よる製膜技術や電子線 リソ グラ フ ィ の よ うな微

細加工 技術等の 実験技術の進歩に よ り，原子ス ケ
ー

ル まで制御 された材料合成が行われ る ように

な り， 量子効果を具現化 し新奇なデバ イス の 開発を狙 っ た先進材料の研究が 活発化 して い る．そ

こ で は
， 物質 ・材料設計の 指針となる電子状態に 関す る情報が必要不可欠で あ り，第

一原理 計算

へ の 期 待が 高ま っ て きて い る．

　こ の 様な状況で，バ ン ド理論 に 関係する教科書 ［1−3］が い くつ か発刊され ，大学院生 ・若手研

究者は もとよ り物性物理学 に関わ る研究者 もバ ン ド理論の基礎を学習する機会が増 えて きて い る．

また，種 々 の 第一原理 計算 コ ードを実際 に 利用 して ，第一原理 計算の 実習を行 うワ
ーク シ ョ ッ プ も

多数開催さ れて い る．こ こ で は ，広 く物性物理学 を学修 して い る修士 課程の 学生を念頭 に お い て ，

バ ン ド理 論の い くつ か の 基本事項 と バ ン ド計算手法の概 略に つ い て 解説を行 な う．特 に，理論の

対 象 とする 多電子系を
一

電子近似 で 取 り扱 う こ との 物理 的意味や ， 結果 として与え られ る
一
電子

方程式の もつ
一

般的な性質や関連す る物理量 に つ い て 述べ る．そ の 方法 と して は 教科書 ［1
−−31の 中

に既 に詳細な記述 の あ る部分 との 重複をで き るだけ避 け， 具体 的な第一原理計算を進め る上 で 重

要な事項 に焦点を当 て る．

　
1
本稿 は，第 49 回物 性 若手夏 の 学 校 で の 講義 ノ

ー
トの 基礎 導入 部を ま とめ た も の で あ る。

　
2E −mail ： ogUchi ◎hiroshirna−u．ac ．jp
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2　
一

電子近似

　我々 の 興味は
， 多数の 原子か らな る結晶系に お ける 電子の 状態を明 らか に す る こ とで あ り，そ

の 電子状態 に基づ い て そ の 結晶系が 呈す る種々 の 物性 を理解する こ とで ある．従 っ て
， 問題の 対

象 は結晶の 中の 多数電子系 （多電子系，もしくは N を多数 として N 電子系 ともよぶ ）の状態で あ

る．こ こ で 困難さを生むのは ／＞〜 1023とい う数の多さで は な く， その電子がクーロ ン カに より相

互作用 して い る こ とで あ る．

　バ ン ド構造 とは ，多体的な電子が結晶に お い て 波数 k　（もし くはそれ と等価 な運動量 p ＝　hk）

とエ ネル ギーが よ く定義 された形 （準粒子状態） として しば しば観測 される こ とに基づ い て い る．

典型的な
一
電子的 な状態 は，相互作用 していない多電子系の

一般的 な解 として 得 られ る．結晶中

で の
一

電子波動関数 ψ｝が満た す式は

｛
−19v2・ v ・ff｝・ト 朝 　 　 　 　 　 　 ・1・

と与え られる．こ こ で ， ε5は そ の 状態の エ ネル ギー固有値で あ り， 波数 k の 連続関数 と して の そ

れが ま さ に バ ン ド構造 をつ くる．v
。ffは電子 の感 じ る有効ポテ ン シ ャ ル で ，そ の詳細は次節以降で

述 べ る が，Veff は 一電子波動関数 ψ｝もし くは 畔 に よ りつ くられ る電子密度 π（r）に よ り表現 され

る の で
，

一電子方程式 （1）は セ ル フ コ ン シ ス テ ン トに 解か れ なけれ ば な らない ．

　（1）式に現れ る v
，ffは，本来相互作用 して いる多電子 系を相互作用 して いない多電子系 として取

り扱 う （
一

電子近似） こ と に よ り記述 され る電子が 有効的 に 感 じる ポテ ン シ ャ ル で ある、従 っ て ，

Veff の表式 は仮定する
一一電子近似 に依 っ て異なる．以下で は

，

一電子近似の物理的意味 と有効ポテ

ン シ ャ ル の 具体的な内容につ い て概説す る．

3　相互作用の ない 系の 問題

　上 で 簡単に述 べ た ように
， 相互作用して いない N 電子系 の 問題 は一電子問題 に帰着される．例

えば，そ の N 電子系の 全ハ ミル トニ ア ン が，琶番 目 の 電子 の座標 を r ，，電子 の 感 じる外場ポテ ン

シ ャ ル を Vext （r ）と し て
・

　　… 一窰｛
一鑑・孑・ v

，X… i・｝　　　　　　　　 （・・

と書け る とき，そ の シ ュ レ デ ィ ン ガ
ー方程式

　　 7・toΨ（rl ，

…　 ，
rム

・）＝Eo Ψ（rl ，

…　 ，
rN ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

を満たす N 電子波動関数 Ψ（rl ，

…
，
rN ）は t それ ぞれ の 電子単

一
の 座標だ け に よ る関数の積 として

　　 W （rl ，

…
，
rN ）＝ ψ1（rl ）ψ2（r2 ＞… ψN （rN ）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （4）

とな り， そ の ／＞ 電子系の エ ネ ル ギーは

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N

　　困 蜘 嘱 … d・N − 1；1
　
Ei 　 　 　 　 　 …
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とな る．こ こ で ， 椴 ， εt は次の
一電子 方程式

　　｛
一蓋帆 贈 ）｝・bi（r）一 翩

の解で あ り，規格直交条件

fiPl（・）ψ・（・）d・・
一

　6ij

を満たす．こ こ で ， 後の 議論の た め に 電子密度に 対す る演算子 fiと Ψ（r1 ，

…

待値，すな わち電子密度の 表式 を示 して お く．

　 　 　 　 　 　 N

　　畑 一 Σδ（・ 一・の
　 　 　 　 　 　 i≡1

　　n （・ ）− 1翻 r1 … d・・
一Σ・1，・，（・）12

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1

また ， （5）式の うち運動エ ネ ル ギー項 を Ts と書 い て お く．

T
・

一 書1・〜｛一蓋噛

（6）

　　　　　　　　（7）

，
rN ）に 関す るそ の 期

（8）

（9）

（10）

以上 の議論か ら分か る こ とは， 相互作用が なけれ ば N に依らず問題は
f・一・

電子の 問題 として 解 くこ

とが で きる と言うこ とで ある．

　とこ ろで，問題 と して い る の は電子すなわ ち フ ェ ル ミ粒子 で あるか ら Ψ（rl ，

…
，
rN ）は 粒子 の 任

意の 置換に 対 して 反対称性 をもた な くて は い けな い ．
3

そ の 反対称性は （4）式 で は考慮され て お ら

ず，反対称性を考慮 した N 電子波動関数は ，
一電子波動関数 ψ‘を用い て ス レ

ー
タ
ー

行列式 と して

実現 される．

　　　　　　　　　　　　　 ψ1（r1 ）　・【・　ψ1（r 丿V）

　　　　　　　　　　　1 　 ψ2（r1 ） …　 ψ2 （rN ）
　　 Ψ（rb

…
， rN ）＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （11）

　　　　　　　　　　 顳 　　…　　…　　 …

　　　　　　　　　　　　　ψN （rl ）　…　　ψN （rlv ）

（11）式は行列式 の 形 を し て い る こ とか ら分 か る ように
，

2 つ 以上 の 吻 が 同じ場合に は恒等的に 0

となる．これは パ ウ リの排他原 理 として 知 られ て い る性質で ある．（11）式の N 電子波動関数で も

電子 密度の 表式は （9）式 と同 じ とな る こ と に注意す べ きで あ る．

4　相互作用 の ある N 電子系と相互作用の ない N 電子系の 対応関係として

　　の 一 電子近似

　さ て ，本来の N 電子系の ハ ミル トニ ア ン には電子間の ク
ー

ロ ン相互作用が 含まれる．

　 　 　 　 　 　 　 N 　　　　2
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ど

　　
冗 議

嘱 鬲 罫 　 　 　 　 　 　 　 　 （12）

3
電子 は ス ピ ン 1／2 の 自由度を もち，置換 に は ス ピ ン 座標 も含 ま れ る．本稿 で は，空 間座 標 ri に ス ピ ン 座 標 も含 め

られ て い る もの と考 え，ス ピ ン の 自由度 は 表式 と して 陽に は 書か な い こ とに す る．
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（》一 ◎
図 1： 相互作用 の ある 1V電子系 （左）と相互作用 の な い N 電子系 （右）と の電子密度 n （r ）を介 し た対応

関係，

（11）式 を近似解 として ， （12）式 の 期待値で あ るエ ネ ル ギー
を変分原理 を用 い て 最小化する手続き

が ハ ートリ
ー ・

フ ォッ ク （HF ）近似で ある．　 HF 近似の 詳細は種々 の 電子論の 教科書に載 っ て い る

の で ， 以下で は密度汎関数理論における局所密度近似 （LDA ）の説明を行な う．

　密度汎関数理 論 國 は，縮退 の な い N 電子系の基底状態が電子 密度 n （r）の 汎関数4
である こ と，

その エ ネル ギー汎関数 E が 正 しい 電子密度 n （r ）に対 して 最小値を とる こ と （変分原理 ）， の 2 つ

の 定理 を与 え て い る． しか しなが ら， その エ ネル ギー汎関数形は 未知で あ り， その ままで は具体

的に解 くこ とが で きな い ．そ こ で 登場す るの が LDA ［5］であ る．　 LDA とは，密度が一様 な電子ガ

ス に 対 して は エ ネル ギー汎関数がそ の密度だけで 書 き下す こ とが で き る こ とか ら拡張して ，非
一

様 な電子 系で も後 に述べ る交換相関エ ネ ル ギー項 E
． 。

が 局所的な電子密度だ けで 決 定 され て い る

と近似す る こ とか らそ うよばれ て い る．LDA を用 い る と， 汎関数形の未知なる相互作用の ある N

電子系 と汎関数形の 既 知 な る相互作用のな い N 電子系が 同 じ電子 密度を もっ とい う条件 に よ り図

1 に 示 す対応関係が結ばれ ， 相互作用の ある 1V電子系の 電子状態 の具体的な解法 を可能に して い

る．すな わ ち，相互作用 の あ る電子系の エ ネ ル ギー汎関数 は
， ある有効場 v

。ff中の 電子密度 n を

もつ 相互作用の ない 電子系の エ ネ ル ギー5
が （5）式に 従っ て

　　・・
一 恥 μ・・ （・ゆ

と与え られ る こ と を用 い て

E 一 鴇 圄 ＋f・
・X・・ （・）d・ ＋ σ【・］＋ E

・・［n］

（13）

（14）

と形式的に書か れ る．こ こ で ，T． ［n ］は （10）式で 定義 した相互作用の な い 電子系の 運 動エ ネ ル ギー

で
， （9）式 に よ り波動関数 ψ‘ を介 して 電子密度 n で 書け て い る ．U ［n ］は静電的な相互作用 エ ネ

ル ギー

　　　・ ［・ ］一 誓1砒  
π

1嚮
）

　 　 　 　 　 　 （・5・

そ して，Ex
。 ［n ］は多体相互作用 に帰因す るエ ネル ギー6

で 交換相関エ ネル ギーとよばれ ， 交換相 関

正孔 nXC （r ，
　r

’

）と電子の ク
ー

ロ ン 相互作用 とい う形で

　　　Exc［・］イ傾 染 贈 　 　 　 　 　 　 ・／6・

　
4
変数か ら変数へ の マ ッ ピ ン グ を関数 とよぶ よ うに

， 関数 か ら変数 へ の マ ッ ピ ン グを拡張さ れ た 関数 とい う意味で 汎

関数 とよ ぶ，
　

5
通 常，全エ ネ ル ギーとよぶ場 合，原 子核 間の 静電 的 相互作用 エ ネ ル ギ

ー
が これ に 加え られ る．断熱近似に よ り原子

核 の 運動 と電 子 の 運動 が 分離 され た後 の 原子核 系 に 対す るポ テ ン シ ャ ル 項 （断熱ポ テ ン シ ャ ル ）に 相 当 す る．
　

6
パ ウ リの 排他 原 理 に 基づ く電 子 の 交換に 対す る性 質 を反 映 した 効 果 を交 換相 互作 用 ，それ 以 外 の 多体 的な相互 作用

を相 関相 互作 用 と よぶ．交換相互作用 は ハ
ー

トリ
ー・フ ォッ ク近似で は厳密に 取 り入 れ られ て い る．
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と表 される．結局 ， 相互作用の効果は エ ネル ギー表式 として は ，ある電子の 周 りを どの程度避 け

あ っ て他の 電子が 分布す るか を取込 んだ もの で あ り，LDA で は それ は 電子密度 n の
一

様電子ガ ス

に お ける電子 の 対相関関数を用 い て 近似表現され る．

　LDA が
， 非一一ueな電子密度を もっ 現実の 系で も種々 の 量 をよ く説明で き る こ と の 理 由に つ い て

は Gunnarsson らの 研究 ［6］が詳 しい ．そ こ で 最 も重要な点は，交換相 関正孔 の 総数 は LDA で も

保 たれ ， （16）式 の エ ネル ギーで は nx
。

の 詳細な関数形で は な くある座標 r の 周 りの そ の 角度平均

の みが効 い て い る こ とで あ る．特に磁性の 問題で は
， 同じス ピ ン を もっ 電子 間に働 く交換効果 と

主 として 反対ス ピ ン の 電子間に働 く相関効果の 差が 重要 とな る が ，LDA で 考慮 され な い 非局所的

な効果は こ の両者 に お い て程よ く打ち消 し合 っ て い る と考 え られて い る．

5　有効ポテ ン シ ャル

　LDA ［51で は
， 交換相関エ ネ ル ギー

（16）式を
一

様電子ガ ス の 交換相関 エ ネ ル ギー
密度関数 εx 。 （n ）

を用 い て

E
・ ・ ［・ ］− 1n（・）e ・ ・ （n ）d・ （17）

と近 似した こ と に相当す る の で ， （14）式の 電子密度に 関す る変分か ら
一

電子方程式が 導出され
，
局

所的な有効ポテ ン シ ャ ル は

　　蝋 r）一 鼎 … 1謬 1
出 副 　 　 　 　 　 ・18）

と与 え られ る．

　（18）式の 右辺 第 1項 Ve．t は通 常，原子核の っ くるク
ー

ロ ン 場が構成 し

　　v… （r・一

澪 識 ，　 　 　 　 　 　 （・9・

で ある． こ こ で ，Z
。 ，　 R

。
は レ 番目の 原子核 の それぞれ原子番号 と位置座標で あ る，第 2 項は電子

密度に よ る静電ポテ ン シ ャ ル を，第 3項 は交換相関ポテ ン シ ャ ル 項

　　・・・ …）一

δ

結L 己＠

蕩
＠））

n ．。 ，。） 　 　 　 　 　 ・…

を表す．

6　 セ ル フ コ ン シス テ ン トな
一

電子方程式の 解法

　こ れ で 自己無 撞着 （セ ル フ コ ン シ ス テ ン ト）な
一

電子方程式 を解 く準備が で きあ が っ た．そ の

計算の 手順を図 2 に示す．まず 対象 とす る系の 原子番号 ｛Zu｝と原子位置 ｛Rv ｝を与 え る．つ ま

り， 構造を仮定する．す ると， （19）式に よ り外場ポテ ン シ ャル 7
が決 まる．計算の は じめ に，電子

　
7
外場ポテ ン シ ャ ル は 正電荷の み の 電荷分布に よ るポテ ン シ ャ ル なの で，（19）式の 和は 結晶系で は 収束 しない ．（18）

式 の 第 2 項の 電子 密 度分 布 に よるポ テ ン シ ャ ル 項 と組 合 わ せ て 実 際 に は収 束 を 得 る こ とが で き る．
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　　 ｛＆｝，｛R．｝

　　　　↓

　　　Ψ
　　　　窄
　　　窄
［一｝lv2・壷 ・ ・

　　　　↓
　　　 n。Ut（r ）

　　　　↓
Fi。、、（r）

一
晩．（r）1く ε

　 　 　 　 　 　 　 　 　 No

　　　　）1，　Yes
　　　 n （r ），E（｛Rv｝）

図 2：
一

電子方程式 に おけ る 自己無撞着計算の ループ構造，

密度に対する適当な初期関tw　nin （r）を仮定 する．通常は 原子密度関数の 重ね合わ せ が用 い られ る．

電子密度が 与 え られ れば
， 有効ポテ ン シ ャ ル が （18）式 に よ り計算で き，

一
電子方程式 （1）が 解か

れ （9）式に 従っ て電子密度 n
。ut 〔r）が 出力される．こ の n

。ut （r）が初め に仮定 した nin （r）と等 しけ

れ ば セ ル フ コ ン セス テ ン トに解が求め られた こ とに な るが通常 は等 しくならな い ．そ こ で ， 新た

に電子密度関数を作 り直 して n 。 ut （r）と nin （r）の差が あ る しきい 値よ り小 さ くなる まで ル
ープを く

り返す．最 も簡単な電子密度の 更新の 方法は前回の 入力 と出力を単純 に混ぜ 合わせ る こ とで ある．

　　 nlfi
＋1）

（・ ）一 （1 −
・）・・9）

（・）＋ … 認（・）　 　 　 　 　 　 　 　 　 （21）

こ こ で
， c は 混ぜ 合わせ の パ ラメ

ー
タで収束が速 くな るよ うに適 当な値が選ばれ る．こ うして収束

解が 得 られ，仮定 した構造 に 対す る電子密度 n （r）と全 エ ネ ル ギ ー E （｛Ru ｝）が 求め られた こ とに

な る，

7　 一 電子状態に関する基本的な性質

　
一
電子方程式 （1）が 与えられた とき， それを具体 的な系 に対 して解 く前に

， そ の 固有状態 に 関

して い くつ か の基本的な性質 を述べ る．

　結晶を特徴付け る性質は並進 対称性で あ る．すなわ ち，ある ベ ク トル T の 変位に 対 して
一

電子

ハ ミル トニ ア ン ff は不変 とな る．

H （r ＋ T ）＝ H （r） （22）
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こ の ペ ク トル T の 集ま りが格子ベ ク トル で ある．問題は ，その波動関数の並進 に 対す る性質で あ

るが，波動関数の 絶対値の 2 乗が電子の確率振幅で あ り，その 確率振幅が 並進操作に 対 して不変

となる．

　　 1ψ（・ ＋ T ）12＝ 1ψ（・）12　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （23）

すなわち，波動関数 自身は 並進操作 に対 し て 位相分 だけ異な る こ とにな る．複数回の 並進操作か

ら，そ の 位相が T に独立 なベ ク トル k を用 い て k ・T となる と結論 され

　　 ψ（r 十 T ）＝ ψ（r）eik
’T
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （24）

を得 る．こ こ で ，波数 ベ ク トル k は結晶中の 電子の 状態 を指定 す る量子数 とな り，（24）式 をプロ ッ

ホ の 定理 とよぶ ．プロ ッ ホ の定理を満たす波動関数 （プロ ッ ホ関数）は
， 結晶の 並進性を もつ 関

tw　uk （r ＋ T ）＝ uk （r）を用 い て

　　 ψ
k
（・）＝ uk 〔・）eik

『「
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （25）

と表現で きる．プロ ッ ホ 関数 の こ の 表式は
， 平面波部分 eik

『「
が包絡関数 とな っ て い る こ とを示 し

て い る．

8　逆格子空間 とブリュ ア ン ゾー
ン

　まず， 結晶の並進対称性 を表す格子ペ ク トル T と次の 関係をもつ K とい うベ ク トル を定義する．

　　 K ・T ；2TI 　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 （26）

こ こ で，1 は任意の整数で ある．K は長 さの 逆数の 次元を もつ こ とか ら逆格子 ペ ク トル と よばれ る．

こ の逆格子 ベ ク トル を波数 にもつ 平面波の並進 に 対す る性質を調べ る と
， （26）式 よ り eiK

’T
＝ 1

で あ る こ とを用 い て

　　 eiK
・
（r ÷T ）＝ eiK

・reiK ・T ＝eiK
・r
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（27＞

となる．つ まり，こ の 平面波 は 並 進に 対 して 不変で ある．こ の こ とを用 い る と，結晶の 並 進性 を

もつ 関数 は
一般 に 逆格子ベ ク トル を波数に もつ 平面波で展開 （フーリエ 表現）で きて

　　uk （・）− E）　・k （K ）e
’K ’

「

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （28）
　 　 　 　 　 　 K

となるか ら， プロ ッ ホ 波動関数 （25）は一般に

　　ψ
k
（・）一 Σ　uk （K ）et

（k＋K ）’「
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （29）

　 　 　 　 　 　 　 K

と平面波展 開に よ り表現 で き る こ とが わか る ．

　さ て
，

こ の逆格子ベ ク トル だ け異なる 2つ の 状態 ψ
k，ψ

k＋K を考察 して み る．両者 に格子 ベ ク ト

ル T の 並進操作 を作用 させ て み ると， プロ ッ ホ の 定理 か ら出て くる位相 は それぞれ eik
’T

，
　 ei（

k＋K ）’T
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図 3： BCC 格子 の ブ リュ ア ン ゾーン．

とな り， （26）式よ りそ の 位相 は 等 しい こ と が 分 か る．つ ま り， 逆格子ベ ク トル 分だ け異な る波数

をもつ 状態は 同じ境界条件を満た し，互い に独立 で はな い ．こ の こ とか ら，前に波数 k は 結晶中

の 電子の 量子力学的な状態 を表す指数で ある と述 べ たが ， 逆格子にお け る単位胞内の 波数だ け を

考慮すれば よい こ とに なる．なぜ な ら， 単位胞外の 波数ベ ク トル k ’

は適 当な逆格子 ベ ク トル K を

用い て 単位胞 内の 波数 ベ ク トル k に帰着で き る k 广
＝ k ＋ K か らで ある．こ の 事実か ら，波動関

数の平面波展開 （29）式に用 い た係数は uk （K ）＝ uk
＋K

と書い て もよい こ とが 分か る．こ の 逆格子

の 単位胞の こ とをブリュ ア ン ・ゾー
ン とい う．ちなみ に，実格子の 単位胞の 体積を Ωo とす る とブ

リュ ア ン
・ゾー

ン の体積は （2π ）
3
／Ω。 で あ る．

　平面波で はな く，各原子近傍に局在 した軌道を用い て プロ ッ ホ関数を構築する こ ともで き る．た

とえぼ，格子 ベ ク トル T で 指定 される単位胞内の 原子位置 7v に 中心 を もつ 原子軌道 （AO ）iP。tm
を用 い て

　　ip砦im （r）＝Σ　eik
’
（「 v ＋T ＞

φ。lm（r
一

τ厂 丁）　　　　　　　　　　　　 （30＞
　 　 　 　 　 　 　 T

とす る と，こ の 関数は実際プロ ッ ホ の 定理 （24）を満た して い る こ とが分か る．こ こ で，v は原子

種 を，lm は それぞれ軌道角運動量及びその x 成分の 量子数を表す，こ れは原子軌道の 線形結合 と

い う意味で，LCAO （Linear　Combinat 三〇n 　of 　Atomic 　Orbital）関数 とよばれ る。

　ブリ ュ ア ン
・ゾー

ン 内の k 点を い ちい ちその 座標 で 表す の で は面倒臭 い し，そ の 点が ブリュ ア

ン
・ゾー

ン の どの 辺 りに ある の かが分か りに くい ．そ こ で ，歴史的 に，ブリュ ア ン ・ゾーン で の 代

表的な k 点に はそれ ぞれ の 格子系ご と に名前が つ け られ て い る ．次 に述 べ る よ うに
， 波動関数 の

もつ 対称性に 関す る性質は k 点に依存するの で ， 対称性か ら同 じ仲間 （同じ k 群）の 点 に は 同じ

名称が 用 い られ て い る．図 3
， 図 4 に それぞれ体心立 方 （BCC ）格子，面心立方 （FCC ）格子の プ

リュ ア ン ・ゾー
ン と慣習 と して 用 い られ て い る k 点の名称を示す． BCC や FCC で もそ うで ある

が
， 原点は ど の格子系で も通常 F 点 とよばれ て い る．同 じ座標で も格子 系が異な る とよび方が 異

な る こ とが しば しばある．BCC 格子 ，　 FCC 格子 ， 六方細密 （HCP ）格子 な どで の （2π ／a）（x ，
0

，
0）

は 同じ く△ 点 （も し くは △ 線）とよばれて い る
一

方で ，△線 の r 点 とは反対の 端 （2π／a）（1，0，0）

は BCC で は H 点，　 FCC で は X 点 とな っ て い る．種々 の 格子系 に対するブリ ュ ア ン ・ゾー
ン と k

点の 名称，さ らに 対称性 に 関す る情報 は，ス レ
ー

タ
ー

の 教科書 17］の 巻末付録 3が詳 し い ．
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丸

y
匙

図 4： FCC 格子 の ブ リ ュ ア ン ゾ
ー

ン．

9　状態密度

　あるバ ン ドを 占め る電子の 数は ，単位胞 あ た りそ れ ぞれ の ス ピ ン に つ い て ブリ ュ ア ン
・ゾーン

全部で 1 で あ り，ブリュ ア ン ・ゾー
ン の 体積が （2π ）

3
／Ωo で ある こ とか ら，ブリュ ア ン ゾ

ー
ン の 単

位体積あた りの状態数は，Ωo／（2π ）
3

とな る．従 っ て ， あ るエ ネル ギー
ε まで に 占め られ て い る状

態数は

　　・ （・）一 齢耳1・（・
一

・睡 　 　 　 　 　 　
（31）

で 与え られ る．こ こ で ，θ（x ）は x ＞ 0の とき 1で x く 0 の とき 0 の 階段関数で あ る．バ ン ド理論

で 興味あ る量は あるエ ネル ギー範 囲に あ る状態数で，ε と ε ＋ dε に ある状態数は状態密度 D （ε）を

用 い て D （ε）dε　 ＝ N （ε ＋ de）− N （ε）と表 され るの で （31）式 よりD 〔ε）は

　　　・ （・ ・一

、芻・厚1…
一軸 　 　 　 　 　 　 （32）

と計算 され る． こ こ で ， デル タ関数 と階段関数の関係 δ（x ）＝ （dθ（x ）1dx）を用い た．

　（7）式の よ うに波動関数は 1 に規格化 され て い るの で ，波動関数が 適当な完全系 ｛φη ｝で展 開

　　ψ｝（r）＝ Σ⊃φπ
σ吾i

　 　 　 　 　 　 　 n

されて い る とする と，状態密度 （32）式 は

D （・）一 Σ P 。 （・）
　 　 　 　 n

（33）

（34）

　　Dn （・・一
（芻・ Σ1囃 （・

一
・睡 　 　 　 　 　 （35）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t

の ように完全 系へ の 射影 と して の部分状態 密度 D π （ε）に分解 され る．｛iln｝の 角度成分 として球面

調和関数 を仮定 した とする と，状態を各原 子の 周 りの 球面波 に分 けて 表現 した こ と に なる．図 5

に非磁 性 Cr の全状態密度及 び原子周 りの 半径 1A の 球内の 球面波 に 射影 した部分状態密度を示す．

d 波部分状態密度を見 る と， それが全状態密度の 大部分を占め て い る こ とか らd 状態は 1A 程度の
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図 5： 非磁性 BCC −Cr の状態密度 ： （a）全状態密度 （b）s 波部分状態密度， （c ）p 波部分状態密度 ， （d）d
波部分状態密度 　フ ェ ル ミ準位が エ ネ ル ギ

ー
の 原点に と られ て い る．

範 囲に よ く局在 して い る こ とが読み 取れ る．
一

方 ， s 状態 や p 状態は そ の 密度が d と比 べ て た い へ

ん小 さ い ． フ ェ ル ミ準位 まで 足 しあげた sp 電子数 は約 1個程度 にな る の で sp 電子 はその多 くが

1A の 外 （挌子間領域〉に 分布 して い る こ とが分か る．バ ン ドの 底 （
− 8 〜 − 5eV ）で は s 波が支配

的で ， 自由電子的
8

で あ る こ とが 分か るが
， d バ ン ドの エ ネ ル ギー領域 （

− 4 〜 ＋ 2．5eV）で は d と

の 混成 （状態の 混ざり）の ため に 自由電子の様子 とは大 きな変化を示す．磁性で は d 電子が本質的

で s 電子の そ の よ うな振舞 い の重要性が あまり認識され て い な い が，核磁気共鳴やメ ス バ ウ ア ー

分光で観測され る超微細構造場は ま さ に その s 状態密度 を反映 した もの で ある．

10　バ ン ド計算法い ろ い ろ

　
一電子 方 程式が （1）式の よ うに与 え られれ ば

， あ と は具体的な結晶系 に対 して い か にそ の 式を

解 くかが問題 となる．そ の バ ン ド計算手法に 関 して は
， そ の時代 とともに多 くの 提案が なされ，ま

た改良が加 えられ て い っ た．個々 の 計算手 法 の説明は他書 ［2，
3

，
91に譲ると して，こ こ で はおお ま

か な計算手法の 発展の 歴史 と相互の 関係 に つ い て 述べ よ う．

　
一

電子方程式 （1）は二 階の偏微分方程式で あ るか ら，原理的に は 空間を 適当な メ ッ シ ュ に分割

し実空間で の 差分方程式 として解 く こ とが で き る． しか しなが ら，結晶 の 波動関数は プロ ッ ホ 関

数 と な る の で （29）式の よ うに平面波基底関数で表現 した り，結晶は もと もと構成す る原子の 集

ま りで あ るか ら （30）式の ように LCAO 基底関数で表現 す る こ とが一電子状態の 物理 的 な描像 を

8
自由電子 で は ，状態密度 D （ε）は （ε 一

ε。〉
監ρ

の よ うに振舞 う．
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跚 睡
／

隅 ）→ 嬲 → NCPP （1979）→ 腰

瓢；
　　　＼。，W （19，7，

＿ ＿ 、脚 975，＿ ＿ W 、、9、，
∠＿ ＿

LO 　basis

　 　 　 　 　 　 　 　 GB ，NB

／
＼
　 Cen（1933）一→ レ KKR （1947）一◎卜 LMTO （1975）一→ レ ーFP−LMTO − 一一

図 6： 基底関数展開に より分類し た バ ン ド計算手法の 歴史的関係図．PW ： Plane 　Wave
，
　OPW ： Orthog（F

nalized 　PW
，
　PP ： Pseud （Fpotential

，
　NCPP ： Norm −conserving 　PP，　USPP ： ULtra−soft　PP ，　PAW ： Projector

Augmentation　Wavel　APW ：Augmented 　PW ，　LAPW ： LineariZed　APW ，　FLAPW ： FuII−potential　LAPW ，

LO ： Local　OTbital
，
　GB ： Gaussian　Basis

，
　NB ：Numerical　Basis

，
　KKR ：Korringa −Kohn −Restoker

，
　LMTO ：

Linearized　MuMn 　Tin　Orbital
，
　FP −LMTO ： F／ill−potential　LMTO ．

得る の に適 して お り，また数値計算 を容易に す る こ とか ら歴史的に は そ の よ うな基底関数展開法

がバ ン ド計算法の流 れをつ くっ て きた．9 図 6 に 平面波基底関数 と局在基底関数で 分類 した バ ン

ド計算手法の 歴史的流れ を示す．平面波基底関数そ の ま まを用 い る流れが
， 直交化 された平面波

（OPW ）法 ［101 か ら擬ポテ ン シ ャ ル （PP ）法 ［11】へ の 流れ を作っ て い る．現状で は 第一原理的

に擬 ポテ ン シ ャ ル を構成す る ノ ル ム保存擬ポテ ン シ ャ ル （NCPP ）法 ［12］，ノル ム を保存 しな い

代わ りに電荷の 保存 を補償す る電荷分布 を導入 し擬ポテ ン シ ャ ル の 応用 を広 め た ウ ル トラ ソ フ ト

擬ポ テ ン シ ャ ル （USPP ＞法 ［13］が広 く用 い られ て い る．平面波 を AO 的な関数で 補強す る基底

は
， 補強さ れ た 平面波 （APW ）法 ［141 か らス タートし，線形 法 ［15］に よ る LAPW 法 ， フ ル ポテ

ン シ ャ ル 法 へ の 拡張 に よ る FLAPW 法 ［16】と展開し精度 と効率の 高 い 手法 とな っ て い る．ごく最

近 ， USPP 法 と FLAPW 法を橋渡 しす る方法 として 位置付け られ る射影補強波 （PAW ）法 ［17］が

提案 されて い る。
一方， 局在基底 を用い る もの で は，い わゆ る LCAO の 流れ として AO としてガ

ウ ス 基底 （GB ）を用 い るもの ， 数値基底 （NB ）を用い るもの があ る．基底の 変分の 自由度を拡

張 させ る平面波 との混合基底の 手法 も広 く用 い られ て い る．セ ル 法の 流れは原子の 周 りに定義 さ

れた部分波が周期境界条件で どの ような固有解をもっ の か と い う問題 として 解法が 与 え られ て い

る．Korringa−Kohn −Rostoker （KKR ）法 ［18｝は 自由電子の グリ
ー

ン 関数が 原子ポ テ ン シ ャ ル によ

り散乱 され る記述か らた い へ ん計算効率の よ い 手法 を与え て い る．そ こ に線形法 ［15］を適応 した

の が LMTO 法で あ り， そ こ で 通常仮定 され る原子球近似 （ASA ）の 短所を克服す るため に，フ ル

ポテ ン シ ャ ル 法へ の 拡張 （FP −LMTO 法） も提案されて い る．

　
9
計算手法 に お け る 最 近の 動向 を見 る と，オーダーN 法 や 並列 処理 に 適 した 計算 手 法 と して，実空 間 で の 解法 の 提

案や 応用 例が い くっ か 報 告 さ れ て い る．
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