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1 　 イ ン トロ ダ ク シ ョ ン

　ア ル カ リ原子の ボ
ー

ス ・ア イン シ ュ タ イン 凝縮体 （Bose−Einstein　 condensate 　 ＝ BEC ）で は 、 原

子の 持 つ ス ピ ン 自由度 ［1，
2］を利用して 、量子数 L （渦糸の 周 りの 位相変化が 2π L ）が 2 以上の 渦

を生 成する こ とが 可能で あ り ［3−5］、現在まで に L ＝2，4 の 渦の 観測が 報告 され て い る ［6，
7］。 渦糸

周 りの 回転の 運動エ ネ ル ギ
ー

を考えると こ の よ うな渦は エ ネル ギ
ー的に損で あ り、分裂 し て L ＝ 1

の 渦に な る と考えられ る 。

一
方 、系の エ ネル ギ

ーを保存 したままで も分裂 を起こ す よ うな機構が

存在する ［8
−10］。 本稿で は量子数 4 の 渦を具体例 に挙げて 、こ の よ うな渦の 分裂過程に つ い て 述

べ る 。

　以下 で は まず イ ン トロ ダ クシ ョ ン として、BEC 中 の 渦の 安定性に 関する議論 と 、 本研究 の 舞台

と なる量子数 4 の 渦の 生成方法に つ い て 紹介す る 。

1．1　 量子渦の 安定性

　1995 年、ア メ リ カ の マ サチ ュ
ーセ ッ ツ 工 科大学 〔MIT ）と コ ロ ラ ド大学 （JILA）の グ ル

ー
プ が ア

ル カ リ原子 （
87Rb

［11］，

23Na
［12D の 希薄気体における ボ ース ・ア イン シ ュ タイ ン 凝縮を実現 して 以

来、こ の 分野 は 理論的に も実験的に も精力的に研究され て きた ［13，
14】。 そ の

一
つ に 、超 流動に特

徴的な量子渦の 研 究が 挙げられ る 〔15］。 原子気体 BEC に お い て 、静止 した トラ ッ プ 中で超流 体だ

けが 流れ 続ける こ とが 可能で あろ うか 。 こ の 問題に 関し て 、トラ ッ プ 中 の 量子数 1 の 渦状 態で は

負 の 励起 エ ネル ギーを もつ 集団励起モ ードが 存在する こ とが示 され た ［16
−19］。

こ れ は 、もとの 状

態 よ りもエ ネル ギー
の 低 い

一
粒子状態が存在 し、原子が こ の 状態に移 る こ とで 渦が 崩壊する こ と

を意味する。つ まり、渦状態は エ ネル ギー汎関数の極小点で はな く常に 鞍点で あ り、 凝縮体は エ

ネル ギ
ー
障壁 を越える こ とな く渦 の ない 低エ ネル ギ ー状態に移 り変わ る 。 量子渦は それ 自身で 消

滅 する こ とはな い の で 、最終的に凝縮体 の 外 に逃げ出し て 消える。量子数 2 以上 の 渦に 対 して も

同様に 負の エ ネ ル ギ
ー

を持 つ 励起が存在し、こ れ は渦の 分 裂を引 き起こす 。 分裂後 、最終的に は

や は り凝縮体か ら抜け出す 。

1
本稿 は 、編 集部 の 方 か ら特 に お 願 い して 執 筆して い た だ い た 記事で ある 。

2E −mail ： yuki◎scphys ．kyot（Fu ．ac ．jp
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　 こ こ で 注意した い の が 、上 記の過程には必ずエ ネル ギ
ー

の 散逸 を伴 うとい う点で あ る 。 凝縮体

は エ ネル ギ
ーの 低 い 状態に 移るの で 、エ ネル ギ

ー
の は け口 が 必要 とな る 。 トラ ッ プ 中の 原子気体

の 場合、こ れ を担 うの は熱励起した非凝縮状態の 原子と の衝突で ある 。 したが っ て温度が 低 くな

るほど 散逸が小 さ くな り、 渦の 崩壊は非常に ゆ っ くり起こ る こ と に なる 。 実際、量子数 1 の 渦に

つ い て は非常に長寿命の 渦が 観測 され て い る 。

　で は L ≧2 の 渦の 場合 も 、 十分低温で 散逸が ない と見なせ る場合には分裂は起 こ らな い の で あ

ろ うか 。 こ れに対 して Pu らは ［8］、量子数 2以上の 渦状態では複素固有値をもつ 励起が 存在 し、

散逸の ない 場合で も渦の 不 安定化にな りうる と指摘 した 。 励起モ
ー

ドの 時間発展が e
− i“ ’t

で ある こ

とを考える と、複素固有値の 励起が 摂動として少し で も混ざれ ばそ れが指数関数的に 成長し、渦

状態が壊れ る こ とに な る。 そ こ で我 々 は複素固有値励起に よ りど の ような不安定化が 起こ るか を、

具体的に量子数 4の 渦状態に つ い て考察した ［10］。

1．2　 量子数 4 の 渦の 生成方法

　こ こ で 、本研究で 取 り上げる量子 数 4 の 渦の 生成方法に つ い て 紹介 して お く ［3−5】。

　ア ル カ リ原子の よ うに 原子 ス ピ ン F を持 つ 原子は 、磁場に よ り空間 に トラ ッ プす る こ とが 可能

で あ る 。 BEC が 実現す る よ うな十分低温 （〜数十 nK ）に 冷や され た 原子 は磁場 中 をゆ っ く り移動

し、磁場方位が 空間変化 して もそれ を断熱的に感じ る 。 そ の ため磁場が 十分強け れば 、 原子ス ピ

ン が磁場に平行な原子 は平行な状態を 、反平行な原子は反平行 な状態を保 っ て 運動す る 。
こ れ を

断熱定理 と言 う。 こ こ で の 磁場強度の 基準は 、Larmor 歳差運動の 1周期 の 問に原子が感じ る磁場

方位の 変化が 2π に比べ 小 さい か ど うか で ある 。 Zeeman エ ネル ギー y ＝御 μ
F ・B を考慮す る と、

（7μ
＞ 0 の 場合

3
）磁場 に平行なス ピ ン をもつ 原子は 磁場の 弱い方が エ ネル ギ

ー
が 低 くな る 。 した

が っ て 空 間に磁場の 極小点を作ればそ の 周 りに 原子を トラ ッ プ する こ とが で きる 。こ の よ うな状

態は弱磁場 シ
ー

キ ン グ状態 （weak −field−seeking 　state ＝ WFSS ）と呼ばれる 。 逆に、磁場に反平行な

ス ピ ン を もつ 原子は強磁場シ ーキ ン グ状態 （strong −field−seeking 　state ＝SFSS）と呼ば れ 、よ り磁場

の 強い 領域 を好む 。 しか し自由空間で は磁場の極大を作れ ない た め 、磁場 に よ りSFSS を トラ ッ プ

す る こ とはで きない 。

　具体的な磁気 トラ ッ プ とし て は 、図 1 に示すよ うな Ioffe−Prichard（工P ）トラ ッ プが 挙げ られ る 。

四本の 線電流が xy 方向に四重極磁場 B ⊥
＝ B ⊥（2・cos （

一θ）＋ ψsin 〔
一θ））を作 り、ヘ ル ム ホ ル ッ コ

イ ル が z 方向の 磁場 B
。
　＝・　2（Bo −F　Bftz2／2）を作っ て い る 。z 方向の 閉 じ こ め は xy 方向の 閉じ こ め

に 比べ て緩 く、また、トラ ッ プの 中心付近で は B ⊥
：B ’

r と近似で きて 、

B ・… 一 　B ． ・ 昧 欟 l！ （1）

　
3
磁 気 回転比 7 μ

の 符号 は 原 子 に よ る。今 は
s7Rb

に あわ せ て 7 μ
＞ 0 に と っ た 。7 μ

〈 0 の 原 子 で は 磁 場に 反平行な

ス ピ ン を持つ 原子が トラ ッ プ され る e

一788 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

原了気 体BEC に おける 量子渦の 分裂

（b）

y

図 1： IoffePrichardトラ ッ プ 。 （a ）四本の loffeバ ーとヘ ル ム ホ ル ツ コ イル か らなる 。 （b）xy 面内方

向の 磁場は 四重極磁 場にな る 。

と書ける 。 さら に 、 原子ス ピ ン F ＝ 2の 原子で磁場方向に量子化軸を とっ た時の 磁気量子数 m ヨ2

の状態 を考え る と 、 トラ ッ プポ テ ン シ ャ ル は原点付近で

　　　　　　　　　　　　　V ・r・… 　2h… ［B ・ ＋ 1（誓・
’
＋ Blr・2）］

　　　　　　　　　　　　　　　・ V・ ・IM・ft。 （・
2

＋ ・
2
の 　 　 　 　 （・）

と近似 で き る 。 M は 原子 の 質量 で あ り、後半の 式で ω HO ，
λ を定義して い る 。 ω HO は トラ ッ プ周

波数 と呼ば れ 、ト ラ ッ プ の 閉じ込め の 強 さを評価する の に 用い られ る 。

　渦は ト ラ ッ プ磁場の B
。
の 向きを反転させ る こ とに よ り生成され る 。 簡単の ため z 方向の 閉 じ込め

ポ テ ン シ ャ ル を無視 し 、 磁場の z 成分は Bo で
一
様だとする 。 原子の 分布 して い る範囲で Bo 》 B ’

r

で ある とす る と、磁場は ほ ぼ ＋ z 方向を向き、トラ ッ プ された原子の ス ピ ン は ＋z 方向に偏極 して

い る 。 適当な速度 ［2〔F22 ］で 磁場を Bo → 0 →
− Bo と変化 させ る と原子ス ピ ン は磁場変化にあわ

せ て 向きを変え 、最終的 に 一z 方向を向 く。こ こ で の ポ イ ン トは 、四重極磁場があ るため に ス ピ ン

の 回転軸が 場所 に よ っ て 異な る とい う点で あ る。始状態、終状態に お ける原子 ス ピ ン の 方位はそ

れ ぞ れ 揃 っ て い る が 、途中 の 回転方向が異なる た め に 、終状態で は場所に依存した位相が現 れ る 。

　具体的に F ＝ ・ 2
，
m ＝ 2 の 状態の 回転を見 て み よ う。 Bz の 反転に よ り、ス ピ ン は軸 fi… 　di　sin θ＋

雪cos θの 周 りに π 回転する （図 2）。
こ の 回転をオイラ

ー角を用 い て 表現す ると、α 軸周 りの 角度

φ回転を R α （φ）と書 い て 、R
。 （一θ）窺 （π）Rs （θ）と表 され る。これを状態 i2＞に作用 させ る と、

　　　　　　　　　　　 π 。 （
一θ）N （・）π 。 （θ）12＞− e

’F ・θ
e
−’F

・
π
e
”’F ・e　12＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ＝ ・

−2iθ
・
iF・e

・

”iF
・

π
　12＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 一・

−2ieeiF ・θ　a− 2＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ＝e
−4ie

　1− 2＞
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図 2： 四重極磁場 中で の 磁場 と回転軸の 空 間変化 。

とな り、
ス ピ ン 状態が 12＞→ 1− 2＞に移 ると同時 に、量 子数 4 の 渦が 現れ るこ とが わか る 。 F ＝

1
，
m ＝1 の 状態に つ い て も同じよ うに計算で き、量子数 2 の 渦が生 成 され る 。

　量子渦に 関する実験では、楕円形にひず ませ た トラ ッ プ を回転 させ て 渦を生成す る方法 ［23，24］
が よ く用 い られ て い るが 、

こ の場合は 回転の 角速度 を上げて凝縮体 に大 きな角運 動量 を与え る と

量 子数 1 の 渦 の 数が 増えて い く。 それ に対 して 、上 記の 方法を用 い れば 量子数 2 以 上 の 渦が 生成

可能 とな る 。 実際に こ の 方法に よ り、 量子数 2
，
4 の 渦が 観測 され た ［6］。 また、つ い 最近で は量子

数 2 の 渦の 分裂過程が 観測され ［7］、 その 時間発展が複素固有値に依存して い る よ うな振舞い もみ

られ て い る 。

2　 ボ ー
ス ア イ ン シ ュ タ イ ン 凝 縮体の 一 般論

　こ の 節で は 、原子気体 BEC の
一

般的な理論 を紹介する 。 ア ル カ リ原子の よ うに ス ピ ン 自由度 を

持 っ た凝縮体は 、そ の 自由度に対応 した多成分の 秩序変数に より記述 され る ［1，2］。 しか し磁気 ト

ラ ッ プに よ り捕獲 され た凝縮体は、1．2 節で 述べ た断熱定理の ため に磁気状態が固定 され て し まう。

したが っ て トラ ッ プ中 に
一

つ の ス ピ ン 成分だ けを捕獲 した場合は 、超流動
4He

の よ うに 一
つ の 秩

序変数に よ り凝縮体を記述す る事が 可能 とな る 。

　こ こ で 紹介す る理論は 、当初 は超流動
4He

を説明するため に考えられ た理論で あるが ［25］、今

で は こ の よ うな 1成分 の 原子気体 BEC を記述 する 理論と して広 く用 い られ て い る。弱結合の 範囲

での理 論な の で 、 粒子数密度が 大 きく粒子間相互作用が強い 超流動
4He

に対して はあ まり精度が

よ くな い の に対 し、希薄で 相互作用の 弱い 原子気体で は 非常に よ い 近似 とな っ て い る 。 本研究で

は絶対零度の 系を考えて い る の で 、こ こ では T ＝ 0で の 理論にとどめ てお く。
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2 ．1　 平均場理論

　まず 、 考えて い るボース 粒子の 場の 演算子を Ψ（r）とお く。 熱浴と粒子をや りとりで きる場合を

考え、化学ポ テ ン シ ャ ル を μ として 第二 量子 化に よ り相互作用 す る系の ハ ミル トニ ア ン を記述す

る と、

κ ＝H 一
μN

− 1・・　・
・
（r・［

一盖・
・
＋ 恥 漁 ・・ lf・・f・・

’

　・
’
・r・・…

’

・… ，
・

’

・…
’

・・・… （・・

とな る 。 M は原子の 質量 で あ る 。　V （r）は外部ポ テ ン シ ャ ル を表すが 、 こ こ で は式 （2）の トラ ッ プ

ポ テ ン シ ャ ル を念頭に置 い て い る 。 U （r ，
　r

’

）は位置 r と rt に い る原子間の 相互作用を表 し て い る 。

想定す る系は非常 に希薄で ある として 、こ こ で は接触型ポ テ ン シ ャ ル

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4π h2a
　　　　　　　　　　　　　σ（r ，r

’

）耳9 δ（r
− r

’

），　　 9 ＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （5）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 M

を用い る 。 十分低温で は 5 波散乱の み が効 き、相互作用の 強さは 8 波散乱長 α に よ り記述 され る 。

本論文で は斥力相互作用する 原子を考えて い る の で 、以後、α ＞ 0に限定して話をすすめ る 。 代表

的な原子の 散乱長 とし て は 、
23Na

： 2．6　nm 、87Rb
： 5．6　nm で ある こ とが知 られ て い る 。

　ハ ミル トニ ア ン （4）よ り、 Ψ に 対する Heisenbergの 運動方程式は

　　　　　　　　　　ih
∂11i（i7・｛it）一［｛i｝（・

，
t），
R］

　　　　　　　　　　　　　　　一（
一＋9・

・
＋ v …

一
・）・・ ・・・・・ 　 　 …

となる 。 系の 大部分が 凝縮状態にある とす る と、場の 演算子は凝縮 部分 ζ（r）aoと非凝縮部分 （ゆ

らぎ部分）φ（r）に分 けて

　　　　　　　　　　　　　　　　 Ψ（・）一ζ（・）a・ ＋ φ（・）　 　 　 　 　 　 　 　 （7）

と書ける 。 （（r）は基底状態の 一粒子波動 関数で aoは こ の 状態に対す る消滅演算子で ある 。
マ ク ロ

な数の 粒子が基底状態に凝縮 して い る こ とか ら 、 aoは凝縮粒子数の 平方根 v厮 で 置き換 える こ

とがで き、

　　　　　　　　　　　　　　　　　Ψ（r）＝・　W（r）＋ φ（r）　 　 　 　 　 　 　 　 　 （8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　 Ψ（・）≡ く（・）〜碼 　 　 　 　 　 　 　 　 （9）

と表され る 。 Ψ（r ）は 凝縮体の 波動関数で 、凝縮 相 を特徴づ け る秩序変数となる 。 非凝縮成分の 統

計平均は 〈φ（r）〉＝0 で あ り Ψ（r）は 場の 演算子 の 統計平均 〈Ψ（r ）〉に 等しい
。

　十分低 温 で 大多数 の 原子が凝縮状 態に あ る場合 、φは Ψ に 比べ て 十分小 さ く、その 寄与は 無視

で きる
。

こ の と き 、 式 （6）は凝縮体 の 運動方程式

　　　　　　　　　　　・・祭一（
一譱・

・
＋ v （・）・

一
… ＋ ・1・1・）・ 　 　 ・…
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となる 。 こ の 式は Gross−Pitaevskii（GP ）方程式 と呼ば れ る 。 また 、 粒子数密度 も同様に し て
、

　　　　　　　　　　　　　　　n （・）； 〈9†
（・）Φ（・）〉・・　1Ψ（・）12　 　 　 　 　 　 （11）

と近似 で きる 。 また、化学ポテ ン シ ャ ル μ は 、粒子数の 規格化条件

　　　　　　　　　　　　　　　　　　fd・図 2
− ・ 　 　 　 　 （・2）

に より決ま る 。

2．2　 渦の 量子化

　GP 方程式 （10）か らは凝縮体の 動力学が 考察で きる 。 凝縮体密度の 時間変化 は 、 式 （10）を用

い て

　　　　　　　　　　　　霧一

∂（1：1’L）一一昜▽ ・
（Ψ

・

▽Ψ一Ψ▽v ）　 　 （・3）

と書ける 。 これ を連続の 方程式と対応させ ると、凝縮体の 運ぶ 運動量密度が

　　 　　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 h
　　　　　　　　　　　　　　　j・

一

豕 （V ▽ Ψ 一Ψ▽ Ψつ 　 　 　 　 　 （14）

で表せ る こ とがわ か る 。 こ こ で 秩序変数 を粒子数密度 π （r ，
t）と位相 q （r，　t）に分けて Ψ ＝

N／iieig

と書 くと、

　　　　　　　　　　　　　　　j・
　一　M ・ （缶・の・ 甑 　 　 　 （15）

となる 。 右の 等式が 超流動速度 Vs の 定義式で あ り、超流動速度は位相の 勾配で 表わ され る 。 こ の

ような速度場はポ テ ン シ ャ ル 流 と呼ばれ 、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　▽ XVs ＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（16）

を満たす渦なし流で ある 。 したが っ て 、流 体が単連結領域にある ときに は 、 閉じた経路 に 沿 っ た

速度場 Vs の 循環はゼ ロ とな る 。 しか し流体が 多重連結の 領域にある とき （例 えば トーラ ス 容器中）

に は 渦流が存在 し て よい
。

こ の場合 、秩序変数は 波動関数の 性質を持 つ こ とか ら
一

価 関数で あ り、

経路に 沿 っ て
一

周した と きの 位相 V の 変化は 2π の 整数倍に限 られ る 。 する と循環は

　　　　　　　　　　　　f・
・　・d・ 一翻 … d・ 一耆… 一 ・ L 　 　 （・7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（L ＝ 0
，
± 1

，
土 2

，

…　）

と表され 、κ （≡ h／M ）を単位 として 量子化 され て い る こ とが わか る 。 L を渦の 量子数と呼ぶ 。

　円筒対称な容器中に循環 κL の 超流動流が ある とし よ う。 容器 内に 半径 r の 円形の 経路 を考え

る 。 経路上 で 超流 動速度が
一
定で ある とする と、速度場は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　ら

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ・
・
一

瀛
五θ 　 　 　 　 　 　 （18）
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と表され る 。 こ こ で 、経路の 半径 r も小 さ くして い くと、速度場 は明 らか に r ＝ 0 で発散し、こ

の 点は特異点にな る 。 通常、こ の 特異点を回避するために 、渦芯部分で は超流動が 壊れ秩序変数

はゼ ロ に な っ て い る 。 凝縮体 自体が 多重連結な構造を とること で 、 量子渦が存在で きる の で ある 。

また 、 渦度 （▽ xv
、）もこの 超流動の壊れ る領域に集中して い る の で 、 式 （16）と矛盾しな い

。 渦度

に はわ き出しも吸い込み もない の で 、こ の よ うな特異点は単独で は存在せ ずに 線と して つ なが り

渦糸となる 。 さらに渦糸は とぎれ る こ とが な く、それ 自身で 閉じ る か容器の 端で 終 わるか の ど ち

らか である 。

　GP 方程 式 （10）か ら定常な渦芯 の 構造 を もう少 し詳 し く調 べ てお こ う。 円筒座標系 （r ，
θ

，
x）の

中心 r ＝ ＝ O に量子tw　L （＞ 0）の 渦糸を考え、簡単の ため トラ ッ プポ テ ン シ ャ ル を無視して渦糸か ら

十分遠方で の 粒子数密度 を no とする 。 r が 大 きい とこ ろ で の GP 方程式か ら 、 化学ポ テ ン シ ャ ル

は μ ＝ gno とな る 。 ここで 、秩序変数を Ψ（r）＝ 　Vil5A（r）eiLe と書 くと、渦糸上 で は速度場は発

散す る た め に原子は存在で きず A （0）
・
＝ 0で 、渦芯か ら離れ る に つ れ て A → 1 に 向か っ て 秩序変

数が 回復 して い く。 渦糸近傍で は 式 （10）の 右辺第
一
項の 運動 エ ネル ギ

ー
が支配的に な り、これが

化学ポ テ ン シ ャ ル に等 し くなる と こ ろ で 秩序変数の 空間的変化が最大 となる 。
つ ま り秩序変数は

コ ヒ ーレ ン ス長

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 h　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　　　　　　　ξ＝

、娵
＝

vgiEiii6　 　 　 　 　 （19）

程度の 距離で 回復 し、これ が渦の 典型的なサ イズとな る 。 実際、式 （10）か ら時間的に定常な A （r ）

を求め る式は

　　　　　　　　　　　　・
・

（
d2　　1　 d　　L2

dr2
＋ F〜茘

一
1，）A ・ ・ − A ・

一 ・ 　 　 ・…

と書け、r → 0で の 漸近解

　　　　　　　　　　　　　　　　　　畔 （1）
L

　　　　　　 （21）

か ら、秩序変数 の 空間変化が ξの ス ケ
ー

ル である こ と が わか る 。

2。3　 Bogoliubov 理論

　次に 、式 （8）の 非凝縮成分 φを考え、励起状態 を求め る Bogoliubov 方程式を導 く。 式 （8）をハ

ミ ル トニ ア ン （4）に代入 して φの 2次まで展開する と、Bogoliubovハ ミル トニ ア ン

　　　　ft・ − 1晒 ・（一譱・
・

＋ y ω 一
・ ＋9i・・

2

）・ω

　　　　　　・μ［5
・

（
一鈩 ・ V ・r ・

一
μ ＋ ・gl・1・）6・ 妾（噸 ・ 剃 （22）

一 793一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

川 口　山紀

が 得られ る 。 φの
一次の 項は、Ψが 式 （10）の 定常解である とする と消える 。 式 （22）が φ，φ

†に つ

い て の 二次形式で あるこ とか ら 、 次の
一
次変換に よ りハ ミル トニ ア ン の 対角化を考える 。

　　　　　　　　　　　　　a（・）一・
’p（「1

Σ
’

（・
・（・）・・珂 （・）・｝）　 　 　 （23・）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 j

　　　　　　　　　　　　参（・）− e
” ・〔「

Σ
’

（袴（・）・｝・ 吻（・）・・）　 　 　 （23b）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 j

ただし g（r）は Ψ（r ）の位相であ り、Σ
’

は凝縮状態そ の もの に相当す るモ ードは 除 くこ とを意味

す る 。 α ゴ，
α｝は準粒子の 生成消滅演算子で 交換関係

　　　　　　　　　　　　　　　　　　［・ ・，
・1］一幅 　 　 　 　 　 （24・）

　　　　　　　　　　　　　　　　【・ j，
・

・］一［・；，
・1］一・ 　 　 　 　 （24b ）

を満たす 。 固有値方程式

　　　　　　　　　　（
つ

聯   礪 1。のω一 wj （　11）　 ・25・

　　　　　　　　　　　　　・ ≡ 一十？［・ ・ 酬 ］
・

＋ V 〔・）一・ 　 　 （26）

を考える と、固有値 ω
ゴ
が す べ て 実数で ある場合は

4
規格直交関係

　　　　　　　　　　　　　　　f・・ （噺 啣 ）一・6・k 　 　 　 （27・）

　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　 dr （tiJ
’Vk 　

一
　VjUle ）； 0 　 　 　 　 　 　 　 　 〔27b）

が 導け、こ の とき式 （22）は

　　　　　　　耐 ・・ V （・）（一譱▽
2

＋ V （・ ）一μ ＋9i・12）・（r・

　　　　　　　　　　
一

写
’

・4轍 ）12＋
写

’

・
・fdr（1・・12− 1…12）・｝… 　 28・

と対角化で きる 。 式 （25）の対称性か ら、（Uj ，
VJ ）が 固有値 ω

ゴ（こ こ で は実数に 限る）の 解で あれば

＠∫，
u ｝）は 固有値 一

ω
ゴ

の 解 とな り同じ状態を表す解が 二 つ ずつ 得 られ るが 、 式 〔27a）の よ うに 規

格定数を正に と る こ とで 重複を さけて い る 。 こ の と き式 （28）よ りω
」
が励起 エ ネ ル ギ

ー
に 相当す

る こ とが わか る 。 また式 （10）よ り、uo （r）＝ − vo （r）＝ 1Ψ（r）1は式 （25）の 固有値 ω o ＝ 0 の 解 に

な っ て い る 。 したが っ て 、粒子 は 式 （25）の
一粒子状態 に凝縮して い る こ とが わか る 。 Σ

’

は こ の

（Uo ，
Vo ）を除 くこ とを意味 し て い る 。

4
複素固有値を含む場合は 第 3 節で 述べ る 。
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2．4 　 定式化

　こ の 節の 最後に 、 以後の 議論で 扱 い やす い よ うに必要な式をまとめ て お く。 式 （2）， （10）から ト

ラ ッ プ中の BEC に つ い て の GP 方程式は

　　　　　　・・讐一 ［
一

，F？・
・
＋IM軸 ・

＋ y
・

＋ ・
・

）＋
4

要1・尸一
・］・ 　 ・29・

と書け る 。 た だし 、 トラ ッ プ 中心で の Zeeman エ ネルギー 2h7
μ
Bo だけエ ネル ギー

の ゼ ロ 点をずら

した 。 λ は r 方向と z 方向の 閉じ込め の 強さの 比で あ り、 第 1節で紹介した IP トラ ッ プ で は λ 《 1

とな っ て い る 。 しか し 、 秩序変数 を 3次元空間で取 り扱 うの は大変なの で 、 こ こで は λ 》 1 と想

定 して 平べ っ た い パ ン ケーキ型の 凝縮体を考え、秩序変数を 2次元空間で扱うこ とに する 。 z 方向

の 振動子の エ ネル ギー準位 間隔 ）Lhω HO が 相互作用 エ ネルギ
ー

よ りも十分大きい 時 、秩序変数の z

依存性は一次元調和振動子 の基底状態

　　　　　　　　　　　　・b… ）一 （
　　λ

2略 o ）
埆

即 （
一

鋼 　 　 ・…

で 近似で きる 。 ただ し αHO ≡ 　 h／2M ω HO と定義した 。 そ こ で秩序変数を Ψ（r ，
　t）≡ ψ（x ，

　Y ，
t）sbz（z ）

とお い て式 （29）に代入 し、z 方向に積分する と 、

ih
∂ψ（
響 一 一鍬券・ 券）・ iM・k・… ＋ y

・

）
一

・ ＋ ・
4

〜鋳1・1・ ψ （31）

と書 き換 えられ る 。
こ こ で は再び 、 z 方向の 調和振動子エ ネル ギー SAhω ．． だけ エ ネ ル ギ

ー
の ゼ

ロ 点 をずらした 。 また 、

　　　　　　　　　　　　　　。 ．
∫d・1th・ （・ ）14

一 　 λ

　　　　　　　　　　　　　　　　 ∫dzlthz（Z ）12　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4略 o

とお い た 。 ∫dzlψ、12　＝ 1で ある こ とか ら ψ（x ，
　y，t）は 全粒子 数で 規格化され て 、

〃娜 圃
2

− N

（32）

（33）

とな る 。 さら に変数変換

　　　　　… t − ・・
’ （

x 　 　 写
　 　 　 ，

α HO 　 αHO ）一 （XI　・），　 ge’

：f°th− ・， 毳。

一
・ （34）

に よ り変数 を無次元化し て お く。 こ の 変換 に よ り、 無次元化 した （x ， y）空間で の GP 方程式

　　　　　　　　・寄一 ［一（
∂
2　　 ∂

2

扉
＋

∂y2）・ 1・x ・
＋・・…一

… ＋ … 1・ ψ 　 　 ・35・

が 得られ る 。 規格化 は ∫∫dxdy　liP12＝ 1 となる 。 また 、η
＝ 8πaCN 　 ＝ 　4佩 （a！aHO ）／＞ は相互作

用 の 強さを表す量 で 、 粒子tw　N で 決ま る こ とか ら実験的に も制御可能な量で ある 。 そ こ で 以下で

は 、η をパ ラ メ
ー

タ と して 渦の 安定性に つ い て 議論して い く。
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3　 安定性解析

　こ の 節で は 、渦状態の 微小 な摂動に対する応答か らそ の 安定性 に つ い て議論す る 。 励起に複素

固有値モ ードが 現れ る こ とを確認 し 、 そ の 起源につ い て 考察する。本研究で は 複素固有値励起に

よる渦 の 崩壊 に関心がある た め 、絶対零度で 全て の 原子が凝縮状態にあ りエ ネル ギーが保存 した

系を想定して い る。エ ネル ギー散逸 に よる崩壊は考えて い な い
。

3。1　複素固有値解 と安定性

　まず量 子数 L の 渦糸を含ん だ凝縮体 の 定常解を求め 、そこ か ら の ゆ らぎに対する応答を調 べ る 。

渦糸が トラ ッ プ 中心に 位置 し凝縮体はそ の 周 りに軸対称で あ るとす ると、定常状態の 秩序変数は

　　　　　　　　　　　　ψo（r ，
θ）＝ A （r）eiL

θ
，　L ；Oi　1

，
2

，

・一
，　　　　　　　　　　　　　　　　（36）

と書ける 。 超流動の 流れ る方向を決め て L ≧ O に限定したが、一般性は失われ な い
。 （r ，

θ）は 二 次

元極座標で あ り、また式 （35）よ り A（r）は

　　　　　　　　　　　　　　　　［P （L）＋ ηA （・）
2
亅A （・ ）− 0 　 　 　 　 　 　 　 （37）

　　　　　　　　　　　　　D （・）≡ 籌 一藩君 ・i・ ・
　一　・　　　　　（38）

を満たす実関 数で ある 。 化学ポ テ ン シ ャ ル μ は規格化条件

　　　　　　　　　　　　　　　　・・　f。
° °

rd ・・｛・（・）｝
2 − 1 　 　 　 （39）

に よ り決 ま る 。

　BEC の 安定性 を調べ る ため には 、こ の 定常状態に微少な摂動加えて 、その 応答 を見れば よ い
。

まず、微少な複素関数 fを用 い て 秩序変数を

　　　　　　　　　　　　　　ψ（r，　e，t）＝ ［A （r ）＋ f（r ，
　e

，
t）】eiL

θ
　　　　　　　　　　　　　　（40）

と変形する 。 fが θに 関し て 周期 2π の 周期関数で あ る こ とを考慮する と、fは フ
ー

リエ 級数を用

い て

　　　　　　　　　　f（r ，
e

，
t）一 Σ ［Ul （・

，　t）e
“θ

珂 （r ，　t）・
一”θ

］・ 　 　 　 （41）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ‘＝0，1，2，…

と展開で きる 。 ψ（r ，
　e

，
　t）を式 （35）に代入 して ∫に つ い て線形化する と、式 （35）の 非線形項か ら ε

と 一‘の 成分が相互作用す るこ とが わか り、（Ul ，
　Vt）

T
に つ い て の 時間発展の 方程式

　　　　　　　　　　　　　　　　鋼 一謡 （
冠tVl

）　 　 ・・2a・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・一儲）　 　 　 ・42b・

　　　　　　　　　　　π 一 （
つ（L

惚
2η

  累 2ηの　 ・・2c・
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が 得られ る
。 したが っ て 、摂動に対する応答をみ る に は （u1 （T ，

　t），
Vt （r ，

　t））
T

・＝ e
−i“’tt　（Ul （r），

　Vt （r））
T 　

・ ．

e
−iWttWl

（r）とお い て 、固有値方程式

∂HiWtn（r ）＝ωtnWl 。 （r ） （43）

の 固有値 ω ln に つ い て 調 べ れ ば よ い 。こ の 固有値方程式 の 解は 無限に存在す る の で 、異なる モ
ー

ド を区別する た め に動径方向の 励起準位を表す添え字 n を付けて ある。また、固有値 ω ln は Wtn

の 時 間発展 を表す固有振動数で あ っ て 、 励起エ ネル ギ ーで はな い
。 後で 述 べ るが

一般 的 に は励起

エ ネル ギ ーは式 （49）で 与えられ る 。

　ω tn が 実数で あれ ば それ に対応す る摂動 Wln の 時間変化は 定常で 、増加 も減少もしな い
。

っ ま

りこ の よ うな摂動に対して ψo は 安定で ある 。

一方固有値が複素数で あれば 、摂動は その 虚部の 符

号に応じて指数関数的に成長 また は 減衰する
。
37tlは 非エ ル ミート行列な の で 複素固有値解が 存

在して もよ く、また式 （43）の 複素共役を考える と 、複素共役な固有解は 常に ペ ア と し て 存在する

こ とが わか る 。
こ れ らに対応す る摂動が 加わ る と一

方は 成 長し、もう
一

方は 減衰す る 。 成長する

モ
ー

ドはた とえ無限小で も加わる と指数関数的 に成長し、秩序変数は ψ。 か らど ん ど ん ずれ て い っ

て しま う。 したが っ て 、 複素固有値 の 存在は ψo 自身が不安定で あ る こ と を意味す る
。

　以上 の こ とか ら 、
こ こ で は固有値方程式 （43）の 解集合 の 中に複素固有値が 存在するか ど うか と

い う観点か らψo の 安定性を議論する 。

3．2　固有解 の規 格 直交 化

　こ こ で 、式 （43）の 固有解の 性質をまとめ て お く ［26］。 まず 、 式 （43）の 固有解に は位相の 任意性

が あるが 、固有値が実数で ある場合には Wln が 実関数に なる ように 位相を決め る こ とに す る 。 固

有値が 複素数で ある場合は Wln も複素関数になる 。 こ の 位相に つ い て は後で 決め る 。

　式 （43）の 解であ る二 つ の 固有モ ード Wtm ，n を考 え、固有値をそれぞ tL　Wlm ，n とする 。 7tlは エ ル

ミ
ート演算子で あ り、伊 7d ア w 鴛箱 肋 m

篇 ぽ アdγ w 簾冗iWin を満たすの で 、 これ と式 （43）を用

い て関係式

（・ 1・ ・
一

・Wln ）f。
°°

rdr ・ T… … ・ （44）

が 導か れ る 。 したが っ て 、 二 つ の 固有状態が 異な る固有値 を持 つ 場合 （Wlm ≠ω ln）二 つ の 状態は

直交す る 。
つ ま り、 直交化条件は

f。
°°

雌 ・ 器… バ ∠
°°

臨 ・… ・編 一・ （45）

と書ける 。 特に 、
Wt が複素固有値 碕 を持 つ 場合、こ れ と複素共役な モ ード 弼 は 固有値鍔 の 固

有 モ
ー

ドとな る 。 勘 ≠鍔 で ある こ とか ら こ れ らは直交して

f。
°°

畍 嘱 一f。
°°

rdr （1・・t・
2
ヨ ・12）一・ （46）
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となる 。 また 、 式 （44）か ら 席 7d7 　w 毘aw1π
の 値を

・・f。
°°

rd ・ wr
・
a・ 1・ 1− 1 （47）

と規格化する こ とがで きる。こ の 積分値は、複素固有値モ ードに対し て は
一

般に複素数に な り、実

固有値モ
ー

ドに対 し て も Wln の 関数形に よ っ て 符号が変わ る の で 絶対値をつ けて ある 。

　こ こ で 、 Bogoliubov方程式 （25）に もどっ て wtn の 物理的意味を考えてみ る 。 式 （43）は Bogoliubov

方程式 （25）に

u
ゴ（・）− e

記θ
蝋 ・），

・ゴ（・）
一 ・

’1θ
・・． （・）， V（・）− Lθ （48）

を代入す る と得られ 、eiteWln が
一粒子励起の 波動関数に な っ て い る こ とがわか る 。 2．3 節で 述べ

た ように 、 Bogoliubov 方程式には等価な 二 つ の 固有解が 存在す る 。
ハ ミル トニ ア ン の 対角項 α；αゴ

の 係数が

・4姻
2 −

【酬
2
） （49）

となる こ とか ら、規格化条件 （27a）を満たす もの を採用すれば 固有値 ω
」
を励起エ ネ ル ギ

ー
とみ な

すこ とが で き 、 か つ
、 重複 を さけるこ とが で きる 。 式 （43）の 場合は 1≧ 0 に制 限す る こ とで 重複

を避けて い るが
5
、∂π一1 に つ い て の 固有値方程式を考えると

a・・1−i（
VlnUln

）一一

《葛⇒ （50）

が成 り立つ
。 したが っ て

・・f… 　（1… 12− IVI・ 12）・ ・ （51）

で あ る場合 に は 、Wtn は 角運動量 一1、励起 エ ネル ギ ー
　 eln ＝ 一

ω tn の 励起 と見な され るべ きで あ

る。そ こ で 、実固有値をもつ 解に対 して は

・・f。
e°

rd ・・｛・ r・ ｝T ・・ r・ 一 ・

・・f。
° °

・… ｛・ Y・ ｝T ・・ Yn− − 1

（52a）

（52b）

とお き 、 規格化定数の 符号に よ っ て W 塩と W 汽に分類する こ とに する 。 こ の ように定義する と、wVn

は角運動量 ε、 励起エ ネル ギ
ー

ε翫＝ω塩の 励起、w ｝』は 角運動量 一Z、励起エ ネ ル ギ
ー

ε塩 冪 一
ω la

の 励起に対応す る 。

　
一

方 、 複素固有値 をもつ モ
ー

ドに 関して は
、 式 （46）， （49）か ら励起エ ネル ギ

ー
が ゼ ロ の 励起で あ

る こ とがわか る 。 その ため 、エ ネ ル ギ
ー
保存系で あ るに もかか わ らず時間発展で励起 の 増加 ・減少

　
5
式 （41 ）中の 和 の 制 限か ら くる 。 複素固有値モ ー

ド に つ い て は規 格化 条件 （27a）が 成 り立 た ず、重複 を避け る 条件

と して使 えな い た め、こ こ で は 1≧ 0 とい う制 限に よ り重複 しな い よ うに し て い る。
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が 可能とな っ て い る 。 同様に 角運動量 の 保存を考える と、複素固有値モ ー
ドは 角運動量 もゼ ロ の

励起 とな る 。 励起の 角運動量を実固有値モ ー
ド の 時の よ うに は定義で きな い の は こ の た め で あ る 。

　最後に 、規格直交条件が 扱い やす くなる よ うに複素固有値 モ ードの 位相 を決めて お く。 実関数

か らな る 二 つ の ベ ク トル wR ・1 を用い て複素固有値 モ ードを

　　　　　　　　　　　　　　　　　・ t 一お（・
R

＋ i・ 1
） 　 　 　 （53）

と書 き、

・・∬… ｛・
R
｝
T
・・

R − 一・・f。
° °

rd ・・｛・
1
｝
Ta

・
t− ・

　　　　　　・・f。
°°

rd ・ ｛・
R
｝
T
・・

1
− ・

（54a）

（54b）

を満たす よ うに 匈 の 位相を決め る こ とにす る 。
こ の 条件か ら複素固有値 モ ード Wt は確かに式 （46）

を満た し、さらに

・・f。
°°

… 聯 ・
一・・f。

°°

rd … 1“a ・f− 1 （55）

と規格化 され る 。 2 つ の 複素固有値 モ
ー

ド 軌 ，
W 『はど ち ら も他の 実固有値モ ード とは直交 して い

る の で 、wRl1 も実固有値モ ー
ドと直交す る 。 また 、 式 （52）， （54a）を比 較する と、実関数 wR ，1は 固

有解では ない が 、それぞ れ 正 と負の 角運動量を持つ 励起 wu ・v に対応 して い る こ とがわか る 。 そ こ

で 、対応する準位 m
，
n を適当に 選ん で wR → wrn ，　wl → wYm と書 き、他の 固有 モ

ー
ド と同等に

扱 うこ とに する 。

　以 上 を まとめ て 書 くと、

・・f。
° °

rdr ｛
　 uWim

｝
Ta

・ 翫 一 一・・f，
e°

… ｛・ r・ ｝
T
∂・ ln− 6mn

　　　　　　　・・ f。
°°

・dr｛
　 凵

Wim ｝
T
・・ r・ 一・

（56a）

（56b）

と なる 。

3．3　 励起 ス ペ ク トル

　まず解析的 に扱える η ； O の 場合に つ い て 励起ス ペ ク トル の 様子を調べ て お く。 η
＝ 0で の 平衡

状 態は D （五）A （r）＝ 0 に よ り決 ま る 。 こ の 方程式の 固有関数 増 （r）と固有エ ネル ギ
ー
環 は解析

的 に得られ 、

増 ω 一〇ξ・
陶 ψ （r2 ／2）・

一
「
2
／4

　Eξ司 五1＋ 2n ＋ 1

（57）

（58）

とな る 。 錆（x ）は
一

般化された ル ジ ャ ン ドル 多項式で あ り、係数 σ需は規格化条件 2π ∫剛 γ1増 （r）12　＝

1 に よ り決まる 。 平衡状態として は最低エ ネル ギ
ー
状態をと り、 A （r ）＝ 碚 （r ）＝ C皆r ％

− T214
，μ

＝
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E舌＝ L ＋ 1 とお く。 化学ポテ ン シ ャ ル の 形か らわか る ように 、 渦度 L が大 きい ほ ど渦の エ ネル

ギ
ー

は大きい
。

　式 （43）は η
＝ Oで は相互作用項が 消えて 、独立した二 つ の固有値方程式

つ（五＋ りUtn ニ ω 刷 。

1）（ム ー
のVln 竺一

ω lnVln

（59a）

（59b）

とな る 。
こ の 解は前述 の 固有解 増 （r ）を用 い て書け、Uln （r ）＝ F

．

L＋ 1
（r ），

　Vln （r ）＝増
一t
（r）とな

る 。 すな わ ち固有モ
ー

ドは

・ ・ 一 嚇 ・（1＞・ 紳 ω （1） （60）

と書ける 。 励起エ ネル ギーと固有振動数はそれぞれ 、 ε翫 ＝ ω 翫＝ IL＋ ll＋ 2n − L
， εln＝ 一

ω流≡

IL− tl＋ 2n − L であ る 。

　L ＝・4
， η

＝ 0の 場合の 励起 ス ペ ク トル を図 3 にプ ロ ッ トした 。 図か らわか る よ うに、1 ≦ 1≦ 2L − 1

で は ε7nく 0 とな る モ
ー

ドが 存在する 。 こ れ らの モ ード は励起の 角運動量が 負 、
つ ま り静止系か らみ

て 角運動量 L − 1で 運動す る よ うな励起で ある 。 もとの角運動量 L の 状態と比較する と 、 IL− ll〈 L

の 場合は 回転の 運動 エ ネル ギーの 分だ けエ ネル ギ ーが 低 くな る 。 これが 負の 固有 エ ネル ギ ーとし

て 現れ て い る の で ある 。 こ の よ うな負の 励起エ ネ ル ギ ーを もつ モ
ー

ドは散逸系に お い て はど ん ど

ん 増大 し 、 系の 不安定性を引 き起 こす原因とな る 。 しか し今は散逸の な い 系を考えて お り、 3．1節

で 述べ た ように 固有値が 実数で あれば励起は定常な の で不安定性の 原因に はな らな い
。

　そこ で 、 η を変えて複素固有値の 現れ る様子を調べ ることにす る 。 η ＞ 0 に つ い て 数値計算に よ

りGP 方程式 （37）と Bogoliubov 方程式 （43）を解 き 、 励起 ス ペ ク トル を求め る 。 こ こ で も 、 量子

数 L ＝ 4 の 渦 を考えるこ と に する 。

　Bogoliubov 方程式に つ い て は 、励起モ ードを η
＝ ＝ O で の 解析解を用 い て

　　　　　　　　w ・u
一掛褊 晒 ）（1）燃 昭 ω （1）1

と展開する と、式 （43）を （α 1。 o ，βt。o ，

…
，

α t． NPI 。 N ）に対する固有値方程式

　 　 　 　 　 　 　 N

　　　　　　・Σ ［・劇
・L ＋1

・ 伽 畷 嗣 β嗣 ・ （副 一
・
一

ω ・・）・ t… 一 ・

　　　　　　　 
゜

　　　　　　・ Σ ［塩
‘・L＋ ‘

・ t・ m ＋ ・・儒らL−‘
β・・ m ］・ （雄 一

・ ＋ ・ 1・）filvn− ・

　 　 　 　 　 　 　 m ＝o

　　　　　　　　　　　　　ag＃… f。
°°

FA（・）｛A（・）｝
2Fht

（・）

（61）

（62a）

（62b）

（62c）

に 書 き直すこ とが で きる。こ こ で 、n ＝O
，
1

，

…
，
1▽ で あ り、A （r）と μ は式 （37）の 数値解で ある 。

式 （62）は 2（N ＋ 1）x2 （N ＋ 1）の 行列を数値的に対角化する こ と に よ り固有モ ードが計算で きる 。
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図 3： 量子数 4 の渦状態か らの 励起 エ ネル ギ
ー

。 相互作用の な い η
；0で の 1依存性を示 して い る

。

縦軸は haHO を単位 として プ ロ ッ トした 。 ×
，

。 はそれぞれ ε峩，ε翫を表 し、1 ≦1 ≦ 7 で は εlnく 0

の 負の 励起 エ ネ ル ギ
ー

を持 つ モ ード が 存在す る 。

そ の 結果 η
＝ 0 の 場合 と 同様に 1 ≦ 1≦ 7 に対 して は 負の エ ネル ギ ーを持 つ 励起が 存在する こ とが

わか っ た 。 また、複素固有値 モ ードは 2 ≦ 1≦ 6 で 現れ た 。

　図 4 には 、0 ≦ η ≦ 4000 の 範囲で 、 複素固有値解が 存在する 領域 に そ の 虚部の 絶対値をプ ロ ッ

トした 。 こ の 図 は Pu らに よ る L ＝ 2
，
3 の 渦に つ い て の 結果 【8】を よ く再現 して い る 。 複素固有値

モ
ー

ドは必ず複素共役なペ ア で 現れ る の で 、 図 4 中で Ilmω Lが 有限の と こ ろ に は共役な二 つ の 複

素固有値解が 存在する こ とになる 。 図 4か ら 、 複素固有値の 現れ 方の 特徴 を・ま とめ て お くと、ま

ず 、 η空 間で複素固有値の 存在す る領域と存在 しな い 領域が 交互 に現れ る 。 現れ る間隔は εが 2
，
3

，
4

と増 えるに したが っ て細か くな り、1 ＝ 5
，
6 で は逆に疎 にな る 。 1 ＝ ： 3 と 5 で だ い た い 現 れ る間 隔

が 同 じにな っ て い る 。 また 1が 大 きくな るほど、複素固有値の 虚部の 絶対値は小 さ くな り、存在領

域 の 幅は狭 くな っ て い く。

　固有 エ ネル ギ
ーをη の 関数と して プ ロ ッ トして みる と、複素固有値モ ードの 起源を理 解で きる。

図 5 に示 した 1＝2 での励起ス ペ ク トル を用い て 、
こ れ を説明す る 。 図 5 （a）， （b）に は角運動量

2
，

− 2 を持 つ モ
ー

ドの 励起 エ ネルギ ーを 、それぞれ 実線で プ ロ ッ トし て い る 。 孟＝ 2 の 場合は常に

励起 エ ネル ギ
ー

が負の モ ー
ド w50 が存在す る の で 、その 励起エ ネ ル ギ

ーの 大きさ 一ε薹o を 図 5 （a），

（b）両方に破線で 示して い る 。 また 、複素固有値の現れ る と こ ろ で は 、固有エ ネル ギ
ー

の 実部 を点

線で プ ロ ッ トした 。 複素固有値を持 つ モ ードは必ず共役 なペ ア で 現れ る の で 、点線部分に は 複素

共役 な 2 つ の 励起が 対応し て い る 。 図 5 （a ）を見 る と、一
ε薹o が 他の ス ペ ク トル と 交差する と こ ろ

で 2 つ の 実固有値モ ードが 消え 、 代わ りに複素固有値モ ードが現れ て い る 。

一
方 、 図 5 （b）で は 、

一
εあ以外 の ス ペ ク トル は複素固有値に は 関与 して い な い 。 つ ま り、条件 ε蹇n ＋ εあ ＝ 0 が 満た され
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図 4： 複素固有値の 虚部の η の 依存性。1＝ 6 に つ い て は 、値が小 さ い た め IlOO　x　Im ω 1をプ ロ ッ

トした 。 図中で 山が で きて い る と こ ろには Im ω ≠ O となる 解、つ まり複素固有値解が 存在す る 。

こ の η領域で 存在する複素固有値は 、 すべ て 図中に示 され て い る （3，4 節参照）。また 1ニ 1
，
7 で は

η領域を広げて も複素固有値が現 れ る こ とはな い
。
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ると きに 複素固有値の 現れて い る こ とが わか る。 言い か えると 、 全角運動量 と全 エ ネル ギーが と

もに ゼ ロ とな る よ うな 2 つ の 励起モ ー
ドが 存在する とき 、 これ らの 2 つ の モ ードが組み 合わ さ っ

て 二 つ の 複素共役なモ ー
ドとして 現れ る 。 全エ ネル ギーがゼ ロ になるためには 、当然 、2 つ の モ

ー

ドの うち一
方は負の 固有 エ ネル ギ

ー
を持 つ 必要があ りxl

＝ 2 の場合は w 蕘o が こ れ に相当す る 。 も

う
一

方の モ
ー

ドは角運動量が 2 で あれば よ く、εあの変化にあわせて wso
，
　w 竇1 ，

　w 蹇2 ，

… と順に 変

わ っ て い く。 そ の ため 図 4 に 示され る よ うに 、η空間で複素固有値の存在する領域が 次 々 と現れる

こ とになる 。

　こ の ような仕組み は 、複素固有値モ ー
ドの エ ネル ギ

ー
と角運動量が ともに ゼ ロ で ある と い う 3．2

節で述 べ た性 質をよ く説明する 。また 、3．2 節で は複素固有値モ ードの 実部 と虚部 をわけ Wl ＝

ili（
wrn ＋ iwYm ）と書 くこ とに したが 、ラ ベ ル n

，　m に つ い て は 複素固有値 モ
ー

ドと入れ 替わ る 実

固 有値モ ー
ドの ラベ ル を使 っ て 表せば よい 。 例えば 、η

〜1200 で 2 つ の 実固有値 モ
ー

ド w 弖1 ，
w50

が 消えて複素固有値モ
ー

ドが 現れ て い る の で 、1200 ≦ η ≦ 1700 で の 複素固有値モ
ー

ドは

　　　　　　　　　　・ ・
− 1（

　　　　　　　　　　　　　　　　　1
W ；・＋ iwi

。），
　 WS ；

n （W5 ・
一　’w5

・）　 　 （63）

と書け る 。 ただ し、複素 固有値が 存在す る場合 の 系 の 固有解は W2
， 鑑 で あ っ て W 茎i，

　W 薹O で は な

い こ と に 注意しな くて はならな い 。

　また この ように書 くと、Bog ・liub・ v ハ ミ ル トニ ア ン （22）は共鳴状態に ある 2 つ の モ
ー

ド の 対生

成 ・対消滅を含んだ形に な る 。 励起モ ード w 翻に対 応す る準粒子の 生成演算子を αXinと し 、式 （63）

で書け る よ うな複素固有値 碗 を持 つ モ
ー

ドが存在する場合を考える。こ こ で は結果 だけ示す と、

ハ ミ ル トニ ア ン （22）は

・i？・
　＝ ＝　E ・ ＋ Σ

’

・鰄 。
α 、、η

　　＋ R ・… （・：21a ・ 2・　
一・・t… rv・・

− 1）・ ・mdi ・（・1・、
α ↓，。

＋ ・ u ・・av ・・） （64）

となる 。 ただ し こ こ で の Σ
’

は凝縮体 自身に対応するモ ー
ドお よび （λ，

ltn）r （u ，
2

，
1）， （v ，

2
，
0）に

つ い ては 和を とらな い こ と意味 して い る 。 式 （64）か ら、励起モ ー
ド w 鬘1 ，

w 茎e の 対生 成 と対消滅

が 起こ り、こ れが系の 不安定化の 引き起 こ して い る こ とが わか る 。

3．4　負 の 励起 エ ネル ギー
の η依存性

　こ こ まで の 議論か ら、複素固有値モ
ー

ドが 出現する た め に は全角運動量 と全 エ ネル ギ
ー

が と も

に ゼ ロ となる よ うな 2 つ の 励起モ
ー

ドが必要で 、これらの 2 つ の モ ードが組み合わさ っ て 2 つ の

複素共役なモ ー
ド として現れ る こ とが わか っ た 。 全 エ ネルギ ー

がゼ ロ になるため には
一

方の 励起

エ ネル ギ
ー

が負で あ る必要が あ り、その値が η を変えた ときにど う変わるか をみれ ば 、 複素固有

値が現れ るかが わか る 。 そこ で 、こ の 節で は 負の 固有エ ネル ギ
ー

の η依存性の 定性的な振る 舞い

に つ い て 考え る こ と にす る 。

　図 6 に は i ＝ 1 〜 7 の エ ネル ギ
ース ペ ク トル をプ ロ ッ トした 。 線の 意味は図 5 （a）と同 じで あ

る 。 図 4 と比べ て み る と、図 6で破線と実線が 交差す る場所に は必ず複素固有値解が存在 して い
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図 5； ‘＝ 2 の 励起 ス ペ ク トル の η依存性 。 正負の励起エ ネル ギーと複素固有値の 実部を まとめ て

プ ロ ッ トした 。 実線は正 の 励起 エ ネル ギ
ーを示し、（a ）に は 角運動量 2 の 励起 、（b）には角運動量

一2 の励起に つ い て プ ロ ッ トした 。 各励起ス ペ ク トル に は 、動径方向の 量子ta　n 、角運動量 の 絶対

値 1、角運動量 の 符号 を表す記号 u
，
v に より ε躍と ラ ベ ル を付け て い る。1 ＝ 2 の 場 合には負の 励

．起 エ ネル ギ
ー

ε蕘o が存在す る の で （a）， （b）両方に 破線で 一ε弖o をプ ロ ッ トし て い る 。 また 、複素固

有値が 現れ ると こ ろでは点線でそ の 実部を示して い る 。 （a ）か ら 、 εSn＋ ε薹o ＝ 0 とな る と こ ろ で 複

素固有値が 出現して い るの が わか る。
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る こ とを確認で きる 。 逆に言 うと、0 ≦η≦ 4000 の 範囲で 現れる複素固有値 は図 4 に示 されて い

る もの が すべ て で 、他 に は存在し ない
。

　図 6 を見 る と 、
ど の 1に対 し て も正 の 固有エ ネル ギーは 同じ よ うな振る 舞い を し て い る の に 対

し、負の 固有エ ネ ル ギ
ー

は こ れ ら とは異な る η依存性を示し て い る 。 そ の た め 、ηの 変化 と ともに

ス ペ ク トル の 交差が次 々 と起 こ り、 複素固有値 モ
ー

ドが い くつ も現れ る こ と に な る 。 また 、負の エ

ネル ギーの η依存性は ｛1， n ｝によ っ て も異な っ て い る 。 た とえば 1＝4 で の 最低の 励起 エ ネル ギ
ー

εとo は η の関数としてみ たときに傾 きが 大 きく、 次 々 と εXnと交差し て細か い 間隔で 複素固有値が

現れ る。それ に対 して 1＝2で の ε薹o や．1 ・＝ 4 で も
一

つ 上 の 励起エ ネル ギ
ー

εと1 は η に 関し て 緩

や かな減少関数な の で 、複素固有値の現れ る間隔は 疎になる 。 さらに 、 η
＝0 で 負 に な っ て い る も

の で も 、 ｛εIO， ε§1 ，
εと1，

εUO｝は η に関して増加関数で あるた め に他の ス ペ ク トル と交差する こ と

が な く、 複素固有値モ
ー

ドを作 らな い
。

　こ れ らの 定性 的な振る舞い は 、 有効ポ テ ン シ ャ ル

　　　　　　　　　　V
。ff（・ 1

，
・）＝＝ i・

・
＋

（L

美
1）

2

＋ ・ηA（・）
・ 一

・ 　 　 （65）

を考えれ ば説明で きる
。

こ れ は 、式 （43）で （u ，
v ）の 一方をゼ ロ と近似 した場合に 、角運動Pt　± 1を

もつ 励起成 分に働 くポ テ ン シ ャ ル 項で あ る 。 第
一
項は トラ ッ プポ テ ン シ ャ ル 、第二 項は 角運動量

に依存した遠心 力ポ テ ン シ ャ ル を表し て い る 。 また 斥力相互 作用の た め 凝縮体の 密度分布は ポ テ

ン シ ャ ル と して 働 く。
こ れが 第三項で あ る 。 A （r ）として 渦状態を考え る と、渦心 はポ テ ン シ ャ ル

井戸 を つ く る 。

一
方 、遠心力 ポ テ ン シ ャ ル の項 は iL± llが 大 き くな る に つ れ て 、ポ テ ン シ ャ ル 井

戸 の 幅を小 さ くす る よ う働 く。 し たが っ て 角運動量が負の 励起 に対 し て は 、ポ テ ン シ ャ ル 井戸 が

深 く、そ こ に束縛 され た状態が 負の 励起 エ ネル ギ ーモ ードとして 現れ て い る ［18］。こ れ に対 して 、

正の 励起エ ネル ギーを持 つ 状態は トラ ッ プ 内に 広が っ た （散乱）状 態に あた り、両者は 異な っ た η

依存性を示 すこ と に な る 。

　η の 変化に伴っ て 、負の 固有値モ ード に は 2 つ の 効果が 考えられ る 。 （1）ηが増加す る と、相互

作用 エ ネル ギ
ー

が 増 加 して 化学ポ テ ン シ ャ ル が 大 き くな る 。 そ の た め、ポ テ ン シ ャ ル 井戸 は深 く

な り束縛状態の エ ネルギーは 低 くなる 。 （2）
一方渦芯の サ イズは 、22 節で 述 べ た よ うに式 （19）の

コ ヒ ーレ ン ス 長 で 決 まり、粒子数密度が 大き くな る ほ ど 渦芯 の サ イズ は小 さ くな る。η は トラ ッ プ

中の 粒子数に 比例する量だ っ た の で 、η の 増加 ととも に ポ テ ン シ ャ ル 井戸 の 幅が狭 くな り、束縛状

態の エ ネル ギ ーは 高 くな る 。 負の 励起エ ネ ル ギ ーの 振 る舞い は こ の 2 つ の 効果の バ ラ ン ス で きま

る 。 例 とし て 、η
＝ 300

，
1000

，
3GOO の 場合に つ い て 有効ポ テ ン シ ャ ル 鷲鼠一置

，
r）を図 7 に 示した 。

図か ら確か に η が増 える に つ れ て 、ポ テ ン シ ャ ル 井戸 が 深 く、か つ 狭 くな っ て い く様子が 確認で

きる 。

　1 ＝ 4 の 場合は
、 もと もとポ テ ン シ ャ ル 井戸 の 幅が広い た め に （2）の 効果 は あま り効か ず、η の

増加 とと もに負 の励起エ ネ ル ギ
ー

は急激 に減少する 。 それ に対 して 、i＝i1 場 合は もともとポ テ ン

シ ャ ル 井戸 の 幅が 狭 い た め 、 （2）の 効果が 強 く負の 励起 エ ネ ル ギ
ーは 増 加す る一方 とな っ て い る 。

また ε弖O と ε乙。、ε§O と εあが それ ぞれ 同じよ うな η 依存性 を示すの も IL− llが等し い こ と を考え

れば 理解で きる 。
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図 6： 励起 ス ペ ク トル の
η 依存性 。 （a）〜（g）の 順 に 1 ＝ 1 〜 7の ス ペ ク トル を示す。 縦軸は hLvHo

を単位とした励起 エ ネル ギ
ー

で ある 。 各図に は正の角運動量を持 つ モ ー
ドの 励起 エ ネル ギ

ー
ε翫を

実線で 、負の 励起 エ ネル ギ ーは 符号を変えて破線でプ ロ ッ トし て い る 。 図 4 と比較す る と 、 破線

と実線が 交差 して い る とこ ろでは必 ず複素 固有値が現れ て い るこ とが わか る 。 実線は ほ ぼ 等 間隔

で 平行 にな っ て い る の に対 し、破線 の 傾 きはそれ とは大き く異な る ため に 、η を変える と次 々 と複

素固有値が 現れ る こ とに な る 。
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図 7： 有効ポ テ ン シ ャ ル の 変化 。 負の角運動量 に対する有効ポ テ ン シ ャ ル V
。ff（− 1，

r）の み を考えて

お り」 ＝＝1〜4 につ い て 、（a ）〜（c）の 順【こ η
＝　 300， 1000，3000で の ポ テ ン シ ャ ル をプ ロ ッ トした 。

ηの 増加に した が っ て 、ポ テ ン シ ャ ル 井戸が 深 く狭 くな っ て い く様子がわか る 。
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4　渦の 分裂の動力学

　前節の 議論か ら、Bogoliubov 方程式 に複素固有値解が 存在す る場合は 系が不安定に な り、また

実際に 量子数 L ＝ 4 の 渦に つ い て 解くと
、 ηの 値に依存して複素固有値解が 現れ る こ とをみ た 。 そ

こ で こ の 節で は 、複素固有値解が存在する場合に 、 具体的に ど の よ うな不安定化が 起 こ るか に つ

い て考える 。

4．1　 渦の分 裂パ ターン

　まず、摂動が 加わ っ た時の BEC の 構造に つ い て 考えよ う。 固有モ
ー

ド Wl の 摂動が 加えられた

時 、波動 関数は微少な実定数 δを用い て 、

　　　　　　　　　　　　　th　 ＝［A（・）・ ・＠
‘θ
珂 ・

　f‘θ
）］・

’Lθ

　 　 　 （66）

とかける 。 平衡状態で の 渦芯構造は 、 式 （21）よ りr → 0 で

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A （・）　 ・ rL 　 　 　 　 　 　 　 　 （67）

と書 け る 。 Bogoliubov 方程 式に つ い て も同様 に r → o で の振る 舞い を み る と 、GP 方 程式 と の 類

似性か ら、渦芯付近 の 構造が

　　　　　　　　　　　　　　 Ut（r）・・
　rlL

＋tl
，
　 Vl（・）・・

　rlL
−tl

　 　 　 　 　 　 （68）

となる こ とが わか る。したが っ て 、摂動が 加わ っ た波動関数を r で 展開す る と、最低次は

　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ 〜 δriL
−tlei（L −1）e 　　　　　　　　　　　　　　（69）

とい う形に なる。つ ま り、量 子数 L − 1の 渦が 中心 に位置する こ とに なる 。

一
方、粒子数密度 を δ

で展開した 形

　　　　　　 iψ（r ，
θ）12− A2 ＋ 2A δ［R ・（ul ＋ v 、）… （1θ）− Im （ut ＋ vl）・i・ （1θ）］　 　 　 （70）

か らは 、 凝縮体の 粒子数密度力  回対称で ある こ とがわか る 。 以上の こ とか ら角運動量の 保存を考

慮す る と、渦芯構造の 変形に つ い て 、

　　　　　　　　（1）　中心の 渦は量子tw　L − 1；こかわ る 。

　　　　　　　 （H ） 量子数 1の 1個の 渦が （1）の 渦の 周 りに 1回対称に現れ る。

と い う法則が 得 られ る 。 これ に したが っ て 分裂の 様子を図示する と、図 8 の よ うに なる。た とえ

ば L ； 4 の 渦で ε＝ 3 の 固有モ ードが加わ る と 4 つ の 量子数 1 の 渦に 分裂し、一
つ は トラ ッ プ 中

心に 、他の 三 つ は その 周 りに 三 角形をつ くっ て並ぶ こ とになる。

　こ こ で 注意し て お くが 、摂動が加わ る と実固有値 モ
ー

ド、複素固有値 モ
ー

ドに か か わ らず上記

の 法則に したが っ て 渦芯が 変化をうけ る。したが っ て 摂動が加わる と必ず渦は 「分 裂」する こ と

に なる 。 しか し、δが小 さい と個 々 の 渦を区別 で きず 、粒子数分布で は何 も起 こ っ て い な い よ うに

見える。以下 で は、粒子数分布か ら個 々 の 渦が は っ きり認識 で きる場合に の み 「分裂」と呼ぶ こ

と に する 。 微少な摂動か ら渦の 分裂を引 き起こ せ る の は 、エ ネ ル ギ ー保存系に お い て も成長が 可

能な複素固有値モ ードだ けで あ る 。
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IF2 1＝ 3 1＝ 4 ’＝ 5

図 8：　 1の値に よ る分裂パ タ ーン の 分類 。 中心に 量子ts　IL− llの 渦、そ の周 りに lll個の 量子数 1 の

渦が 並ぶ 。 非常に起こ りに くい が、正＝5の 励起は中心 に逆向 きの 渦が 現れ る こ とになる 。

4．2　 励起モ ードへ の射影

　次の 4．3節で は渦の分裂過程の 数値シ ミ ュ レ ー
シ ョ ン に つ い て 述べ るが 、シ ミ ュ レ ーシ ョ ン 結

果か ら各時刻で の 励起モ ー
ドの 混ざり具合を調 べ るために 、秩序変数を励起モ ー

ドへ 射影す る方

法を こ こ で 前 もっ て述べ てお く。

　まず、秩序変数に含 まれ る 励起モ ー
ドを角運動量 ‘で分 けて 、

　　　　　　ψ（r ，
e

・
t） − or・（t）A （・ ）・

’Le
＋ Σ 囮岡 ・

‘‘θ

珂 （r ，　t）・

一

例e
溜

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

と展開する。逆に 、（UbVl ）は秩序変数ψ（r ，
θ

，
t）を用 い て

　　　　　　　　　　　　聯 ・ 一 農 酬 ・
一… ＋…

，

　　　　　　　　　　　　v ・（・・
t） 一 ズ雲ザ ＠・

・
t＞ei・

L −ll・
・

とか ける 。 さら に 、Wl （r ，
　t）を各 1に つ い て の 式 （43）の 固有解で 展開し 、

　　　　　　　　　　　　w ・（・，
t） 一 Σ Σ ッ議（t）wbn （r）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 λ＝Uivn ＝0，1，2ド
・・

（71）

（72a）

（72b）

（73）

と書 く。 た だ し固有解の 中に複素固有値モ ー
ド Wi　＝il5（w 協 ＋ iwY

．
，）を含む場合は 、Wi ，wr の

代わ りに wYn ， ，　wYm ， を用 い て展開する 。 そ うする と、規格直交条件 （56）を用 い て こ の 係数は

　　　　　　　　　　　　・r・・（・）一 ・・ f・dr ｛・ Xn（r ）｝
T
・… 　（・ ，

　t）　 　 （74・）

　　　　　　　　　　　　翩 一
一・・1・d・ ｛・ r・ （・）｝T ・6・ 1（・，

・・）　 　 （74b）

とか ける 。 また、複素固有値 モ
ー

ド 軌 ，碗 の 割合 靜 ， 裙 は式 （74）で 求ま る 瑞 ，，ッ翫， を用 い て

　　　　　　　　　　　　　　　　棚 一 お〔備 噛 ）　 　 　 （75・）

　　　　　　　　　　　　　　　　ヂ議 （備 一欄 　 　 　 　（75b）
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と計算で きる 。

　Bogoliubov理論が 有効な線形近似の 範囲内で は 、実固有値モ
ー

ドにつ い て の 瑞
v

は そ の 固有周

波数 ω 掛 で 振動 し ・

7｝罪（t）α ・xp （
一信ω鍵の （76）

となる 。 したが っ て そ の 振幅は
一

定で ある 。

一
方複素固有値モ ー

ド Wi
，
Wt の 固有値 を 飭 ，鍔 とす

る と、そ の 割合 棚湧
B

は

デ（t）・・（・
一聯

＝ ・xp ［− i（R ・ dit）t ＋ （Im 鯛

ヂ ω （xe
一
韓 ε ＝expl − i（Re の‘）t− （Im 飭）t］

〔77a）

（77b）

と時間変化する 。 こ こ で ぞ ， ザ が 複素共役な関係で は ない とい うこ とに注意しな くて は な らない 。

こ の ため に振巾副ザ
・β

［の 時間変化 を考える と
一

方が成長、もう
一
方は減衰す るこ とになる 。

4 ．3　 渦分裂の 数値 シ ミュ レ
ー

シ ョ ン

　時間発展の GP 方程式 を用 い て数値シ ミュ レ
ー

シ ョ ン を行い 、複素固有値モ
ー

ドが 実際に ど の

よ うな不安定化 を起こ して い るか を調 べ てみ よ う。

　まず 、 式 （37）の 定常解をある η に対 して数値的 に求め る 。 こ の 状態か らの 時間発展 をシ ミュ レ
ー

シ ョ ン する の で あるが、式 （37）の 解は何 も摂動を加えな い ままで は （数値的に は ）定常な ままな の

で 、 適当な摂動を パ ル ス 的に加えて渦の 変化を調べ るこ と にする 。 こ こ で は τ． 回対称な摂動 に よ

り外部ポ テ ン シ ャ ル を、短時間6

　　　　　　　　　　　　　　　・（rl ・）− 1・2 ［・＋ ・… 〔1． θ）】　 　 　 （78）

と変形す る こ とにす る。こ の よ うに摂動の 対称性を決め る こ とに よ っ て 、1＝lvの モ
ー

ドが 選択的

に励起され る 。 また δは十 分小 さ くと り、摂動 を切 っ た 直後で は 渦構造に 明確な変化は 現れ な い

よ うに注意した。得られ た秩序変数の 時間変化か ら、4．2 節で 述 べ た方法に よ り各励起モ ード の 割

合 7inを求め 、そ の 時間変化を調べ た 。

　図 9 に は 図 4 （a）の 0 ≦ η ≦ 1000 の 領域 を拡大して プ ロ ッ トしてある。こ の 中で 、複素固有値

の 存在 しな い 場 合 （η ＝ 500）、1 ＝ 2
，
3

，
4 の複素固有値が 単独で 存在す る場合 （η ＝ 200

，
730

，
590 ）、

お よび 3 種類 の 複素固有値が 共存する場合 （η ＝ 340）に つ い て 、それぞ れ時間発展の 様子を調 べ

た 。1 ＝ 5
，
6 の 複素固有値モ ード に つ い て は 、複素固有値 の 虚部が非常に小 さ く存在領域 も狭 い た

め現実には非常に 起 こ りに くい と考 え、こ こ こ で は Z＝2
，
3

，
4 の モ

ー
ドの み 考える こ とにす る 。

　まず 、η
＝ 500 に とり複素固有値が存在 しない 場合、つ ま りすべ て の 励起モ ード が実固有値 を持

つ 場合に つ い て 調べ た結果 、渦芯の 構造に は変化が み られず、17bn　lも定常な ま まで ある こ とが 確

認で きた 。これは線形近似の 結果 とよ く
一

致す る 。 こ の 結果 は摂動の 対称性 1
． を変え て も同 じで

あ っ た。

　
6

こ こ で は 1／ω HO 程 度 に と っ た。
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図 9； 図 4 （a ）の拡大図。 複素固有値の 存在しな い 場合 （η＝ 500）．1＝2
，
3，4 の複素固有値が 単独

で 存在する場合 （η ＝ 200
，
730

，
590）、 お よび 3 種類の複素固有値が 共存する場合 （η ＝ 340）に つ

い て 、 それぞれ数値 シ ミ ュ レーシ ョ ン に よ り時間発展の様子を調べ た 。

　次 に 、 複素固有値モ ードが単独で存在する領域で 、 渦構造の 時間変化 を調べ た 。 そ の 典型例 と

して 、 こ こ で は η
＝ 730 の結果を示す 。 η

＝ 730 で は 1 ＝ 3 の 複素固有値モ
ー

ドが存在し 、 図 6 （c）

か ら W ・
一毒（wg3 ＋ iwg

・）と表 さ れ る こ とが わ か る ・ こ の糠 固有値 モ ード‘こ合わせ て 1・
− 3 の

摂動 を加えた後の 7説の 変化を図 10 に示す 。 （η＝ 730 で lv≠ 3 の 場 合には複素 固有値 モ
ー

ドが 励

起 されず 、 η
＝ 500 の 場合 と同様励起 され た モ

ー
ドは定常な ままで あ っ た 。 ）図 10 （a ）には摂動を

加えた直後の 様子 をプ ロ ッ トして い るが 、すべ て の励起 モ
ー

ド の 振幅が 小 さい 問は時 間変化は線

形近似で 得 られ る もの と
一

致す る こ とが わか る 。
つ ま り、 複素固有値 モ

ー
ドの 割合 1響β

［はそれ

ぞ れ exp （±lm の3古）で 変化 し 、

一
方 、 実固有値モ

ー
ド の振幅は

一
定にな っ て い る 。 さらに長時間発

展 させ た様子が図 10 （b）で ある 。 複素固有値モ ードの
一

方 （1響1）が 成長し線形近似 の範囲を超え

る と成長は途中で とま り、 代わ りに こ れ と複素共役 なモ
ー

ド （IN？1）が 成 長しは じめ る 。 こ の 2 つ

の モ
ー

ドは互 い に相互作用 しなが ら振動する 。 また これ らの モ
ー

ドが 増加する と、非線形効果に

よ り他 の励起モ
ー

ドも次 第に ふ えて くる 。 こ の と き 、 複素固有値モ
ー

ドと の 相関が強 い 1＝lvの

モ ードが選択的に 増加する 。 （ただ し N　lv ＝ 2 の場合は 、 非線形効果に よ り1＝4 の 実固有値モ ー

ド も成長す る 。 ）

　また 、 図 11 （a）， （b）， （c）に は図 10 中の 点 A
，
　B

，
C で の 凝縮体の様子を示した 。 摂動を加えた直

後は 図 11 （a ）にある よ うに渦の 形状に は ほ とん ど変化が見 られ ない 。 しか し、しば ら く時間がた っ

て 1智1が 大 きくなる と、図 11 （b）にみ られ る よ うに渦は 分裂 して 三 回対称な配置 を と る 。 2 つ の

複素共役 なモ ードの 相互作用は 、こ れ らの 分裂した渦間距離の 振動 と い う形で 現れ る 。 図 11 （b）

で 分裂し た 渦は 、15夛・
Bl

の 入れ替わ る点 C で は 図 11 （c）でみ られ る よ うに再び中心に集 まりひ と

つ に なろ うとして い る 。 そ の 後は複素固有値モ
ー

ド の振幅の 振動に対応して 、図 11 （b）， （c）の 状

態 を行 き来する 。 しか し、こ の振動の 中で 、い っ たん 4 つ の 渦に 分裂 した後は量子数 4 の 渦に 戻
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図 10： 励起 モ ードの 割合 の 時間変化 。 （a）は摂動 を加え た直後の 様子を示して い る 。 点 A で 摂

動 を切 っ た 。 破線は複素固有値モ ード の 割合 （1蜜・β 1）を表し 、 exp （±lmdi3　t）をプ ロ ッ トした実線

と
一

致し て い る 。 実固有値モ
ー

ド に つ い て は い くつ か例 とし て 点線で プ ロ ッ トして お り、摂動 を

切 っ た後は
一

定値 にな っ て い る こ とが わ か る 。 （b）は さ らに時 間の ば し て 変化 を追 っ た様子 を示

す 。 複素共役 な 2 つ の モ ードの 割合を表す 1罹1，【響1をそれぞれ実線 と破線で示 して い る 。 途中か

ら exp （±lmdi3　t）の 形 をはずれ て両者が振動 を始め る。点線は 実固有値モ
ー

ドの 割合で 、1智’B1
が

大 きくな り振動 を始め る とそ の 影響 を受けて 次第に増加する 。 点 A
，
B

，
　C で の 凝縮体の 密度分布

は 図 11 に示す 。
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図 11： 図 10 中の （a）点 A
， （b）点 B

， （c）点 C に 対応する凝縮体の粒子数分布。 白が粒子数密度 の

大きい 領域、黒が小 さい 領域を表す。摂動を切 っ た直後 の （a）で は密度分布は定常な分布か ら ほ と

ん ど変化を うけて い ない が 、複素固有値モ
ー

ドが成 長した （b）で は渦が 4 つ に 分裂 して 、三 回対称

な形に並ん で い る 。 また複素固有値モ ー
ドの 振動 にあわせ て 、（c）の よ うに 渦が再び 中心に集 まろ

うとす る様子が見 られ る 。

図 12： 1＝ 2
，
3

，
4 の 複素固有値が共存す る η

＝340で の分裂の 様子 。 加えた摂動は 〔a ）tv＝ 2 、 （b）
lv　＝3 、 （c）〜。

＝・4 で ある 。 これ よ り分裂パ タ
ーン は lvによ っ て選択で きるこ とが わか る 。

る事は な い
。 さら に 時間を進め る と、非線形効果 に よ り励起 され た 実固有値モ

ー
ドの た め に 、分

裂 した渦の 平均 的な渦問距 離は 次第に離れ 、中心 の 渦は細か い 振動 を始め た 。 凝縮体の 外形も次

第にひずん で い っ た 。

　 さら に 、我々 は複数 の 複素固有値モ
ー

ドが共存する領域 で の 振 る舞 い も調べ た 。 図 12 に は 1＝

2
，
3

，
4の 複素固有値モ ードが 共存する η

＝340 で の 結果を示す 。 （a）， （b）， （c）は 、そ れ ぞ れ 1
．

＝ 2
，
3

，
4

の 摂動を加えた後の 分裂の 様子 で ある 。それ．それ 、lv回対称な形で 渦が 整列し て い る 。 こ の こ とか

ら、複索固有値 モ
ー

ドが共存 して い る場合に は 、加える摂動の 対称性に よ っ て 分裂パ タ ー
ン を選

択で きる事が わか る 。 ただ し、時間発展 の 時定数は複素固有値の 虚部の 逆数で 決ま っ て お り、ラ ン

ダ ム な ノ イズが与えられた と きに は Im 勘 の 大きい ‘； 2 の 分裂が み られ る で あろ う。 また 、 ‘＝ 2

の 場合に つ い て は 、中心に出来た量 子数 2 の 渦も不安定で ある よ うで 、密度分布か らは 量子数 2 の

渦は確認 で きず、分裂が は っ きりみ て とれ る状況で は 図 12 （a ）の よ うに 量子数 1 の 渦が 直線上に

並ぶ 様子が み られ た 。
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5　 ま と め

　本稿で は 、 量子数 4の 渦の 分 裂過程に つ い て 考察した 。 特に、エ ネル ギー散逸の ない 状況で も

不安定性を引 き起こ し うる複素固有値励起に つ い て調べ た 。

　複素固有値 を持つ モ ードは 、励起エ ネル ギ
ー

として はゼ ロ の状態であ り、そ の ために エ ネル ギ
ー

を保存した ままで も成長する こ とが 可能 とな っ て い る 。 複素固有値モ
ー

ドの 出現 には 、全角運動

量 と全 エ ネル ギー
が ともに ゼ ロ となる よ うな 2 つ の 励起モ ードが 必要で 、これ らが 組み合 わ さ っ

て 、 2 つ の 複素共役なモ
ードと して 現れる こ とが わか っ た 。 こ の と き、2 つ の モ

ー
ドの

一
方が 負の

励起 エ ネル ギ
ーを持 つ モ

ー
ドで な くて は な らない 。 負 の 励起エ ネル ギーの η 依存性を定性的に説

明し 、複素固有値の 現れ方が 励起の 角運動量 εに よ っ て 異なる こ とを示 した 。

　また 、複素固有値モ
ー

ド に より凝縮体の 分布が どの よ うな変形を受ける か を考察 した 。 分裂の

形状を分類す る と 、 図 8 の ように なる 。 さらに 、GP 方程式 の 数値シ ミ ュ レ ーシ ョ ン に よ り、実際

に 微少 な摂動を加えた後の 凝縮体の 時間変化を調べ た。その 結果、時間変化は線形近似か ら得 ら

れ る もの と よ く
一

致 し 、 励起 モ
ー

ドが すべ て 実固有値を持つ 場合は 、凝縮体は ほ と ん ど変化 を受

け な い ま まで あ っ た 。 しか し複素固有値モ
ー

ドが存在すればそれが指数関数的に成長 して 渦は分

裂し た 。 また 、 線形近似 の 範囲内で は 、成長の 時定数は 複素固有値 の 虚部で 決 ま る もの で ある が 、

非線形効果に よ り他の モ
ードも増幅 されて 、次第に 複雑な渦の 運動 に 変わ っ て い っ た 。

　本研究で 特に 注目した い の が 、複素固有値 モ
ードが現れ る か ど うかは トラ ッ プ され て い る原子

の 数に 依存しそい るため 、そ れを変える こ とで 、様 々 な （量子数 4 の 渦の 場合は主 に 3 通 り）の 分

裂パ タ
ー

ン が 観測 され る とい う点で ある 。 また、複数 の 複素固有値モ
ー

ドが 共存し て い る場合 に

は 、加 える 摂動に よ っ て 起こ りうる不安定化 を制御で きる 。 渦の 分裂を実験的に制御で き る とい

う非常 に 興味深い 結果 で あ る 。
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